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Avertissement 


Ce livre englobe tout le programme du cours fondamental de mathé- 
matiques supérieures des Instituts de constructions mécaniques, du 
bâtiment, du transport, d'aviation, d'électrotechnique, d'énergétique 
et des mines. 

Le livre a une double destination. 

En premier lieu, il donne des indications concrètes: qu'est-ce que 
le produit vectoriel, comment trouver l’aire d’un corps de révolution, 
comment développer une fonction en série trigonométrique, etc. Les 
définitions, les formules, les règles et les théorèmes correspondants 
accompagnés d’exemples et d'indications pratiques peuvent être rapi- 
dement consultés; on a effectué à cette fin une partition détaillée des 
divers sujets et composé un index alphabétique bien fourni. 

En second lieu, ce livre est destiné à une lecture systématique. Il 
ne prétend pas jouer le rôle d'un manuel, et c'est pourquoi les démons- 
trations ne sont reproduites intégralement que dans des cas exception- 
nels. Il peut toutefois servir à une première prise de connaissance avec 
la matière. À cette fin on explique en détail les notions fondamentales 
telles que la notion de produit scalaire ($ 104), de limite ($$ 203-206), 
de différentielle ($$ 228-235), de série infinie ($$ 270, 366-370), et on 
illustre toutes les règles par un grand nombre d'exemples, qui consti- 
tuent une partie intégrante de ce livre (cf. $$ 50-62, 134, 149, 264-266, 
369, 422, 498, etc.). A la lumière de ces exemples on voit comment doi- 
vent être appliquées les règles, quand elles sont inapplicables, quelles 
erreurs doit-on éviter ($8 290, 339, 340, 379, etc.). 

Les théorèmes et les règles sont accompagnés d'explications des 
plus diverses. Il s’agit parfois de mettre en lumière le contenu concret 
du théorème, pour que les élèves puissent assimiler parfaitement la 
démonstration. Parfois l'explication est accompagnée d’un exemple 
particulier et contient un raisonnement qui représente la démonstration 
complète du théorème si on l’applique au cas général (cf. $6 148, 149, 
369, 374). Pour toute explication on se borne parfois à citer les para- 
graphes à la base de la démonstration, Le matériel que l’on peut omettre 
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en première lecture a été imprimé en petits caractères, ce qui ne signifie 
nullement qu'il est de peu d'importance. 

L'assimilation des idées mathématiques est grandement facilitée 
par la connaissance des circonstances ayant préludé à leur apparition 
et leur développement. C'est pourquoi nous avons accordé une grande 
importance aux données historiques. Ainsi, les $$ 270, 366 en relation 
avec les $$ 271, 383, 399, 400 permettront, nous l'espérons, de mieux 
comprendre la théorie de la série de Taylor que ne le permet l'exposé 
Jormel habituel. 

Il n'est pas nécessaire de préciser les autres particularités du livre: 
les étudiants s'en rendront compte au fur et à mesure, quant aux pro. 
fesseurs, il suffit de citer à leur intention certains paragraphes caracté. 
ristiques: $$28, 60-62, 92, 184-190, 203-206, 228-234, 237, 258-260, 
271, 343-347, 430-438, 459, 


PREMIÈRE PARTIE 


Géométrie analytique 
À deux dimensions 


& 1. Objet de la géométric analytique 


En géométric élémentaire on étudie les propriétés des figures rectilignes 
et du cercle. Les constructions jouent ici le rôle principal et les calculs, 
bien que leur importance pratique soit grande, un rôle secondaire, 
Le choix de telle ou telle construction exige habituellement une certainc 

rspicacité. C’est là l'obstacle majeur qui surgit lorsqu'on veut résoudre 
les problèmes par les méthodes de la géométrie élémentaire. 

La géométrie analytique fut justement appclée à créer des procédés 
uniformes pour résoudre les problèmes géométriques, afin de les appli- 
quer à l'étude de différentes courbes importantes pour la pratique. 

Ce but fut atteint avec la création de la méfhode des coordonnées 
(cf. plus bas $8 2-4). Le rôle principal appartient ici aux calculs, alors 
que les constructions n'ont qu'unc importance auxiliaire. Aussi la réso- 
lution des problèmes par la méthode analytique exige-t-elle une perspi- 
cacité bicn moindre. 

La création de la méthode des coordonnées aurait été impossible 
sans les travaux des mathématiciens de la Grèce antique, en particulier 
d'Apollonios de Perga. La méthode connut un développement systé- 
matique durant la première moitié du XVIIS siècle dans les travaux de 
Fermat et de Descartes qui n'ont considéré d’ailleurs que des courbes 
planes. Euler fut le premier à appliquer la méthode des coordonnées à 
l'étude systématique des courbes et des surfaces gauches. 


& 2. Coordonnées 


On appelle coordonnées du point les grandeurs qui déterminent la posi- 
tion de ce point (dans l’espace, sur une surface plane ou gauche, sur une 
droite ou une courbe). Si, par exemple, le point M doit être situé quelque 
part sur la droite X’X (fig. 1), on peut définir sa position à l’aide d’un 
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0 M seul nombre, par exemple de la manière sui- 
NET D nr vante: choisissons sur ÆÀ’X un point origine O 
et mesurons le segment OM, disons, en centi- 
mètres. Nous obtenons un nombre x, positif 
ou négatif suivant l'orientation du segment 
OM (vers la gauche ou la droite si la droite est horizontale), 
Le nombre x est la coordonnée du point M. 

La valeur de la coordonnée x dépend du choix de l'origine O, du 
sens positif de la droite et du segment que l'on adopte comme unité 
graphique. 


FIG. 1 


& 3. Système rectangulaire de coordonnées 


La position d’un point dans un plan est déterminée par deux coordon- 
nées. La manière la plus simple de le faire est la suivante. 

On trace deux droites perpendiculaires X’X, Y”’Y (fig. 2), appelées 
axes de coordonnées. La droite X’X, menée habituellement horizontale- 
ment, est appelée axe des abscisses, la droite Y’Y axe des ordonnées. Le 
point O de leur intersection est appelé origine des coordonnées ou simple- 
ment origine. Pour mesurer les segments sur les axes de coordonnées 
on choisit une unité arbitraire qui est la même pour les deux axes. 

Sur chaque axe on choisit un sens positif (désigné par une flèche). 
Sur la fig. 2 OX donne le sens positif de l’axe des abscisses et O Y le sens 
positif de l'axe des ordonnées. 

Il est admis de choisir le sens positif de manière qu'après une rota- 
tion de 90° dans le sens contraire aux aiguilles d'une montre OX 
coïncide avec OY (fig. 3). 

Les axes de coordonnées X’X, Y’Y (avec le sens positif établi et 
l'échelle adoptée) constituent un sysfème reclaïgulaire de coordonnées. 
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& 4. Coordonnées rectangulaires 


La position du point M sur le plan dans 
un Système rectangulaire de coordonnées 
($ 3) est déterminée de la maniere suivante. 
On mène MP parallèlement à Y’Y jusqu'à 
l'intersection avec l'axe X’X au point P 
(fig. 4) et MQ parallèlement à X’X jus- 
qu'à l'intersection avec l'axe Ÿ’Y au point Q. 


X° 


Les nombres x et y mesurant les segments y’ 
OP et OQ à l'échelle adoptée (et parfois 
ces segments eux-mêmes) sont appelés coor- FIG. 4 


données rectangulaires (ou simplement coor- 

données) du point M. Ces nombres sont positifs ou négatifs suivant 
l'orientation des segments OP, OQ. Le nombre x est appelé abscisse du 
point M, le nombre y son ordonnée. 

Sur la fig. 4 le point M a une abscisse x=— 2 et une ordonnée y— 3 
(pour une unité graphique égale à 0,4 cm). On l'écrit ainsi: M (2, 3). En 
général l'écriture M (a, b) signifie que le point M possède une abscisse 

4 =4a 
et une ordonnée 
y = bd. 

Exempres. Les points de la fig. 5 sont notés ainsi: A,(+ 2, +4), 
oi + 4), A+ 2, —4), Ai(—2, —4), B,(+ 5, 0), B;,(0, —6), 
O(0, 0). 

REMARQUE. Les coordonnées d'un point donné M seront diffé- 
rentes dans un autre système de coordonnées rectangulaires. 
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& 5. Quadrants 


Les quatre angles formés par les axes de coordonnées sont appelés 
quadrants. Ils sont numérotés comme l'indique la fig. 6. La table sui- 
vante montre les signes des coordonnées d’un point dans chaque qua- 


drant: 
Quadrant 
M: I in | mt | 1v 
Coordonnée 
Abscisse + — —_ + 
Ordonnée + + _ A 


Sur la fig. 5 le point À, est situé dans le premier quadrant, le point 
À, dans le second, le point 4, dans le troisième et le point 4, dans le 
quatrième. 

Si le point est situé sur l'axe des abscisses (par exemple le point 
B, sur la fig. 5), son ordonnée est nulle. Si le point est situé sur l'axe 
des ordonnées (par exemple le point B, sur la fig. 5), son abscisse est 
nulle. 


&8 6. Système oblique de coordonnées 


On utilise des systèmes de coordonnées autres que le système rectangu- 
laire. Le système oblique (il est le plus proche du système rectangulaire) 
est construit ainsi: on trace (fig. 7) deux droites non perpendiculaires 
A’X et Y’Y (axes de coordonnées) ct l'on procède ensuite comme pour la 


FIG. 6 FIG. 7 
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construction du système rectangulaire (8 3). Les coordonnées x = OP 
(abscisse) et y — PM (ordonnée) sont définies comme expliqué 
au 64. 

Les systèmes de coordonnées rectangulaires et obliques forment 
ce qu'on appelle les systèmes de coordonnées cartésiennes. 

Parmi les autres systèmes de coordonnées, le plus usité est le 
système de coordonnées polaires (cf. $ 73). 


& 7. Equation d'une courbe 


Considérons l'équation x + y = 3 liant l’abscisse x et l’ordonnée . 
Une infinité de couples de valeurs x, y satisfait à cette équation, par 
exemple x = let y=2, x=2 et y=1, x = 3 et y = 0, x = 4 et 
y = — 1, ctc. À chaque couple de coordonnées (dans le système donné 
de coordonnées) correspond un seul point ($ 4). On a représenté sur la 
fig. 8, a les points 4,(1, 2), 4,(2, 1), As(3, 0), A4(4, — 1). Ils sont 
situés sur une même droite UV. Tout autre point dont les coordonnées 
vérifient cette équation x + y = 3 est situé sur cette droite. Inverse- 
ment les coordonnées x, y de tout point situé sur la droite UV satisfont 
à l'équation x + y = 3. 

On dit alors que l'équation x + y = 3 est l'équation de la droite UV. 
On dit encore que l'équation x + y = 3 représente la droite UV. On doit 
comprendre dans un sens analogue les expressions: + l'équation de la 
droite ST (fig. 8,b) est y — 2xe, l'équation x? + y? — 49 représente 


FIG. 8 
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une circonférence (fig. 9) dont le rayon est égal à 7 unités graphiques 
et dont le centre coïncide avec l'origine des coordonnées (cf. $ 38). 

En général l'équation reliant les coordonnées x, y est appelée équation 
de la courbe L si les deux conditions suivantes sont vérifiées: 1) les coor- 
données x, y de tout point M de la courbe L uérifient celle équation, 2) les 
coordonnées x, y de tout point non situé sur la courbe L ne uérifient pas 
cette équation. 

Les coordonnées d’un point M de la courbe L sont appelées coor- 
données courantes, car la courbe L peut être engendrée en déplaçant 
le point Af. 


Soient Af,, Af,, Af,,... (fig. 10) les positions successives du point Af sur la courbe 
L. Abaissons de ces points les perpendiculaires Af,P;, Af, Ps, MPa, ... Sur l'axe OX. Nous 
obtenons les segments successifs P,Af,, PaMs, Pshfs,... Is déterminent sur l'axe OX 
les segments OP,, OP,, OP;,... qui sont les abscisses. Cela explique l'origine des termes 
«abscisse» (du lat. abscissa, coupée) et « ordonnées qui est la forme abrégée de l'expression 
latine ordinafim ducfa, signifiant « conduit dans l'ordres. 

Représentant chaque point du plan par ses coordonnées et chaque courbe par une 
équation reliant les coordonnées courantes, nous ramenons le problème géométrique à un 
problème analytique (c'est-à-dire de calcul). Cela explique la provenance de l'expression 
géoméfrie analylique ». 


& 8. Position relative d’une courbe et d’un point 


Pour savoir si le point M est ou non situé sur une courbe L, il suffit de 
connaître les coordonnées du point Àf et l'équation de la courbe L. Si 
les coordonnées du point M vérifient l'équation de la courbe Z, le poin 
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M est situé sur L; dans le cas contraire le point M n'est pas situé sur 
ja courbe L. 

EXEMPLE. Le point M({(5, S) est-il situé sur la circonférence 
x+91= 49 (57)? 

SOLUTION. Portons les valeurs x = 5, y — 5 dans l'équation 
x + y? = 49. Comme l'équation n'est pas vérifiée, le point M n'est 
pas situé sur la circonférence considérée. 


& 9. Position relative de deux courbes 


Pour savoir si deux courbes ont ou non des points communs et si oui, 
combien il y en a, il suffit de connaître les équations de ces courbes. Les 
points communs existent si les équations sont vérifiées simultanément 
et ils n'existent pas dans le cas contraire. Le nombre de points communs 
est égal au nombre de solutions du système d'équations. 

EXEMPLE 1. La droite x + y — 3 ($ 7) et la circonférence x? + 
+ y? = 49 ont deux points communs, car le système 


x+ÿy = 3, x + y’. 49 
possède deux solutions: 


: — vx 
Zi = te L 4 6,22, Ya = re = — 3,22 
et 
à — = 
Za = LE æ — 3,22, Ya tte # 6,22. 


EXEMPLE 2. La droite x + y — 3 et la circonférence x? + y? — 4 
n'ont pas de points communs, car le système 


z2+y7=3, + =4 


ne possède pas de solutions (réelles). 
& 10. Distance de deux points 
La distance d entre les points 4,(x,, y,) et A:(x2, y.) s'exprime par la 


formule 


d= YG — 2} + (y — Hi). (1) 
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a. 

EXEMPLE. La distance entre les points Af(—2,3, 4,0) et 

N(8,5, 0,7) est 
d= (8,5 + 2,3} + (0,7 — 4° = V10,8+3,3 = 11,3 

(unités). 

REMARQUE Î. L'ordre des points M ct N ne joue aucun rôle: : 
on peut supposer que N est le premier point, M le second. 

REMARQUE 2. On admet que la distance d est positive; c'est 
pourquoi dans la formule (1) la racine est affectée d'un seul signe (plus). 


& 11. Division d’un segment 
dans un rapport donné 


Etant donnés les points A,(x,, y,), 4,(x,, 3) (fig. 11). on demande 
de trouver les coordonnées x, y du point Æ, divisant le segment 4,4, 
dans le rapport 

AK: KAsum mi: M. 


La solution est donnée par les formules: 


Mat + MX 
mi + Mis (i 
Mad + MiŸe 


AS M + M 


Si l'on désigne le rapport m,:m1, par la lettre }, les relations (1) 
prennent une forme non symétrique 
+ À ÿ + SA 
A 07 DEA. (2) 


EXEMPLE Î. Etant donnés le point B(6, —4) et le point O coin- 
cidant avec l'origine, trouver le point Æ divisant BO dans le rapport 
2:3: 

Sozurion. Il faut porter dans les formules (1) 


mMm=2m=3 n=0, y, = —4, x, = 0, Ya = 0. 


4 


Nous. obtenons 


Ce sont les coordonnées du point cherché K. 
REMARQUE 1. L'expression ele point K di- 

Pr À vise le segment 4,4, dans le rapport m,:m, 

FIG. 11 signifie que le rapport m,:", est égal au rap- 
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port des segments 4,K: KA, pris précisément dans cet ordre (et non dans 
l'ordre inverse). Dans l'exemple 1 le point K (3,6, —2,4) divise le segment 
BO dans le rapport 2 : 3 et le segment OB dans le rapport 3 : 2. 

REMARQUE 2. Supposons que le point K divise le segment. 4,4, 
exlérieurement, c'est-à-dire que Æ est situé sur le prolongement du seg- 
ment 4,4,; alors les formules (1), (2) restent valables si l'on affecte 
le rapport "1, :"”1, = À du signe moins. 

EXEMPLE 2. Etant donnés les points 4,(1, 2) et 43(3, 3), trouver 
sur le prolongement du segment 4,4, un point deux fois plus éloigné 
de À, que de À:. 


SoLzution. Nous avons À = #1,: m, = — 2 (de sorte que l'on peut 
ser M, = —2, M, = 1 ou #1, = 2, m1, = — 1). Nous trouvons d'après 
les formules (1): 
l1+(—2)-3 L1:2+(-2)-3 
aa hot lle à 


$ 1la. Division d'un segment 
en deux parties égales 


Les coordonnées du point médian d’un segment 4,4, sont égales à la 
demi-somme des coordonnées correspondantes de ses extrémités: 


HA +z + 
te. . y= A, 


2 


Ces formules s’obtiennent des formules (1) et (2) du $ 11 si l’on pose 
m=M2—=1louÀ=]l. 


& 12. Déterminant du second ordre"? 


a b 
On désigne par le symbole d l'expression ad — bc. 
c 
EXEMPLES. 
# lisses 3e = —]l]; 
3 5 
Le le s.2—6.(—4 = 30. 
6 


a b 
L'expression d est appelée déterminant du second ordre. 
c 


€) Pour plus de détails voir $$ 182-185. 
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&S 13. Aire d’un triangle 


Si les points A,(x,, y), A:#2, Y2), Asxa Y3) désignent les sommets 
d'un triangle, son aire s'exprime par la formule 
Sir HN MY (1) 
4 —%s Ya — Ys 
dont le second membre est un déterminant du second ordre ($ 12). 
Nous supposons que l'aire du triangle soit positive. C'est pourquoi nous 
prenons le signe plus devant le déterminant si la valeur du déterminant 
est positive, et le signe moins si elle est négative. 
EXEMPLE. Trouver l'aire du triangle dont les sommets sont 
A(1,3), B(2, —5) et C(—8, 4). 
SoLuTion. Choisissons À pour premier sommet, B pour second 


ct C pour troisième, nous trouvons: 
#1 — M Yi — Ya 1+8 le 9 — 1 


10 —9 


= —81 + 10 = — 7]. 


XX Ya — Ÿs 2+8 —5—4 
Nous devons prendre le signe moins dans la formule (1); nous obtenons: 


1 
Sæ—.(—71) = 35,5. 


En supposant que le premier sommet soit 4, le second C et le 
troisième B, nous avons 
—1 8 


NE Yh—Y 1 —2 3+5 = 
—10 9 


a X3 Ya — Ya —8 — 2 4+35 
Nous devons maintenant prendre le signe plus dans la formule (1); 
nous obtenons de nouveau S — 35,5. 
REMARQUE. Si le sommet À, coïncide avec l'origine des coordon- 
nées, l'aire du triangle est donnée par la formule 


j- 7 


X1 dt 
Xs a 


(cas particulier de la formule (1) pour x, = y; = 0). 


| 
S= + — 
7 2 


(2) 


$ 14. Droite; équation résolue par rapport à l’ordonnée 
(avec le coefficient angulaire) 


On peut représenter toute droite non parallèle à l'axe des ordonnées 
par une équation de la forme 


y =ax +b, (1) 
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où a est la tangente de l'angle « (fig. 12), formé 
par la droite et le sens positif de l'axe des 


abscisses 9 (a = tg ax = tg XLS), et le nombre 
p est égal en valeur absolue à la longueur du 
segment OK déterminé par cette droite sur l'axe 
des ordonnées ; le nombre b est positif ou né- 
atif suivant le sens du segment OK. Si la 
groite passe par l'origine, alors b = 0. 

La grandeur a est appelée coefficient angulai- 
re ou pente et la grandeur b ordonnée à l'origine. 

EXEMPLE 1. Ecrire l'équation de la droite 
(lig- 13) formant avec l'axe OX un angle 
a= 45° et d'ordonnée à l'origine b — —3. 


SoLUTION. Le coefficient angulaire « — tg (—45°) — — 1. L'équa- 
tion cherchée est par conséquent y = — x — 3. 

EXEMPLE 2. Quelle courbe est représentée par l'équation 3x — 
= V3y? 


SozuTION. Résolvant l'équation par rapport à y, nous trouvons y — 
= }3x. D'après le coefficient angulaire a — }/3 nous trouvons l’an- 
gle « : comme tg «x = V3, «—60° (ou «—240°). L'ordonnée à l'origine est 
b = 0; c'est pourquoi l'équation donnée représente la droite UV (fig. 14) 


FIG. 13 FIG. 14 


a 


t* On estime que le rayon initial de l'angle a est le rayon OX. On peut prendre sur 
la droite SS” n'importe lequel des rayons LS, LS’. On estime que l'angle X_LS est positif 
si la rotation faisant coîncider le rayon LX avec le rayon LS est effectuée dans le même 
sens que Ja rotation de 90° amenant l'axe OX sur OY (c'est-à-dire, pour une disposition 
babituelle, dans le secs contraire aux aiguilles d'une montre). 
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passant par l'origine et formant avec l'axe OX un angle de 60° (ou de 
240°). 

REMARQUE 1. À la différence des autres formes de l'équation 
d'une droite (cf. plus bas £$ 30, 33) l'équation (1) est dite résolue pay 
rapport à l'ordonnée ou équation avec le coefficient angulaire ‘°?, ô 

REMARQUE 2. On ne peut représenter une droite parallèle à l'axo 
des ordonnées par une équation résolue par rapport à l'ordonnée. Cf, 
$ 15. 


& 15. Droite parallèle à un axe 


Une droite parallèle à l'axe des abscisses (fig. 15) est représentée par 
l'équation ‘°° 

y =b, (1) 

où la grandeur b est égale en valeur absoluc à la distance de cette droite 

à l’axe des abscisses. Si b > 0, la droite est située + cn dessus » de l’axe 

des abscisses (cf. fig. 15); si b < 0, elle est située sen dessous s de cet 

axe. L'axe des abscisses lui-même est donné par l'équation 

y = 0. (la) 

Une droite parallèle à l'axe des ordonnées (fig. 16) est donnée par 
l'équation ‘°° 

x = ff. (2) 


FIG. 15 FIG. 16 


€) La première appellation est préférable, car une équation de la forme x = a’; +b’ 
(résolue par rapport à l'abscisse) représente également une droite (non parallèle à l'axe 
des abscisses) ; comme les coordonnées x et y sont équivalentes, on serait pleinement auto- 
risé à appeler le nombre &’ lui aussi coefficient angulaire. 

(°°) L'équation (1) est un cas particulier de l'équation ÿ = 4x + b, résolue par 
rapport à l'ordonnée ($ 14). Le coefficient angulaire a = 0. 

(°°° L'équation (2) est un cas particulier de l'équation x == ay + b”, résolue par 

rapport à l’abscisse (cf. $ 14, renvoi). Le coefficient angulaire à’ = 0. 
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FIG. 17 FIG. 18 


La valeur absolue de f donne Îa distance de cette droite à l'axe des or- 
données. Si f > 0, la droite est située « à droite s de l'axe des ordonnées 
(cf. fig. 16) ; si f < 0, elle est située « à gauche s de cet axe. L'’axe des 
ordonnées lui-même est donné par l'équation 


x = 0. (2a) 


EXEMPLE |. Ecrire l'équation de la droite d'ordonnée à l'origine 
bp — 3 et parallèle à l'axe OX (fig. 17). 

RÉPONSE. y = 3. 

EXEMPLE 2. Quelle courbe est représentée par l'équation 3x + 
+5 = 0? 

SOLUTION. Résolvant cette équation par rapport à #, nous obte- 


nons x — =. . L'équation représente une droite parallèle à l'axe OY 
et située s à gauche»s de celui-ci à une distance >. (fig. 18). On peut 
3 


appeler la grandeur f — + abscisse à l'origine. 


$ 16. Equation générale d’une droite 


L'équation 
Ax+By+C=0o (1) 


{où 4, B. C peuvent prendre des valeurs arbitraires si les coefficients 
4, B ne sont pas simultanément nuls ‘*”) représente une droite (cf. 


Ce) Si À = B = 0, on obtient soit l'identité 0 = O0 (si C = 0), soit une expreksion 
itsurde du genre S = 0 (si C Æ 0). 
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$6 14, 15). Toute droite peut être représentée par une équation de cette 
forme. C'est pourquoi on l'appelle équation générale d'une droite. 

Si À = 0, c'est-à-dire si l'équation (1) ne contient pas x, elle re. 
présente une droite parallèle ® à l'axe OX ($ 15). 

Si B = 0, c'est-à-dire si l'équation (1) ne contient pas y, elle re. 
présente une droite parallèle ‘* à l'axe OY. 

Quand B n'est pas égal à zéro, l'équation (1) peut être résolue par 
rapport à l’'ordonnée y; elle prend alors la forme 


Y=ax +b{oùa= +, = +). (2) 
Ainsi l'équation 2x3 —4y + 5—0 (4—=2, B—=—4,C=Ss) 
prend la forme 
y = 0,5x + 1,25 
2 — 5 ù 
[° = — — =0,5, b— —— = 1,25 |, équation résolue par rapport à 
—4 —4 


l'ordonnée (l'ordonnée à l'origine b = 1,25, le cocfficient angulaire 
a = 0,5, de sorte que «x = 26°34’; cf. & 14). 

De manière analogue, quand 4 # 0, l'équation (1) peut être ré- 
solue par rapport à x. 

Si C = 0, c'est-à-dire si l'équation (1) ne contient pas de terme 
indépendant des coordonnées, elle représente une droite passant par 
l'origine ($ 8). 


$ 17. Construction d'une droite 
d'après son équation 


Pour construire une droite il suffit de porter deux de ses points. On 
peut, par exemple, prendre les points d'intersection avec les axes (si 
la droite n'est parallèle à aucun axe et ne passe pas par l'origine; dans 
le cas où la droite est parallèle à l’un des axes ou bien passe par l'origine 
nous n'avons qu'un point d'intersection). Pour plus de précision on 
peut porter encore un ou deux points. 

EXEMPLE. Construire la droite 4x + 3y = 1. Posant y = 0, nous 
trouvons (fig. 19) le point d'’intersection de la droite avec l'axe des abs- 


ce) On compte parmi les droites parallèles à l'axe OX cet axe lui-même, De même, 
on compte parmi les droites parallèles à l'axe OY l'axe OY lui-même, 
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cisses: À: _ ol. Posant x — 0, nous 


trouvons le point d'intersection avec 
Ces 


l'axe des ordonnées: 4,10, 


ints sont trop pres l'un de l'autre. 

C'est pourquoi nous donnons encore 

deux valeurs à l'abscisse, par exemple 

z3=—3ct x —+3. Nous trouvons 
13 11 

les points À3 — 3, 3 , As . 


J -2 1 


Nous menons la droite 4,4,4,4:. 


18. Condition de parallélisme FIG. 19 
de deux droites 


La condition pour que les droites données par les équations 


— ax + ba, (1) 
y=ax+b, (2) 

soient parallèles est l'égalité des coefficients angulaires 
a, = A1 (3) 


autrement dit, les droites (1) et (2) sont parallèles si leurs coefficients 
angulaires sont égaux, et non parallèles dans le cas contraire (*. 
EXEMPLE 1. Les droites y = 3x — S et y — 3x + 4 sont paral- 
lèles, car leurs coefficients angulaires sont égaux (a, = a, = 3 
EXEMPLE 2. Les droites y — 3x — 5 et y — 6x — 8 ne sont pas 
parallèles, car leurs cocfficients angulaires ne sont pas égaux (a, — 3, 
a, = 6). 
° EXEMPLE 3. Les droites 2y = 3x — 5 et 4y — 6x — 8 sont paral- 


lèles, car leurs coefficients angulaires sont égaux {[a, — LA Ag = 
2 
6 3 | 
== — = — le 
4 2 


REMARQUE 1. Si l'équation de l'une des deux droites ne contient 
pas d'ordonnée (c'est-à-dire si la droite est parallèle à l'axe OY), cette 


(> Nous supposons ici, comme partout dans ce qui suit, que deux droites confon- 
dues sont parallèles. 


2-1158 
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droite cst parallèle à l’autre si l'équation de cette dernière droite ne 
contient pas non plus y. Par exemple, les droites 2x + 3=0et x=5 
s ont parallèles, et les droites x — 3 = O0 ct x — y = 0 ne le sont pas, 


REMARQUE 2. Si deux droites sont représentées par les équations 


an 


Ass + Diy + Ci = 0, (4) 
la condition de leur parallélisme cst 
A1Bs — 41B, = 0 (5) 
ou, avec unc autre notation ($ 12), 
A4, B 
[4 nn 
EXEMPLE 4. Les droites 
2:—7y+12=0 
et 
x —3,5y +10=0 
sont parallèles, car 
4, DB, 2 —7 
| k mea = 2:(—3,5)—1:(—7)=0. 
EXEMPLE 5. Les droites 
2x:—7yÿ+12=0 
et 
3x +2y—6=0 
ne sont pas parallèles, car 
k 7 [=25+0. 
3 
REMARQUE 3. On peut mettre l'égalité (5) sous la forme 
4-8 o 


autrement dit, la condition de parallélisme des droites (4) est la propor- 
tionnalité des coefficients de leurs coordonnées courantes (%. Comparer 


(> Il peut s'avérer que l'une des grandeurs 4,, B, (mais non toutes les deux simul- 
tanément ; cf. $ 16) soit nulle. On doit alors comprendre la proportion (6) dans le sens que 
le numérateur correspondant cst aussi nul. La proportion (7) a ce même sens quand C, == 0. 
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es exemples 4 et 5. Si de plus les termes indépendants des coordonnées 
sont proportionnels, c'est-à-dire si 


alors les droites (4) sont non seulement parallèles, mais confondues. 
Ainsi, les équations 


3x +2y—6=0 


cl 
Gx +4yÿ—12=0 
représentent unc seulc ct même droitc. 


$ 19. Intersection de deux droites 


Pour trouver le point d'interscction des droites 


Aix + Diy+C=0 (1) 
ct 
As + By+C.=0 (2) 


on doit résoudre le système d'équations (1)=(2). Ce système admet 

généralement une solution unique qui nous donne le point cherché 
A B 

($9). L'exception est constituée uniquement par le cas —1 — a ; 
2 2 

autrement dit par le cas où les deux droites sont parallèles (cf. $ 18, 


remarques 2 et 3). 


REMARQUE. Si les droites données sont parallèles et non confon- 
dues, le système (1)-(2) n’a pas de solutions, et si elles coincident, il 
admet une infinité de solutions. 


EXEMPLE 1. Trouver le point d'intersection des droites y=— 
= 2x —3 et y = — 3x + 2. Résolvant le système d'équations nous 
trouvons 4 = 1, y — — 1. Ces droites se coupent au point (1, —1). 

ExeMpPLE 2. Les droites 


22—7ÿ+12=0, x—3,5y +100 


sont parallèles et non confondues, car les rapports 2 : 1 et (—7) : (—3,5) 
sont égaux entre eux, mais non égaux au rapport 12 : 10 (cf. exemple 
4 $18). Le système donné d'équations n'a pas de solutions, 


2" 
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EXEMPLE 3. Les droites 3x + 2y — 6 — 0, 6x + 4 — 12-09 
sont confondues, car les rapports 3 :6, 2 :4 et (— 6) : (— 12) sont 
égaux. La seconde équation s'obtient en multipliant la première par 2, 
Le système considéré admet une infinité de solutions. 


& 20. Condition de perpendicularité 
_de deux droites 


La condition de perpendicularité de deux droites données par les équa- 
tions 


y=ax+b, (1) 

y=ax+lb (2) 
est la relation 

ads = —1À, (3) 


autrement dit, deux droites sont perpendiculaires si le produit de leurs 
coefficients angulaires est égal à — 1, et non perpendiculaires dans le 
cas contraire. 


EXEMPLE 1. Les droites y — 3x et y = + sont perpendi- 
culaires, car 4,4, = 3 : | = 3) = — À. 

EXEMPLE 2. Lesdroites y — 3x et y = _ x ne sont pas pcrpen- 
diculaires, car aa, =3 SL L: 


REMARQUE 1. Si l'équation de l'une des deux droites ne contient 
pas d'ordonnée (c'est-à-dire si cette droite est parallèle à l'axe OY), 
cette droite sera perpendiculaire à l'autre à condition que l'équation 
de cette dernière droite ne contienne pas d’abscisse (dans ce cas la se- 
conde droite est parallèle à l’axe des abscisses). Dans le cas contraire, 
les droites ne sont pas perpendiculaires. Par exemple, les droites x = 5 
et 3y + 2 = 0 sont perpendiculaires, et les droites x — 5 et y = 2x 
ne le sont pas. 

REMARQUE 2. Si deux droites sont représentées par les équations 


Az + By + Ci =0, Asr + Bsy + Ca = 0, (4) 
leur condition de perpendicularité est 
Ai45 + BB = 0. (5) 


Géométrie analytique à deux dimensions 37 


EXEMPLE 3. Les droites 2x + 5y = 8 et 5x — 2y = 3 ‘sont per- 
pendiculaires; en effet, ici À, = 2, 4, = 5, B, = 5, B, = — 2, par 
conséquent, 4,4,+ B,B, = 10 — 10 = OC. 

EXEMPLE 4. Les droites — x — Le = 0 et 2x — 3y = 0 ne sont 

3 


pas perpendiculaires, car ici 4,4,+ B,B3 = 2. 


& 21. Angle de deux droites 


Soient Z,, L, deux droites non perpendiculaires (prises dans l'ordre 
donné) représentées par les équations 


y = ax + bd. (1) 
y max + bi. (2) 
La formule (® 
3 — 4 
eo da (3) 


exprime la tangente de l'angle dont on doit faire tourner la première 
droite pour qu'elle devienne parallèle à Ja seconde. 


EXEMPLE 1. Trouver l'angle formé par 


les droites y = 2x — 3 et y ——3x4+72 
(fig. 20). 
Icia, = 2, a, = —3. Nous trouvons 


d'après la formule (3): 


—3 — 2 


a À 
1+2:(—3) 


tg0 = 
d'où 6 — 45°. Cela signifie que lorsqu'on 
fait tourner la droite y = 2x — 3 (4B sur 
la fig. 20) d'un angle de 45° autour du point 
d'intersection Àf (1, — 1) des droites données 
(exemple 1 $ 19), elle se confond avec la 
droite y — — 3x + 2 (CD sur la fig. 20). On 
peut prendre également 0 = 180° + 45° — 
= 225°, 0 — — 180°.+ 45° = — 135°, etc. 
(Ces angles sont notés 6,, 6, sur la fig. 20.) FIG. 20 


(*) Pour l’applicabilité de cette formule au cas où les droites L, et L, sont perpendi- 
culaires voir la remarque 1 de ce paragraphe, 
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ÿ | EXEMPLE 2. Trouver l'angle compris entre les 

B droites y = — 3x +2 et y — 2x— 3. 
Les droites sont ici les mêmes que dans l’exem. 
ple 1, mais maintenant la droite CD (cf. fig. 20) 
* est la première, ct la droite AB la seconde. La for. . 
C mule (3) donne tg 0 — —1, autrement dit 0 — 
— — 45° (ou 0 = 135°, ou 0 = —225°, etc.). On 
doit faire tourner la droite CD de cet angle pour 

A qu'elle soit confondue avec AB. 

EXEMPLE 3. Trouver la droite passant par 

FIG. 21 l'origine et coupant la droite y — 2x — 3 sous un 

angle de 45°. 

SOLUTION. La droite cherchée est représentée par l'équation y — 
= 4% ($ 14). On peut trouver le coefficient angulaire a à partir de (3) en 
prenant au lieu de a, le coefficient angulaire de la droite donnée (autre- 
ment dit en posant a, = 2); nous remplaçons a, par le coefficient angu- 
laire a de la droite cherchée et 0 par l'angle + 45° ou — 45°. Nous 
obtenons: 


a—2 En | 
1 +23 
Le problème a deux solutions: y = — 3x (la droite 433 sur la fig. 21) 


ety=— x (la droite CD). 
3 


REMARQUE 1. Si les droites (1) et (2) sont perpendiculaires (8 — 
= +4+90°), l'expression 1+4a,a, figurant au dénominateur de (3) s’annule 


($ 20) et le rapport EST cesse d'exister (%. Simultanément tg 0 
a;a 

cesse d'exister (+ devient infini s). La formule (3) n’a plus de sens, 

mais dans notre cas il faut la comprendre conventionnellement. Pré- 

cisément, chaque fois que le dénominateur de (3) s’annule, on suppose 

que l'angle 0 est égal à + 90° (une rotation de + 90°, comme de — 90° 

fait coïncider l'une de deux droites perpendiculaires avec l’autre). 
EXEMPLE 4. Trouver l'angle compris entre les droites y — 2x — 3 


type {a =2 = —— Si l'on se demande au 
2 2 


préalable si ces deux droites sont perpendiculaires, nous obtenons d'après 
le critère (3) $ 20 une réponse affirmative, de sorte que sans même ap- 


(9°) Le numérateur a, —a, n'est pas nul, car ce n'est que pour des droites paralliles 
que les coefficients angulaires a,, a, sont égaux ($ 18). 
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liquer la formule (3) nous obtenons 6 — + 90°. La formule (3) donne 
Je même résultat. Nous obtenons: 


2 see 


PETrS ° 


tg0 = 


Conformément à la remarque 1, cette égalité doit être comprise dans le 
sens que 0 — + ‘90°, 

REMARQUE 2. Si l’une au moins des droites L;, Z, (ou les deux) 
est parallèle à l'axe OY, la formule (3) ne peut être appliquée, car dans 
ce cas on ne peut représenter l’unc des droites (ou les deux) ($ 15) par 
une équation de la forme (1). Dans ce cas on détermine l'angle 0 de la 
manière suivante: 

a) quand la droite Z, est parallèle ct Z, n'est pas parallèle à l'axe 
O0, nous appliquons la formule 


1 
Eee 


b) quand la droite L, est parallèle et Z, n'est pas parallèle à l'axe 
OY, nous appliquons la formule 


c) quand les deux droites sont parallèles à l'axe OY, elles sont 
parallèles entre elles, de sorte que tg 0 = 0. 
REMARQUE 3. L’angle formé par deux droites données par les 
équations 
Aix+ By; +C=—0 (4) 
et 
At + By + C1=0 (5) 
peut être trouvé d'après la formule 


A1BDs — AB (6) 


t£O— — " —, 
; Ads + Bibs 


Quand 4,4,+ B,B, = 0, la formule (6) comprise conventionnel- 
lement (cf. remarque 1) donne 0 = + 90°. Cf. $ 20, formule (5). 
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& 22. Condition pour que trois points 
soient alignés 


Trois points À,(x1, y1), A:(x2, y3), A3(x3, Y3) Sont sur une même droite. 
si, et seulement si, 


X— MN sou | = 0: (1) 
Xs — Ya — 1 

Cette formule exprime également le fait ($ 13) que l'aire du « triangle » 
A,434,3 est nulle. 


EXEMPLE 1. Les points 4,(—2, 5), 4,(4, 3), 43(16, — 1) sont 
sur une même droite, car 


A — M Ya — 


| 4+2 . | 6 21 
FX — M Ya — 1 1 


16 + 2 —1 —5 8 — 6 


= 6:(—6)—(—2)-18 = 0. 


EXEMPLE 2. Les points A4,(— 2, 6), 4,(2, 5), 4,(5, 3) ne sont 
pas situés sur une même droite, car 


Xe — X; _. ie A |; 4 
XX Y — 1 5 +2 3—6 


8 23. Equation d'une droite 
passant par deux points 


La droite passant par deux points 4,(x,, y,) et A,(x2, y) est repré- 
sentée par l'équation (% 


X— Y—Nh| (1) 
Z—" Y— 
Elle exprime le fait que les points donnés 4,, 4, ct le point « courante 


A(x, y) sont situés sur une même droite ($ 22). 
L'équation (1) peut être mise sous la forme (cf. remarque ci-dessous) 


Z— _ Y — (2) 
4 — Ya — 


(*) Le premier membre de l'équation (1) est écrit sous forme de déterminant (cf. $ 12). 
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Cette équation exprime la proportionnalité 
des côtés des triangles rectangles 4, RA et 4,SA, 
représentés sur la fig. 22, où 


“ = OP,, ZX = OP x = OP, 
x — x, = A,R, A —% = AS, 

Yi = Pids Ya = Pidy y = PA. 
y — y: = RA, Ya — Yi = SA. 


EXEMPLE 1. Ecrire l'équation de la droite 
passant par les points (1, 5) et (3, 9). 
SozutTioN. La formule (1) donne: 


3 — 1 9—S5 ; 2 4 { e 
= 0, autrement dit 
z—1 y —5 Si y>—5| 
soit 2(y — 5) — 4(x — 1) = 0 ou 25 — y + 3 = 0. 


La formule (2) donne = — 


= —— , Nous en tirons de nouveau 


22—Y+3= 0. 

REMARQUE. Dans le cas où x, = x, (ou y, = y) l’un des déno- 
minateurs dans l'égalité (2) est nul; il faut alors comprendre l'équation 
(2) dans ce sens que le numérateur correspondant est nul. Cf. exemple 2 
(et aussi le renvoi de la page 34). 

EXEMPLE 2. Ecrire l'équation de la droite passant par les points 
Ait, — 2) et 4;,(4,5). L'équation (1) donne: 

0 7 
x —4 +2 ad 6) 
c'est-à-dire O(y + 2) — 7(x — 4) = 0, c'est-à-dire x — 4 = 0. 
L'équation (2) s'écrit sous la forme 
z—4 +2. 

SE di | (4) 
ici le dénominateur du premier membre est nul. Comprenant l'équation 
(4) dans le sens que nous venons d'indiquer, nous posons le numérateur 
du premier membre égal à zéro. Nous obtenons le résultat précédent 
x—4 = 0. 


& 24. Faisceau de droites 


Une multitude de droites passant par un point 4,(x,, y,) forment un 
faisceau (fig. 23). Le point À, est appelé centre du faisceau. Chacune 
des droites du faisceau (sauf celle qui est parallèle à l'axe des ordonnées, 
cf. remarque 1) peut être représentée par l'équation 


Y—Y = Mz— 2x). (1) 
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Ici est le coefficient angulaire de la droite 
considérée (k — tg x). L'équation (1) est 
appelée équation du faisceau. La grandeur À 
(le paramètre du faisceau) caractérise la 
direction de la droite ; elle varie d’une droite 
du faisceau à l’autre. 
On peut trouver la valeur du paramètre 
À si l’on donne encore une condition quel- 
conque (en plus de la condition d’apparte- 
nance au faisceau) qui détermine la position 
de la droite; cf. exemple 2. 
FIG. 23 ExEMPLE 1. Former l’équation du fais- 
ceau de centre au point 4,(— 4, — 8). 
SOLUTION. Conformément à (1) nous avons: 


y + 8 = k(x + 4). 


EXEMPLE 2. Trouver l'équation de la droite passant par le point 
A,(1, 4) et perpendiculaire à la droite 3x — 2y = 12. 

SOLUTION. La droite cherchée appartient au faisceau de centre 
(1,4). L'équation de ce faisceau est y — 4 = À(x — 1). Pour trouver la 
valeur du paramètre k, nous tenons compte du fait que la droite cherchée 
est perpendiculaire à la droite 3x — 2y = 12; le coefficient angulaire 


de cette dernière est Fa . Nous avons ($ 20) 2 R = — 1, c'est-à-dire 
2 2 
fee . La droite cherchée est représentée par l'équation y — 4 — 
st) ou y = 2. + + 
3 3 3 


REMARQUE 1. La droite appartenant au faisceau de centre 
Ai(Xy Y1) et parallèle à l'axe O Y est représentée par l'équation 4—x,—0; 
cette équation ne peut être obtenue de (1) quelle que soit la valeur de 4. 
Toutes les droites du faisceau, sans aucune exception, peuvent être 
représentées par l'équation 


(y — y) = mx — x), (2) 
où Z et m sont des nombres arbitraires (non simultanément nuls). Quand 
13 0, nous pouvons diviser l'équation (2) par Z. Alors en posant — — 


== À nous obtenons {1). Si par contre on pose Z — 0, l’équation (2) prend 
la forme *# — x, = 0. 
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REMarQuUE 2. L’équation du faisceau auquel appartiennent deux droites concou- 
rantes L:, L., données par les équations: 


At + BY + CG =0, À2% + Bsy + Ca = 0, 
est de la forme 
Ma(A1% + B1Y + C1) + Ma(Aax + Bay + Ca) = 0. (3) 


Ici m., et m, sont des nombres arbitraires (non simultanément nuls). En particulier, quand 
m, = 0, nous obtenons la droite L,, quand m, = 0, la droite L,;. Au lieu de (3) on peut 
écrire l’équation 


A1% + BY + Ci + MAa% + B37 + Ca) = 0, (4) 


ici seule À prend des valeurs arbitraires, mais on ne peut obtenir de (4) l’équation de la 
‘droite La. 

L'équation (1) est un cas particulier de l’équation (4) pour lequel les droites L, et L, 
sont données par les équations y = ÿ1, x = #1 (elles sont alors parallèles aux axes de coor- 
données). 

ExEMPLE 8. Ecrire l'équation de la droite passant par le point d’intersection des 
droites 24 — 3y — 1 = 0, 33—y—2—0 et perpendiculaire à la droite y = x. : 

SOLUTION. La droite cherchée (elle n’est certainement pas confondue avec la 
droite 3x — y — 2 = 0) appartient au faisceau 


2x — 3y — 1 + (3x — y — 2) = 0. (5) 

La : : 3À + 2 . 
Le coefficient angulaire de la droite (5) est À == 153 Comme la droite cherchée est 
perpendiculaire à la droite y = 2, on à ($ 20) À = —1. Par conséquent, + + ? æ — ], 


| 5 | 
c'est-à-dire À = — FR Portant À = — + dans (5), nous trouvons après simplifications: 


71% +7y —6 = 0. 


REMARQUE 3. Si les droites L, et L. sont parallèles (mais non confondues), l’équa- 
tion (3) représente pour toutes les valeurs possibles de #,, M, toutes les droites parallèles 
à deux droites données. Un ensemble de droites parallèles est appelé faisceau de droîtes 
parallèles. L’équation (3) représente donc soit un faisceau de droites concourantes, soit un 
faisceau de droites parallèles. 


& 25. Equation d’une droite 
passant par un point donné 
et parallèle à une droite donnée 


1. La droite passant par le point M,(x,, y,) et parallèle à la droite y — 
— ax + b est représentée par l’équation 

Y — Y1 = (x — 4). (1) 
Cf. $ 24. 


EXEMPLE 1. Ecrire l'équation de la droite passant par le point 
(— 2, 5) et parallèle à Ia droite 


5x7—7y —-4= 0, 
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SOLUTION. On peut représenter la droite donnée par l'équa- 


tion y — ee (is a = 5 . L'équation de la droite cherchée 
7 7 


7 
est y — 5 — Lt — (— 2)}, c'est-à-dire 7(y — 5) = 5(x + 2) ou 


Sx — Ty + 45 = 0. 

2. La droite passant par le point M,(x,, y,) ct paral.èle à la droite 

Ax + By + C = 0 est représentée par l'équation 
AUz — x) + By — y) = 0. (2) 

EXEMPLE 2. Résolvant l'exemple 1 (4 = 5, B = — 7) d’après la 
formule (2), nous trouvons 5(x + 2) — 7(y — 5) = 0. 

EXEMPLE 3. Ecrire l'équation de la droite passant par le point 
(— 2, 5) et parallèle à la droite 7x + 10 — 0. 

SOLUTION. Ici À = 7, B = 0. La formule (2) donne 7(x + 2) — 
= 0, c'est-à-dire x + 2 — 0. La formule (1) ne peut être appliquée, 
car on ne peut résoudre l'équation donnée par rapport à y (la droite 
considérée est parallèle à l'axe des ordonnées, cf. $ 15). 


& 26. Equation d'une droite 
passant par un point donné 
et perpendiculaire à une autre droite 


1. La droite passant par le point Af,(x,, y,) et perpendiculaire à la droite 
y = ax + b est représentée par l'équation 


y—n =— 2 (rx) (1) 


Cf. 6 24, exemple 2. 
EXEMPLE 1. Ecrire l'équation de la droite passant par le point 
(2, — 1) et perpendiculaire à la droite 


4x — 9y = 3. 
SOLUTION. On peut représenter la droite considérée par l’équa- 
tion y = ir | eus . L'équation de la droite cherchéc est 
9 3 9 
PET fr 0) c'etd die 0x 4 4 14 0 
4 


2. La droite passant par le point Af,(x,, y,) et perpendiculaire à 
la droite 4x + By + C = 0 est représentée par l'équation 


Afÿ — 31) — B(x — 51) = 0. (2) 
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EXEMPLE 2. Résolvant l'exemple 1 (4 = 4, B = — 9) à l'aide 
de la formule (2) nous trouvons 4{y + 1) + 9(x — 2) = 0, c'est-à-dire 
Ox <- 4y — 14 = (. 

EXEMPLE 3. Ecrire l'équation de la droite passant par le point 
(3 — 2) et perpendiculaire à la droite 


SOLUTION. Ici À = 0, B = 2. La formule (2) donne — 2(x + 3) — 
= 0, c'est-à-dire x + 3 — 0. La formule (1) ne peut être appliquée, 
car a = 0 (cf. $ 20, remarque 1). 


$ 27. Position relative d'une droite 
et de deux points 


La position relative des points Ar, ÿ:), Afifxe, 32) et de la droite 
Ax+By+C=0 (1) 


peut être déterminée d'après les critères suivants: 

a) les points Af, et Af, sont situés d’un même côté de la droite (1) quand les nombres 
An + Ba + CG et Axs + By: + C, sont de mème signe; 

Af, et Af, sont situés de part et d'autre de la droite (1) quand ces nombres sont 

de signes contraires ; 

c) l'un des points Af,, Af, (ou les deux) cst situé sur la droite (1) si l'un de ces 
nombres (ou les deux) est nul. 

ExExPLE 1, Les points (2, — 6), ( — 4, — 2) sont situés d’un meme côté de la 
droite 


3x + 5y—1=0, 


puisque les nombres 3 :2 + 5:(—6) —1= —25 et 3-(—4) + 5-(—2) —1 = —23 
sont tous deux négatifs. 

ExEewrLe 2. L'origine des coordonnées (0, 0) et le point (5, 5) sont situés de part 
et d'autre de la droite x + ÿ — 8 = 0, car les nombres 0 + 0 —8 =—8et 5 + 5—8 = +2 
sont de signes différents. : 


8 28. Distance d’un point à une droite 


La distance d du point Af,(x,, y,) à la droite 
Ax+By+C=0 (1) 
est égale à la valeur absolue de la grandeur 


Axï, + By: + C 
YA + Er, 


, (2) 
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c'est-à-dire (% 


d=|ôl= (3) 


An +Ay,+0C 
VAT + Bi 


EXEMPLE. ‘Trouver la distance du point (— 1, + 1) à la droite 
3x — {y +5 = 0. 


SOLUTION. 
ga MANS _3 (DA: 1+5 2 
Va +4 Ya+4 5 
2 2 
=tôt=|—-<|=<. 


REMARQUE 1. Supposons que la droite (1) ne passe pas par l'origine O et que par 
conséquent C =£ 0 ($ 16). Si de plus les signes de 8 et C sont identiques, les points Af, ct O 
sont situés d'un même côté de la droite (1); si les signes sont contraires, les points sont 
situés de part ct d'autre de cette droite (cf. $ 27); si 8 = 0 (ce qui n'est possible que si 
Ax + B5, + C = 0), alors A, est situé sur la droite donnée ($ 8). 

La grandeur & est la distance affectée d’un signe du point Af, à la droite (1). Dans 


l'exemple considéré la distance 8 est égale à — £, et C = 5. Les signes de 8 et de C sont 


contraires, par copsequent, les points Af,(—1, +1) ct O sont situés de part ct d'autre de 
la droite 35 — 4y + 5 = 0. 
REMARQUE 2. La manière la plus simple pour établir la formule (3) est la suivante. 
Soit Afilxs, Ye) (fig. 24) le pied de la perpendiculaire abaissée du point Af,(x;, y:) 
sur Ja droite (1). On a alors 


d= Vin + Gi 5). (4) 

Nous trouvons les coordonnées x,, y, en résolvant le système 
As +By+C=0, (1) 
A(ÿ — y) — B(x — x) = 0, (5) 


où la seconde équation représente la droite 3f,Af, ($ 26). Pour faciliter les calculs, trans- 
formons la première équation du système en l’écrivant sous la forme 


Afs— x) + By—y)+4n+B» +C=0 (6) 


Résolvant (5) et (6) par rapport à (x — x,), (y — ÿ,) nous 


trouvons: 
A 
ne ge pldntBnt+ C), (7) 
B 
FIG. 24 Ye pda t Br + C). (8) 


€*> On établit habituellement la formule (3) à l’aide d'une construction artificielle; 
nous indiquons plus bas (cf. reinarque 2) une démonstration analytique. 
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Portant (7) ct (8) dans (4) il vient: 
Ar + +C 


d = 
V A3 + 1 


& 29. Paramètres polaires d'unc droite (* 


On peut donner la position d’une droite dans un plan à l'aide de deux 
nombres que l’on appelle paramètres de la droite. Ainsi, les nombres b 
(ordonnée à l'origine) et a (coefficient angulaire) sont (cf. & 14) les para- 
mètres de la droite. Toutefois, ces paramètres b et a ne sont pas vala- 
bles pour toutes les droites; ils ne permettent pas de définir une droite 
parallèle à l'axe OY ($ 15). Par contre les paramètres polaires (cf. plus 
bas) permettent de donner la position de n'importe. quelle droite. 

On appelle distance polaire de la droite UV (fig. 25) la longueur p 
de la perpendiculaire OK abaissée de l'origine O sur cette droite. La dis- 
tance polaire est positive ou nulle (p > 0). 

On appelle angle polaire de la droite UV l'angle « = OO compris 
entre les rayons OX et OK (pris dans cet ordre; cf. $ 21). Si la droite 
UV ne passe pas par l'origine (comme sur la fig. 25), la direction du 
second rayon est bien déterminée (de O à K); si par contre UV passe 
par O (O0 et K sont confondus), alors le rayon perpendiculaire à UV 
est mené suivant l’une quelconque des deux directions possibles. 

La distance polaire et l'angle polaire sont appelés les paramètres 
polaires de la droite. 

Si la droite UV est représentée par l'équation 


Ax+By+C=0, 
alors la distance polaire s'exprime par la formule 
IC] 


TRE ES 1 
Ps Si 
et l'angle polaire « par les formules 
A RE ES (2) 
Y41 + Bi VAs +: 


où l'on prend les signes supérieurs si C 
et les signes inférieurs si C < 0; si C 


Ce) Ce paragraphe sert d'introduction aux $$ 30 et 31. 
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alors on choisit arbitrairement soit les signes supérieurs, soit les 
signes inférieurs ‘*?. 
ExEMPLE Î. Trouver les paramètres polaires de la droite 


3x — 4y + 10 = 0. 


SOLUTION. La formule (1) donne fp — a — = 2. Les for- 


VR +4 
mules (2), où l'on doit prendre les signes supérieurs (car C = + 10), 
donnent 


Se : i LES 
V3 + 4 5 Vs +4 


Par conséquent, « = 127° (ou à =: 487°, etc.). 
EXEMPLE 2. Trouver les paramètres polaires de la droite 


3x — 4y = 0. 


La formule (1) donne p = 0; dans les formules (2) on peut prendre soit 
uniquement les signes supérieurs, soit uniquement les signes inférieurs. 


Dans le premier cas cos x =. sin & — L: d'oùa=s127”; dans 
S. « 4 x ; 
le second cas Da sin à — .. d'où a 5 — 53. 


(9 La formule (1) s'obtient de (3) $ 28 (pour x, = y, = 0). Les formules (2) s'ob- 
tiennent ainsi: d'après la fig. 25 


O0 x _._ _ LK y 
SET OK 2" SOC Or | (3) 
Corformément à (7), {8) $ 28 (pour x, = y, — 0) nous avons: 
AC BC 
Ferme, HR (4) 
{1 découle de (1), (3), (4) que 
ae Se te sin a = — 2 É (S) 


ICT Vars ICT Yan 


La formule (5) est identique à (2), car 


C<o. 


m=+1siC>O0et 
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g 30. Equation normale d'une droite 


Une droite dont la distance polaire est p (5 29) et l'angle polaire « est 


représentée par l'équation 
x cos a + y sin a—p = 0. (1) 


Elle est appelée équalion normale ou polaire de la droite. 
EXEMPLE. Soient 


OK = ÿ2 
Ja distance de la droite UV à l'origine (fig. 26) et x — 225° l'angle 
formé par les rayons OK et OX. L'équation normale de la droite UV 


est alors 
x cos 225° + ysin 225°— Ÿ2 = 0, 


_ LE LE V2 =0. 


c'est-à-dire 


L———— y — 


Multipliant par — | 2 nous obtenons l'équation de la droite UV sous la 
forme + + ÿy + 2 = 0, mais cette équation n'est déjà plus normale. 


DÉDUCTION DE L’ÉQUATION (1). Désignons par %1, Ya les coordonnées du point K 
(fig. 27). Alors x, = OL = p cos a, y, = LK = p sin a. La droite OK passant par les 


points O(0, 0) et Kx, ÿ:) est représentée ($ 23) par l'équation si }s = 0, 


c'est-à-dire (sin a) x — (cos a) ÿ = 0. La droite UV passe par K (x:, ÿ:) et est perpen- 
diculaire à la droite OK. Cela signifie ($ 26,2) qu'elle est représentée par l'équation 
sin a(y — Ye) — (—cos a) (x — x) = 0. Portant ici x, = fp cos a et y, = p sin a, nous 


obtenons x cos æ + y sin æa —f == 0. 


8 31. Réduction de l'équation d'une droite 
à la forme normale 


Pour trouver l'équation normale d’une droite donnée par l'équation 
Ax+ By+ C = 0, il suffit de diviser cette équation par + WA? + B?, 
en prenant le signe supérieur si C > 0 et le signe inférieur si C < 0; 
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si C — 0, on peut prendre n'importe quel signe. Nous obtenons l'équa- 
tion normale ‘° 
Re pe RE CAR = 0. 
Vas + Var + pi Vas + Bi 
EXEMPLE 1. Réduire l'équation 3x — 4y ++ 10 := 0 à la forme 
uorinale. 
Ici À = 3, B == —4 ct C = 10 > O0. C’est pourquoi nous divisons 


pur — j/3? + 42 — —_ 5, Nous obtenons 
3 4 
5 ZX + 5 Y — 2=0. 
C'est unc équation de la forme x cos &« + y sin « — fp = 0. l’lus précisé- 
ment p = 2, cos & — _. sin œ = +- _ (donc x = 127°). 
5 


EXEMPLE 2. Réduire l'équation 3x — 4y = 0 à la forme normale. 
Etant donné que C = 0, on peut diviser soit par 5, soit par —5. 
Dans le premier cas nous obtenons 
3 


4 
= ms e= 0 
ss 


(p = 0, x 3307°) et dans le second cas 
3 4 ä 
rer Er bd 


(p = 0, «x =3127°). À ces deux valeurs de x correspondent deux sens 
positifs sur Ie rayon OK (cf. $ 29). 


$ 32. Segments sur les axes 


Pour trouver le segment OL = a (fig. 28) que la droite UV détermine 
sur l'axe des abscisses, il suffit de poser dans l'équation de la droite y —0 
et de résoudre l'équation par rapport à x. On 
cherche de même le segment ON —b sur l'axe 
des ordonnées. Les valeurs a et b peuvent 
être positives comme négatives. Si la droite 
est parallèle à l’un des axes, le segment 
correspondant n'existe pas («il devient in- 
finie). Si la droite passe par l’origine, chaque 
segment dégénère en un point (a = b = 0). 

EXEMPLE Î. Trouver les segments 4, b 
: déterminés par la droite 3x — 2y + 12 = 0 
FIG. 28 sur les axcs. 


€+) En effet les coefficients de x et de y sont respectivement cos a, sin &« en vertu 
de (2) $ 29 et le terme indépendant des coordonnées est égal à (— p) en vertu de (1) $ 29. 


Géométrie analytique à deux dimensions Si 


Sozurion. Nous posons y — 0 ct de l’équation 3x + 12 — 0 nous 
trouvons x = — 4. Posant x = 0, nous trouvons de l'équation — 2y + 
+ 12 = 0 que y = 6. Ainsi a = — 4, b = 6. 

EXEMPLE 2. Trouver les segments a, b déterminés sur les axes 
par la droite 

Sy + 15 = 0. 


SozuTion. Cette droite est parallèle à l'axe des abscisses ($ 15). 
Le segment a n'existe pas (posant y — 0, nous obtenons la relation 
contradictoire 15 = 0). Le segment b est égal à — 3. 
ExEMPLE 3. Trouver les segments a, b déterminés sur les axes 
par la droite ° 
3y — 2x m0. 


SoLUTION. Suivant le procédé que nous venons d'exposer nous 
trouvons a = 0, b = 0. L’extrémité de chacun des «segments» coïin- 
cide avec son origine, autrement dit le segment dégénère en un point. 
La droite passe par l'origine (cf. & 14). 


& 33. Equation d'une droite 
donnée par ses coordonnées à l'origine 


Si une droite détermine sur les axes des segments a, b (non nuls), on 
peut la représenter par l'équation 


=. (1) 


z 
pa 


œ[ 


Inversement l'équation (1) représente une droite déterminant sur 
les axes (à partir de l'origine O) des segments a, b. 
L'équation (1) est appelée équation de la droite donnée par ses coor- 
données à l'origine. 
ExEMPLE. Trouver l'équation de la droite 
3x:—2y +12=0 (2) 


définie par ses coordonnées à l'origine. 
SOLUTION. Nous trouvons ($ 32, exemple 1) a = — 4, b = 6. 
L'équation est 


x 4 
= TG À (3) 


Elle est équivalente à l'équation (2). 
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REMARQUE Î. La droite déterminant sur les axes des segments 
nuls (c'est-à-dire passant par l'origine; cf. exemple 3 $ 32) ne peut être 
représentée par une équation donnée par les coordonnées à l'origine. 

REMARQUE 2. Une droite parallèle à l'axe ox ($ 32, exemple 2) peut être repré-. 


sentée par l'équation _ = 1, où b est le segment découpé sur l'axe OY. D'une manière 


analogue, on peut représenter une droite parallèle à l'axe OY par l'équation = = 1. On 


admet ou non que ces équations sont des « équations de la droite donnée par les coordonnées 
à l'origines (il n'existe pas de décision universcllement adoptée dans la littérature) (®). 


8 34. Transformation des coordonnées 
(position du problème) 


Une même courbe est représentée par des équations differentes dans 
différents systèmes de coordonnées. On a souvent besoin, sachant 
l'équation d'une courbe dans un certain système de coordonnées, de trou- 
ver l'équation de cette courbe dans un autre système de coordonnées. 
On emploie à cette fin les formules de transformation des coordonnées. 
Elles établissent un lien entre les anciennes et les nouvelles coordonnées 
d'un certain point Af. 

Tout nouveau système de coordonnées rectangulaires ÆX’0°Y” 
peut être obtenu de n'importe quel ancien système XOY (fig. 29) à 
l'aide de deux mouvements: 1) en premier 
lieu nous faisons coïncider l'origine O avec 
le point O’, tout en conservant les directions 
des axes; nous obtenons un système auxi- 
liaire ÀO'Y (en pointillé) ; 2) nous effectuons 
ensuite une rotation du système auxi- 
liaire autour du point O0” jusqu'à ce qu'il 
soit confondu avec le nouveau système 
—  A'O'Y!. 

4 Ces deux mouvements peuvent être ef- 
fectués dans l'ordre inverse (d'abord une 
rotation autour du centre O, donnant un 
FIG. 29 système auxiliaire ÆZOŸ, puis une trans- 


“«! 


= = Jp 


(°2 Jlest essentiel que l'équation . = lou < = 1 se déduit de l'équation = + 


+ _ = 1 non comme un cas particulier, mais à l'aide d'un passage à la limite (pour b 


ou «a infini). 
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ation de l'origine au point O0”, donnant le nouveau système X’O°Y’; 


fig. 30). 
È Donc il suffit de connaître les formules de transformation des coor- 


données lors de la translation de l'origine ($ 35) et de la rotation des 
axes ($ 36). 


g 35. Translation de l'origine 


NoTATIONS (fig. 31): 
anciennes coordonnées du point Àf: x = OP, y = PM; 
nouvelles coordonnées du point Af: x’ — O’P”, y = P'M; 
coordonnées de la nouvelle origine O” dans l'ancien système XOY: 


Xe = OR, Ye = RO. 


Les formules de translation sont: 
x=xt+tre Y=Y + (1) 
ou 
X'=t—2x,, Y = Y — Ye: (2) 
Donc l'ancienne coordonnée est égale à la nouvelle à laquelle on a 
ajouté la coordonnée de la nouvelle origine (dans l'ancien système) (*?. 


ExEeMPLE 1. L'origine des coordonnées a été transférée au point 
(2, — 5). Trouver les nouvelles coordonnées du point Af (— 3, 4). 


0 A FF À 


FIG. 30 FIG. 31 


t*» Pour bien retenir cette règle ne lisez pas l'expression entre parenthèses; elle est 
rtante, mais peut être aisément rétablie d'après le sens. 
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SoLUTION. Nous avons: 
H=2  Yo=—$ x=—3  y=4. 
Nous trouvons d’après les formules (2): 
lm—3-2m 5, ÿ=4+5=—9. 
EXEMPLE 2. L'équation d’une certaine courbe est 
a+ y" — 4x + 6y = 36. 
Quelle sera l'équation de cette courbe si l'on transfère l'origine au point 


O0" (2, — 3)? 
SozuTion. Conformément aux formules (1) nous avons: 


s=1+2 et y = ÿ —3. 
Portons ces expressions dans l'équation donnée. Nous obtenons: 
(x +2) + (y — 3)" —4(x + 2) + 6(Y — 3) = 36, 
ou après simplifications 
a+ ÿ1 = 49. 


C'est la nouvelle équation de notre courbe. On voit que c'est l'équa- 
tion d’une circonférence ($ 38) de rayon À = 7 et de centre au point O’, 


$ 36. Rotation des axes 


NorATIONS (fig. 32): 
anciennes coordonnées du point M: x =OP,y= PM; 
nouvelles coordonnées du point M: x° = OP”, y = P'M; 


angle de rotation des axes x — XOX’= 


AN 
= YOY!. 
Formules de rotation ‘‘%: 
x=cosa—ysina, 
y = x’sina + ÿ cos a, } 


(1) 


(2) 


z = s00sa + ysina, 
FIG. 32 ÿ = —zsina + ycosa. 


(° En ce qui concerne le signe de l'angle a cf. $ 14, renvoi p. 29. 

Ce» Pour bien retenir les formules (1) remarquez que dans l'expression de x tout est 
sen désordres (le cosinus figure avant le sinus, entre les termes du second membre figure ke 
signe moins). Au contraire dans l'expression de y tout est sen ordres (d’abord le sinus, 
puis le cosinus et entre les termes il y a le signe plus). 

Les formules (2) s'obtiennent de (1) en remplaçant a par —a et les notations x, y 
respectivement par +”, y et vice versa. 
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EXEMPLE 1. L'’équation 2xy — 49 
représente une courbe formée de deux 
branches LAN et L'A’N" (fig. 33), (elle 
est appelée hyperbole équilatère). Trou- 
ver l'équation de cette courbe après 
une rotation des axes d’un angle de 45°. 

SoLuTIoON. Les formules (1) s’écri- 
vent pour &« — 45° 


. V2 : Y2 

LES D 2 ; 
2 2 FIG. 33 

pri, 


Portons ces expressions dans l'équation donnée. Nous obtenons: 
Y2 . y2 0 , , 
2 5) Us + y) — 49, 
et après simplifications 
x1— y! = 49. 

EXEMPLE 2. Avant une rotation des axes d’un angle de — 20° le 
point M avait une abscisse x — 6 et une ordonnée y = 0. Trouver les 
coordonnées du point Af après la rotation des axes. 

SOLUTION. Nous trouvons les nouvelles coordonnées x’, +” du 
point M en appliquant les formules (2) où l'on doit poser x = G, y = 0, 
a = — 20°. Nous obtenons: 

z = 6 cos (— 20°) # 5,64, 
ÿ = — 6 sin (— 20°) = 2,05. 


8 37. Courbes algébriques et leur degré 


Une équation de la forme 
Ax+By+C=0, (1) 


où l’une au moins des grandeurs 4, B n'est pas nulle, est appelée équa- 
lion algébrique du premicr degré (à deux inconnues x, y). Elle représente 
toujours une droite. 
On appelle équalion algébrique du second degré toute équation de 
la forme 
As + Dxy +Cÿ + Dx + Ey+F=0, (2) 


où l’une au moins des grandeurs 4, BC n'est pas nulle. 
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Toute équation équivalente à l'équation (2) est aussi appelée 
équation algébrique du second degré. 

EXEMPLE Î. L'équation y = 5x3, équivalente à 5x2 — y — O0, 
est une équation algébrique du second degré (4 = 5, B=0, C=0, 
D=0, E=—1, F = 0). 

ExEMPLE 2. L'équation xy = 1, équivalente à xy — 1 = 0, est 
une équation algébrique du second degré (4 =0,B=1,C=0,D=0, 
E=0, F = —1). 

EXEMPLE 3. L'équation (x + y + 2} — (x + y + 1}? = 0 est une 
équation du premier degré, car elle est équivalente à 2x + 2y + 3 = 0. 

On définit d’une manière analogue les équations algébriques du 
troisième, quatrième, cinquième, etc., degré. Les grandeurs 4, B,cC, 
D, etc. (ainsi que le terme indépendant des coordonnées) sont appelées 
les coefficients de l'équation algébrique. 

Si une courbe L est représentée dans un système de coordonnées 
cartésiennes par une équation algébrique du n!°"° degré, alors dans 
tout autre système cartésien elle est représentée par une équation algé- 
brique du même degré. Toutefois les valeurs de tous les coefficients de 
l'équation (ou de certains d’entre eux) changent ; en particulier quelques- 
uns peuvent s’annuler. 

La courbe L représentée (dans un système cartésien) par une équa- 
tion du ni°%° degré est appelée courbe algébrique du n°°"° degré. 

ExEMPLE 4. Une droite est représentée dans un système de coor- 
données rectangulaires par une équation algébrique du premier degré 
de la forme 4x + By + C = 0 (8 16). C'est pourquoi la droite est une 
courbe algébrique du premier degré. Pour une même droite les coeffi- 
cients 4, B, C possèdent différentes valeurs dans différents systèmes 
de coordonnées. Ainsi, supposons que dans l'e ancien + système la droite 
est représentée par l'équation 2x + 3y —5 = 0 (4 = 2,B = 3,C— —5). 
En effectuant une rotation des axes d’un angle de 45°, on voit ($ 36) 
que dans le snouveau+ système cette même droite sera représentée 


par l'équation 
, V2 | ( y2 ) L 
2 (: ge Na Ni où a) "Er 
c'est-à-dire 


sY2 ,, V2 : s 2 V2 : 

ExBMPLE 5. Si l'origine coïncide avec le centre d'une circonfé- 
rence de rayon R = 3, alors cette circonférence est représentée par 
l'équation ($ 38) +? + y? — 9 — 0. C'est une équation algébrique du 
second degré (4 = 1, B=0,C=1, D=0, E =0, F = —9). Cela 
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signifie que la circonférence est une courbe du second degré. Si l'on 
transfère l'origine des coordonnées au point (—5,— 2), alors dans 
Je nouveau système cette circonférence sera représentée ($ 35) par 
l'équation (x°—5)?+ (y’—2}/—9=0, c'est-à-dire x? + y? — 
— 10x°— 4y” + 20 = 0. C'est aussi une équation du second degré; 
les coefficients À, B et C sont restés inchangés, mais D, E et F sont 
modifiés. 

EXEMPLE 6. La courbe représentée par l'équation y = sin x 
(sinusoïde) n'est pas une courbe algébrique. 


g 38. Circonférence 


Une circonférence de rayon R et de centre à l'origine des coordonnées 
est représentée par l'équation 
x'+y = R1. 
Cette équation signifie que le carré de la distance OA (cf. fig. 9, page 24) 
de l'origine à n'importe quel point À de la circonférence est égal à R1. 
Une circonférence de rayon R et de centre au point C(a,b) est 
représentée par l'équation 


(x — a) + (y—06} = RP. (1) 
Celle-ci signifie que le carré de la distance MC (fig. 34) des points M{(x, y) 
et C(a, b) (8 10) est égal à R2. 
On peut mettre l'équation (1) sous la forme 
2% + y" — 2ax — 2by + at + D — R1 = 0. (2) 


On peut multiplier l'équation (2) par un nombre arbitraire À; 
elle s’écrira alors 


Az + A5 — 24ax — 2Aby + Aa? + b9 — R1) = 0. (3) 


EXEMPLE 1. La circonférence de rayon R—7 et de centre 
au point C(4, —6) est représentée par l'équation 
(s— 4) +(y+6)=49 ou zx + y — 8x + 12y + 3=0 
ou (après multiplication par 3) 

3x + 3y1 — 24x + 36y + 9 = 0. 

REMARQUE. La circonférence est une courbe 
du second degré ($ 37), car elle est représentée 
par une équation du second degré. Pour que 
l'équation du second degré représente une cir- 
conférence, il faut: 

1) qu'elle ne contienne pas de terme 
en y; 
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2) que les cocfficients de x? et de y? soient égaux (cf. équa- 
tion (3)). 

Ces conditions ne sont pas encore suffisantes (cf. $ 39). 

EXEMPLE 2. L’équation du second degré x°%+ 3xy + y? = 1 
ne représente pas une circonférence, car elle contient le terme 3 xXY. 

EXEMPLE 3. L’équation du second degré 9x? + 4y? — 49 ne 
représente pas une circonférence, car les coefficients de x? et de y? ne 
sont pas égaux. 

EXEMPLE 4. L'équation 


Sx? — 10x + 55! + 20y — 20 = 0 


vérilie les conditions 1) et 2). On a montré au $ 39 qu'elle représente 
une circonférence. 


& 39. Recherche du centre et du rayon 
d’une circonférence 


L'équation 
Ax + Bx + AS" +Cy +D=0 (1) 


(elle vérifie les conditions 1) et 2) du $ 38) représente unc circonférence 
si les coefficients À, B, C, D vérifient l'inégalité 


B1 + C'—44D > 0. (2) 


Dans ce cas le centre (a, b) et le rayon Æ de la circonférence peuvent 
être trouvés d’après les formules (*? 


C BY + C'—44D 
= = — = = = — 2 ———————————— |, 
a 24! b 24? R 44: (3) 


REMARQUE. L'inégalité (2) signifie que le carré du rayon doit 
être un nombre positif; cf. la dernière formule (3). Si l'inégalité (2) 
n'est pas vérifiée, l'équation (1) ne représente aucune courbe (cf. plus 
bas, exemple 2). 

EXEMPLE 1. L'équation 

Sxt — 10% + 53? + 20ÿ — 20 = 0 (4) 


est de la forme (1); ici 
A=5, =—]0, C=—=20, D=—20. 


(*) 11 est inutile de les retenir; cf. exemple 1 (second procédé). 
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L'inégalité (2) est vérifiée, par conséquent, l'équation (4) représente 
une circonférence. Nous trouvons d’après les formules (3): 


a=1, b=—2, R'=9, 


autrement dit le centre est (1, — 2) et le rayon R — 3. 
SECOND PROCÉDÉ. Divisant l'équation (4) par le coefficient des 
termes du second degré, c'est-à-dire par 5, nous obtenons: 


x —2x +y"+4y—4 = 0. 


Complétons les sommes x?— 2x et y? + 4y jusqu'aux carrés. Pour 
cela ajoutons 1 à la première somme et 4 à la seconde ct pour compenser 
ajoutons ces mêmes nombres au second membre de l'équation. Nous 
obtenons: 


(—2:5+1)+(5 +4y+4)—4=1+4, 
c'est-à-dire 
(x — 1)" + (y + 2) = 9. 
EXEMPLE 2. L'équation 
x'—2: +5" +2=0 (5) 


est de la forme (1), mais l'inégalité (2) n'est pas vérifiée. Par conséquent, 
l'équation (5) ne représente aucune courbe. 

Nous pouvions parvenir à cette conclusion en raisonnant comme suit 
(cf. exemple 1): 

Complétons la somme x?— 2x jusqu'au carré en ajoutant 1. Pour 
compenser, ajoutons 1 au second membre. Nous obtenons (x — 1)? + 
+ y +2 = 1, soit (x — 1)? + 2 — — 1, Or la somme des carrés de 
deux nombres (réels) ne peut évidemment être égale à un nombre né- 
gatif. C'est pourquoi il n'existe aucun point dont les coordonnées puis- 
sent vérifier l'équation donnée. 


& 40. Ellipse contraction du cercle 


Menons par le centre O d’une circonférence de rayon a (fig. 35) deux 
diamètres perpendiculaires 4°’4, D’'D. Portons sur les rayons OD, OD’ 
à partir du point O des segments égaux OB, OB” de longueur b (plus petite 
que a). De chaque point N de la circonférence abaissons la perpendicu- 
laire NP sur le diamètre 4’A et sur cette perpendiculaire portons, 
à partir de son pied P, un segment PM tel que 


PM:PNmb:a. (1) 
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Cette construction transforme chaque 
point N en un point correspondant Àf situé 
sur cette même perpendiculaire NP et tel 
que PM s'obtient de PN par une contrac. 


tion de rapport constant À = —,. Une 
a 


telle transformation est appelée contraction 
uniforme. La droite 4’A est appelée axe 
de contraction. 

La courbe 4 BA'B" en laquelle se trans. 

FIG. 35 forme la circonférence par contraction uni. 
forme est appelée ellipse ‘°, 

Le segment 4’A = 2a (et souvent la droite 4”’A, c'est-à-dire l'axe 
de contraction) est appelé grand axe de l'ellipse. 

Le segment B’B — 2b (et souvent la droite B°B) est appelé peti 
axe de l'ellipse (d'après la construction 2a > 2b). Le point O est appelé 
centre de l'ellipse ct les points 4, 4”, B, B° sommeis de l'ellipse. 

Le rapport k — b: a est le coefficient de contraction de l'ellipse. La 


RE (c'est-à-dire le rapport BD : OD) est appelée 


grandeur 1 — À — 


a 
contraction de l'ellipse et notée «a. 
L'ellipse est symétrique par rapport au grand et au petit axe et 


par conséquent au centre. 

On peut considérer la circonférence comme une ellipse de cocffi. 
cient de contraction À = 1. 

ÉQUATION CANONIQUE DE L'ELLIPSE. Si l'on considère les axes 
de l'ellipse comme axes de coordonnées, l'ellipse sera représentée par 
l'équation ‘°° 


3 y" 
se (2) 


Ce) Cf. au $ 41 une autre définition de l'ellipse. 
°°) Nous avons 


OP? + PN'=ONt= at. (3) 


En vertu de (1) nous obtenons: 


. PN = _ PA. (4) 


Portant dans (3) nous trouvons: 


OP! + = PM = 01, (S) 
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Elle est appelée équation cano- 
nique (® de l'ellipse. 

EXEMPLE Î. Une circonférence 
de rayon a = 10 cm est soumise 
à une contraction uniforme de coeffi- 
cient 3 :5. Par cette transformation 
on obtient une ellipse dont le grand 
axe 2a — 20 cm et le petit axe 2b — 
= 12 cm (les demi-axes sont a = 10 cm 
ct b—=6 cm). La contraction de 


10 — 
cette ellipse est « = 1—À — . 6 = 
= 0,4. L'équation canonique est 

x! ÿ* 
7100 + 3% = 1. 


EXEMPLE 2. Quand on projette une circonférence sur un certain 
plan P, le diamètre 4”,4, (fig. 36) parallèle à ce plan est projeté tel quel, 
alors que toutes les cordes perpendiculaires à ce diamètre sont contrac- 
tées dans un rapport égal à cos ®, où ® est l'angle compris entre le plan 
P, de la circonférence et le plan P. C'est pourquoi la projection de la 
circonférence est une ellipse de grand axe 2a — A’A et de coefficient de 
contraction À = cos ®. 

EXEMPLE 3. Il est plus juste d'estimer que le méridien terrestre 
est non pas une circonférence, mais une ellipse. L’axe terrestre est le 
petit axe de cette ellipse. Sa longueur est environ 12 712 km. La lon- 
gueur du grand axe est environ 12 754 km. Trouver le coefficient de 
contraction À et la contraction « de cette ellipse. 


SOLUTION. 
a—+b  2a—2b 12 754 — 12 712 
PR 0 A, dm 
k=1—a zx 0,997. 
c'est-à-dire 
at ‘ 
Fe (6) 


Divisant par a! nous obtenons l'équation équivalente (2). Ainsi si Af(x, y) est situé 
sur l'ellipse A BA°B', alors x, y vérifient l'équation (2). Si 3f n'est pas situé sur l'ellipse, 
alors l'égalité (4) et, par conséquent, l'équation (6) ne sont pas vérifiées (cf. $ 7). 

(> Du grec skanôns , règle. Ainsi, l'appellation s canoniques est équivalente à 
«typiques. 
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8 41. Autre définition de l'ellipse 


DÉFINITION. On appelle cllipse le lieu géométrique des points (A1) 
dont la somme des distances aux dcux points donnés F”, l (fig. 37) à 
unc valcur constante 2a: 

F'M+ FM = 24. (1) | 


Les points °° ct Æ° sont appelés foyers ‘* de l'ellipse, ct la distance 
1"'E distance focale; elle est notée 2c: 


L'E = 2e. (2) 
Comme I"F < EM 4- EM, on a 2c < 2a, c'est-à-dire 
cC<a. (3) 


La définition du présent paragraphe cst équivalente à la définition 
du $ 40 [comparez l'équation (7) ct l'équation (2) $ 40]. 

ÉQUATION CANONIQUE DE L'ELLIPSE. Considérons la droite F’F 
(fig. 38) comme axe des abscisses et le milieu O du segment F°F comme 
origine des coordonnées. Conformément à la définition de l'ellipse et à 
(1) $ 10 nous avons F” (— c, 0), F(c, 0). En vertu du $ 10 


Ve + +5 + Va +y = 2. (4) 
En se libérant des radicaux ‘**, nous obtenons l'équation équiva- 
lente 
(a! — c) xt + aiyt = at(at = ct) (5) 
ou 


3 4 
PET (6) 


FIG. 37 


Ce) Si on place au point F (ou F’) une source de lumière, après réflexion par 
l'ellipse tous les rayons se concentrent au point F° (ou F). 
Cee> Nous faisons passer l'un des radicaux dans le second membre et nous élevons 
l'équation au carré; la nouvelle équation ne contiendra qu'un seul radical. Nous l'isolons 
et nous élevons de nouveau au carré. Après simplifications nous obtenons (5). 
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En vertu de (3) la quantilé a? — c? est 
positive. C'est pourquoi on peut écrire (6) 
sous la forme 


€ || 
où 
B= a — 0 (5) 


L'équation (7) coïncide avec (2) $ 40. Par 
conséquent, la courbe que nous avons 
appclée ellipse dans le présent paragraphe s'indentifie en effet 
avec la courbe que nous avons appelée ellipse au &$ 40. Il s'avère alors 
que le centre O de l'ellipse (fig. 39) coïncide avec le milicu du segment 
L'F, autrement dit OF — c. Conformément à l'égalité (1), le grand axe 
2a = A’A de l'ellipse est égal à la somme constante des distances 
F'M + FM (fig. 38). Le demi petit axe b = OB (fig. 39) et le segment 
c — OF sont les côtés du triangle rectangle BOF; l'hypoténuse BF de ce 
triangle est égale à a. Cela découle de l'égalité (8) et aussi de ce que la 
somme des segments égaux F’B et FB est égale à 2a (d'après la défini- 
tion de l'ellipse). Ainsi, la distance d'un foyer à l'extrémité du petit axe 
est égale à la longueur du demi grand axe. 


‘Fe 


de la distance focale au grand axe, c'cst-à- 


Le rapport 


Le 


ss G ” do sus 
dire la quantité —, cst appelé exccutricité de l'ellipse. On nute 
a 


ce. (9) 


Il découle de (3) que l'excentricité de l'ellipse est inférieure à l'unité. 

L'excentricité € et le coefficient de contraction # de l'ellipse ($ 40) 
sont, en vertu de (8) liés par la relation 

M=1—e. (10) 

ExEeMPLE. La distance focale de l'ellipse est 2c — 8 cm ct la somme 

des distances d'un point arbitraire de cette ellipse aux foyers est égale 


à 10 cm. Le grand axe est alors 2a = 10 cm, l’excentricité € — <= 
a 
— 0,8. Le cocfficient de contraction k — YW1 — €? — 0,6. Le petit axe 


est 2b = 2ak = 2Ya?— cd? — 6 cm. L'équation canonique de cette el- 
lipse est 
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REMARQUE. Si l'on considère la circonférence comme un cas parti. 
culier de l’ellipse pour lequel b = a, alors c = 0, autrement dit on doit 
estimer que les foyers F° et F sont confondus. L'excentricité de la cir. 
conférence est nulle. 


& 42. Construction d'une ellipse 
dbnnée par ses axes 


PREMIER PROCÉDÉ. Sur les droites perpendiculaires X°X et Y”’Y (fig. 40) 
on porte les segments 04’ = OA = a et OB’ = OB = b [les valeurs 
des demi-axes 2a, 2b (a > b)]. Les points 4”, 4, B’”, B seront les sommets 
de l’ellipse. 

Décrivons de B comme centre un arc uv de rayon a; il coupe le 
segment 4’A aux points F’, F; ce sont les foyers de l'ellipse [conformé.- 
ment à (8) 841]. Divisons arbitrairement le segment 4’4 = 2a en 
deux parties: 4’X = r’ et KA = r, de sorte que r° + r — 2a. Décri- 
vons du point F comme centre une circonférence de rayon r ct du point 
F'’ une circonférence de rayon r’. Ces circonférences se coupent en deux 
points ÀAf et M", et par construction F°’M + FM = 2a ct F’M°'+ 
+ FM" = 2a. Conformément à la définition du $ 41 les points Af et 
M" appartiennent à l'ellipse. En faisant varier r, nous obtenons de 
nouveaux points de l'ellipse. 

SECOND PROCÉDÉ. Menons deux circonférences concentriques 
de rayons OA = a et OB = b (fig. 41). Par le centre O menons un rayon 
arbitraire ON. Par les points À et Àf, en lesquels ON coupe les deux 
circonférences, menons des droites respectivement parallèles aux axes 
X'X, Y’Y. Ces droites se coupent au point M. Son ordonnée PM ( — KD) 
est plus courte que l'ordonnée PM, du point M, situé sur la circonfé- 
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rence de rayon a, et en outre PM: PM, = b :a. Cela signifie ($ 40) 
que le point A appartient à l'ellipse. Faisant varier la direction du 
rayon ON nous obtenons de nouveaux points de l'ellipse. 


$ 43. Hyperbole 


DÉFINITION. On appelle hyperbole (fig. 42) le licu géométrique des 
ints (4f) tels que la valeur absolue de la différence de leurs distances 

à deux points donnés F”, F est constante (cf. définition de l'ellipse $ 41): 
|F'A—FM| = 2. (1) 


Les points F’ et F sont appelés foyers (*® de l'hyperbole, la distance 
F'F distance focale notée 2c: 


FF = 2. (2) 
Comme F'F > | F°M — FM |, on a [cf. formule (3) $ 41] 
c>a. (3) 


Si M est plus proche du foyer F’ que du foyer F, c'est-à-dire si FM < 
< FM (fig. 43), alors ou peut écrire au lieu de (1): 

FM — F'M = 24. (1a) 
Si A est plus proche de F que de F”, c'est-à-dire si F’Af > FM (fig. 42), 
nous avons: 

F'M—FM = 23. (1b) 


Les points pour lesquels F’M — FM — 2a forment l'une des branches 
de l'hyperbole (la branche de droite pour la disposition usuelle de la 
figure); les points pour lesquels FM — F’M = 2a forment l'autre 
branche (de gauche). 


FIG. 42 FIG. 43 | 


«> Si l'on place une source de lumière en l'un des foyers, les rayons réfléchis par 
l'hyperbole forment un faisceau divergent de centre à l’autre foyer. Cf. renvoi de la page 62. 


3-1158 
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ÉQUATION CANONIQUE DE L'HYPER. 
BOLE. Prenons comme axe OX (fig. 44) 
la droite F’F et comme origine des coor- 
données le milieu © du segment F'F,. 
Conformément à (2) nous avons F (c, 0), 
F'(— c,0) En vertu de (1 b) et du 810 
la branche de droite est alors représentée 
par l'équation 


FIG. 44 Ya to +5 Viz — 0) + y = 20. 
(42) 
Pour la branche de gauche nous avons, conformément à (la) et au 
$ 10, l'équation 
Vea—c +5 — Vis ++ y = 23. (4v) 
En se libérant des radicaux, nous obtenons dans Îcs deux cas 


(at — ct) xt + atyt = at(at — c!) (5) 
ou 


: “ 
Een (6) 


Cette équation est équivalente aux équations (4a) et (4b) et représente 
les deux branches de l'hyperbole (°. 

L'équation (6) a la même forme que l'équation de l'ellipse [cf. (6) 
$ 41}, mais cette ressemblance est trompeuse, car maintenant en vertu 
de (3) la quantité a? — c2 est négative, de sorte que Ja? — cest ima- 
ginaire. C'est pourquoi nous désignons par b la quantité + |/c?— a?, 
de sorte que (°° 


bt = ct — a, (7) 
Nous obtenons alors de (6) l'égualion canonique (*°® de l'hyperbole 


xt y° 


CON 


ExempPLe. Si la différence des distances F’M — FM est égale 
en valeur absolue à 2a = 20 cm et la distance focale 2c — 25 cm, alors 


= 1 (8) 


(> On aurait pu estimer que les deux branches de l'hyperbole forment non pas 
une, mais deux courbes. Mais, dans ce cas, aucune de ces deux branches prises séparé- 
ment ne pourrait être représentée par une équatiou algébrique du second degré. 

C9) Sur le sens géométrique de la grandeur b cf. $ 46. 

Coes) Cf. renvoi de la page 61. 
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————— 15 
b = Je — at — = (cm). L'équation canonique de l'hyperbole cest 


alors 
21 y" ne 
100 225 | 
4 


& 44. Forme de l'hyperbole; sommets et axes 


L'hyperbole est symétrique par rapport au point O, le milieu du seg- 
ment F’F (fig. 45); elle est symétrique par rapport à la droite F'F et 
par rapport à la droite Y’Y menée par O perpendiculairement à F'F. 
Le point O est appelé centre de l'hyperbole. La droite F”F coupe l'hyper- 
bole en deux points À (+ a, 0) et 4° (— a, 0). Ces points sont appelés 
sommets de l'hyperbole. Le segment 4’4 = 2a (ct souvent la droite 
A'A) cst appelé axe réel de l'hyperbole. 

La droite Ÿ’Y ne coupe pas l'hyperbolce. Il est admis néanmoins 
de porter sur elle les scgments B'O = OB = b ct d'appeler le segment 
B'B = 2b (et aussi la droite Y”’Ÿ) axe fmaginaire de l'hyperbole. 

Comme 4B3 = 0147 + OB? = at + b%, il découle alors de (7) 
$ 43 que AB = c, autrement dit la distance du sommet de l'hyperbole 
à l'extrémité de l'axe imaginaire est égale à la demi-distance focale. 

L'axe imaginaire 2b peut être plus grand (fig. 45), plus petit (fig. 46) 
ou égal (fig. 47) à l'axe réel 2a. Si les axes réel ct imaginaire sont égaux 
(a = b), alors l’hyperbolc est appelée équilatère. 


3° 


68 MATHÉMATIQUES SUPÉRIEURES 


- = À de la distance focale à l'axe réel cst 
: a 
appelé excentricité de l'hyperbole et noté € [cf. (9) $ 41]. En vertu de 


(3) $ 43 l'excentricité de l'hyperbole cst supérieure à 1. L' FERRÉ 


de l'hyperbole équilatère est égale à V2. 

L'hyperbolc est cntièrement située en dchors de la bande limitée 
par les droites PQ et RS, parallèles à l'axe Y’Y et situées à une dis. 
tance OA = 4’0O = a (fig. 45, 46, 47) de celui-ci. A droite et à gauche 
de cette bande l'hyperbole s'étend à l'infini. 


Le rapport 


&8 45. Construction d’une hyperbole 
donnée par ses axes 


Portons sur les droites orthogonales X’X et Y’Y (fig. 48) les segments 
OA = OA’ = a et OB = OB° = b (les demi-axes réels ct imaginaires). 
Portons ensuite les segments OF et OF” égaux à AB. Les points F” et F 
sont les foyers (conformément à (7) $ 43]. Sur le prolongement du seg- 
ment A’A au-delà de À prenons un point arbitraire X. Du point F 
pris comme centre décrivons unc circonférence de rayon r = AËXK ct 
du point F” une circonférence de rayon r’ = A°’K = 2a + r. Ces circon- 
férences se coupent en deux points M, A” et par construct.cn F’M — 
— FM = 2a et F’M°— FM° = 2a. En vertu de la définition ($ 43) 
les points Af et A’ appartiennent à l'hyperbolc. En faisant varier r, 
nous obtenons de nouveaux points de la branche de droite. Les points 
de la branche de gauche sont construits de manière analogue. 
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g 46. Asymptotes de l’hypcrbole 


La droite y = kx (clle passe par le centre O 
dc l'hyperbole) coupe, pour | k| < b , l'hy- 
a 


rbole en deux points D”, D (fig. 49) 
symétriques par rapport à O. Si par contre 


LÀ [> —: alors la droite y = kx (£'E sur FIG. 49 
a 


ja fig. 50) n'a pas de points communs avec l'hyperbole. 


Les droites y = — x ct y = — 2 x (U'U et V’V sur la fig. 51), 
a a 


pour lesquelles |k [= Li , possèdent la propriété caractéristique 
a 


suivante: quand on les prolonge indéfiniment, chacune d'elles s'approche 
indéfiniment de l’hyperbole. 

Plus exactement: sf l'on éloigne indéfiniment la droite Q'Q parallèlé 
à l'axe des ordonnées du centre O (à droite ou à gauche), les segments QS, 
Q'S" entre l'hyperbole et chacune des droites U’U, V’V décroissent à ndé- 
finiment. 


b b 
Les droites y = — x et yÿ =—— 3x sont appelées asymploles 
a a 


de l’hyperbole. 
Les asymptotes de l’'hyperbole équilatère sont perpendiculaires 
SIGNIFICATION GÉOMÉTRIQUE DE L’AXE IMAGINAIRE. Menons par le 
sommet À de l'hyperbole (fig. 51) la droite L’L perpendiculaire à l'axe 
réel. Alors le segment L’L de cette droite, compris entre les asymptotes 
de l'hyperbole, est égal à l'axe imaginaire de l'hyperbole B°B = 2b 
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8 47. Hyperboles conjuguées 


Deux hyperboles sont dites conjuguées (fig. 52) si elles ont un centre 
commun © et des axes communs, mais si l'axe réel de l'une est l'axe 
imaginaire de l'autre. Sur la fig. 52 4’4 est l'axe réel de l'hyperbole 7 
et l'axe imaginaire de l'hyperbole 77, B’B est l'axe réel de l'hyperbole 
II ct l'axe imaginaire de l'hyperbole J. 

Si 


est l'équation de l’une des hyperboles conjuguées, alors l'équation de 
l'autre est 


Les hyperboles conjuguées possèdent des asymptotes communes 
(U'U et V’V sur la fig. 52). 


8 48. Parabole 


DÉFINITION. On appelle parabole (fig. 53) le lieu géométrique des 
points (47) équidistants d’un point donné F et d’une droite donnée PQ: 
FM = KM. (1) 
Le point F est appelé foyer ‘* et la droite PQ directrice de la para- 
bole. La distance FC = p du foyer à la directrice est appelée paramètre 
de la parabole. 
Prenons comme origine des coordonnées le milieu © du segment 
FC, de sorte que 


CO = OF = +. (2) 


FIG. 52 FIG. 53 


(3 Un faisceau de rayons parallèles perpendiculaires À la directrice se transforme 
après être réfléchi par la parabclie en un faisceau de centre au foyer. Cf. renvoi de la page 62. 
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Prenons comme axe des abscisses la droite CF; nous convicndrons que 
le sens positif est celui de O à Fr. 


Nous avons alors: F E , ne KM = KD + DM = + x et 
PH. I. | 
($10) FM — É — +) . Nous tirons de (1): 


E. ut ee o 

En se libérant du Poe ne ne l'équation équivalente 
= 2px. (4) 

C'est l'équalion canonique la parabole. 

L'équation de la directrice PQ (dans le même système de coordon- 


p 


nées) est # + à = 


La parabole est symétrique par rapport à la droite FC (l'axe des 
abscisses pour notre choix du système de coordonnées). Cette droite 
est appelée axe de la parabole. La parabole passe par le milieu O du 
segment FC. Le point O est appelé sommet de la parabole (nous l'avons 
pris pour origine des coordonnées). 

La parabole est située du même côté de la droite Y”’Y” (la tangente 
au sommet) et s'étend indéfiniment de ce côté. 


$ 49. Construction d’une parabole 
d'après une valeur donnée du paramètre p 


Menons (fig. 54) la droite PQ (directrice de la parabole) et fixons à une 
distance donnée p = CF un point F (foyer). Le milieu O du segment 
CF cest le sommet et la droite CF l'axe 
de la parabole. Prenons sur le rayon OF 
un point arbitraire R et menons par ce 
point la droite ÀS perpendiculaire à cet 
axe. Du foyer F pris comme centre décri- 
vons une circonférence de rayon CAR. Elle 
coupe ÀS en deux points 7, M’. Les 
points M et M” appartiennent à la parabole, 
car par construction ÆM = CR = KM 
(cf. la définition du $48). En modifiant 
la position du point /è, nous trouvons de 
nouveaux points de la parabole. 
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& 50. Parabole graphique de l'équation y — ax? + bx + c 
L'équation 

st = 2py (1) 
représente la même parabole que l'équation y? — 2px (cf. $ 48), mais 
l'axe de la parabole coïncide avec l’axe des ordonnées; l'origine des 
coordonnées coïncide toujours avec le sommet de la parabole (fig. 55). 


Le foyer se trouve au point F (. 5] L'équation de la directrice est 
2 


y+ Ê=0. 
Si le sens positif de l’axe des ordonnées est non pas OF, mais FO 
(fig. 56), l'équation de la parabole est: 
—_— x! = 2py (2) 
(cf. fig. 56, où les axes de coordonnées ont les sens habituels). Confor- 
mément à ce qui vient d’être dit les graphiques des fonctions 
y=ax (3) 
sont des paraboles qui tournent leur concavité vers le haut quand 4 > 0, 
et vers le bas quand a < 0. Plus la valeur absolue de a est petite 


[sur 1 fig. 57 nous avons 4= 2, a= +1, a+. = , plus le 


foyer est proche du sommet et plus l'eouvertures de la parabole est 
grande. 
Toute équation de la forme 
y=ax +br+e (4) 
a pour courbe représentative la même parabole que l'équation y = ax 


[pour les deux paraboles la distance 2 du sommet au foyer est égale à 


al | Les deux paraboles tournent leur convexité vers le même côté. 
da 


FIG. 56 
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FIG. 57 FIG. 58 


Mais le sommet de la parabole (4) est situé non pas à l'origine, mais au 
point À (fig. 58) de coordonnées 


b 4ac — 
Am0Pe- Ya = PA = — . (5) 
EXEMPLE. L'équation 
| 3 Î 
Pate (4a) 
[ = —— , bd = £ .C=— 3) représente (fig. 59) la même parabole que 
2 
l'équation y — —— x, Le sommet est situé au point À de coordonnées 
b 3 4ac — L! 1 
A re VA = (52) 
Le foyer est situé en dessous du sommet à une distance 
p 1 
2 4er  : 


74 MATHÉMATIQUES SUPÉRIEURES 


FIG. 59 FIG. 60 


REMARQUE 1. Il n'est pas besoin de retenir les formules (5). Pour 
calculer x4, y4 on peut appliquer l'artifice suivant. Ecrivons l'équation 
(4a) sous la forme 


1 
PAS ea rl (6) 
Complétons l'expression entre parenthèses jusqu'à obtenir un carré 
: 1 
parfait, en ajoutant 2 . Pour compenser ajoutons——.—=— — À au 
4 4 4 16 
premier membre. Nous obtenons: 
1 1 3)! 
ÿ — 16 = + ÆX — 2 . (7) 
L'équation (7) prend la forme 
re (8 
si l’on effectue la translation des axes ($ 35): 
1 3 
Y=Y—;%; V'RATS (9) 
Les coordonnées du sommet de la parabole (c'est-à-dire du point 
x" = 0, y = 0) sont x — : = 
, 2 ’ 16 


REMARQUE 2. On peut déduire les formules générales (5) de (4) en utilisant 
l'artifice que nous avons appliqué dans la remarque 1 à l'équation (4a). 

REMARQUE 3, L'équation 

z=a +by+ec 
4ac — b 

représente une parabole (fig. 60) de sommet au point (T7 ; — 7] . Son axe est 
parallèle à l'axe des abscisses. Sa concavité est tournée vers la droite si a > 0, et 
ver tla gauche si a < 0. 
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& 51. Directrices de l'ellipse 
et de l'hyperbole 


a) DIRECTRICES DE L’ELLIPSE. Soit donnée une ellipse (fig. 61) de 


grand axe A4’A = 2a et d’excentricité ($ 41) — _ Supposons 
a 


que eZ 0 (autrement dit, l'ellipse n'est pas une circonférence). 
Portons du centre O de l'ellipse sur son grand axe les segments OD — 


= OD', égaux à © (c'est-à-dire OD :0A = OA :OF). Les droites PQ, 
€ 

P'Q" passant respectivement par D, D’ et parallèles au petit axe sont 

appelées directrices de l'ellipse. 

A chacune des directrices faisons correspondre celui des foyers de 
l'ellipse qui se trouve du même côté du centre, autrement dit à la direc- 
trice PQ on fait correspondre le foyer F et à la directrice P’Q° le foyer 
F'. Alors pour fout point M de l'ellipse le rapport de ses distances au foyer 
et à la directrice correspondante est égal à l'excentricité €, autrement dit 


MF:MK=AMF':MK'=e. (1) 


Comme pour l’ellipse € < 1, tout point de l’ellipse est plus proche du 
foyer que de la directrice correspondante. 

Si l'on laisse constant le grand axe de l'ellipse et si l'on fait tendre 
l'excentricité vers zéro (autrement dit si l'ellipse diffère de moins en 
moins d'une circonférence), les directrices s'éloignent indéfiniment du 
centre. 

La circonférence n'a pas de directrices. 

b) DIRECTRICES DE L'HYPERBOLE. Soient A’A (fig. 62) l'axe réel de 


l'hyperbole et € — Le — © son excentricité ($ 44). Portons les segments 
a 


OD = 0D = + 


76 MATHÉMATIQUES SUPÉRIEURES 


(autrement dit OD :O0A = OA :0OF). Les droites PQ, P'Q’ passant 
respectivement par D, D‘ et parallèles à l'axe imaginaire sont appelées 
directrices de l'hyperbole. Pour tout point M de l'hyperbole le rapport de 
ses distances au foyer et à la directrice correspondante [cf. a)] est égal à 
l'excentricité e, c'est-à-dire 

MF:MK = MF':MK'=e. (2) 


Comme pour l'hyperbole & > 1, tout point de l'hyperbole est plus proche 
de la directrice que du foyer correspondant. 


& 52. Définition générale de l'ellipse, 
de l'hyperbole et de la parabole 


Toutes les ellipses (3, hyperboles et paraboles possèdent la propriété suivante: pour 
chacune de ces courbes le rapport (fig. 63) 


FA: MK (1) 


est constant [FAf est la distance d'un point arbitraire Af de la courbe à un point donné F 
(foyer) et AfK la distance du point 4f à une droite donnée PQ (directricc)]. 
Pour l'ellipse de la fiz. 64 ce rapport est inférieur à l'unité (il est égal à l’excentricité 


= de l'ellipse; cf. $$ 41, 51). Pour l'hyperbole de la fig. 65 il est supérieur à l'unité (il est 


égal à l'excentricité = de l'hyperbole; cf. $$ 43, 51); pour la parabole de la fig. 66 il est 


(gal à 1 (6 48). 

Inversement, toute courbe possédant la propriété indiquée est soit une ellipse (si 
FM : MK < 1), soit une hyperbole (si FAf : AK > 1), soit une parabole (si FAf : MK =1). 
C'est pourquoi on peut prendre la propriété citée pour la définition générale de l'ellipse, de 
l'hyperbole et de la parabole et appeler excenfricifé le rapport constant FAf : MK = €. 
L'excentricité e de la parabole est égale à 1, pour l'ellipse € < 1, pour l'hyperbole & > 1. 

L'excentricité e et la distance FC = d du foyer À la directrice déterminent entière- 
ment la grandeur et la forme de l'ellipse, de l'hyperbole et de la parabole. Si pour s fixe 
on fait varier d, on obtient des courbes semblables. 


[a 
K 


, 


M 


L 


C| F 
P 


FIG. 63 FIG. C4 FIG. 65 


Ce) Sauf la circonférence. 
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FIG. 66 FIG. 67 F1G. 68 


La :crde RR° de l'ellipse, de l'hyperbole ou de la parabole (fig. 64, 65, 66) passant 
par le foyer F et perpendiculaire à l'axe FC est appelée cords focale et est notéc 2p: 


RR' = 2p. (2) 


La quantité p = FR = FR’ (c'est-a-dire la longueur de la demi-corde focale) est appelée 
paramèfre de l'ellipse, de l'hyperbole et de la parabole. Elle est liée à d par la relation 


p = de, (3) 
de sorte que pour la parabole (€ = 1) 
p =d. (3a) 


Les sommets de l'ellipse, de l'hyperbole et de la parabole (4 sur les fig. 64, 65, 66) 
divisent le segment FC dans lc rapport FA : AC = €. Le second sommet de l'ellipse 
et de l'hyperbole (4° sur les fig. 64, 65) divise FC dans le même rapport, mais extérieurement 

11). 
6 Conformément à la nouvelle définition l'ellipse, l'hyperbole et la parabole sont repré- 
sentées par une même équation. Si l'on prend le sommet À (fig. 67) comme origine des 
coordonnées et si l'on oriente l'axe suivant le rayon AF, cette équation est: 


ÿ=2ps—(1— 6) x; (4) 


ici p est le paramètre et & l'excentricité. 

Dans le voisinage du sommet La forme de la parabole diffère peu de l'ellipse et de 
l'hyperbole ayant une excentricité proche de 1. On a représenté sur la fig. 68 une ellipse 
d'excentricité & = 0,9, une hyperbole (®2> d'excentricité & = 1,1 et une parabole (s = 1) 
possédant un foyer commun Æ et un sommet commun 4. 


€ Le second sommet de l'ellipse et de l'hyperbole (et aussi la seconde branche toute 
entière de l’hyperbole) est d'autant plus éloigné du premier sommet que & est proche de 1. 
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Les demi-axes a, b et la demi-distance focale c de l'ellipse et de l'hyperbole s'expri. 
ment en fonction de & de la manière suivante: 


p p 


Else 17 1e = MD 
a 
p ___ À? se € 
Hyperbole GT er Fe Va RP Pe 


Dans les trois cas, la distance 8 — AF du foyer F au sommet 4 s'exprime par la 
formule 
de _P 


l+e l+e (5) 


& 53. Coniques 


L'ellipse, l'hyperbule et la parabole sont appelées conigques, car on peut Îles obtenir en cou. 
pant un cône circulaire {> par un plan P ne passant pas par le sominet du cônc. On eslime 
alors que la surface du cône s'étend à l'infini des deux côtés du sommet. 

Si le plan P n'est parallèle à aucune des génératrices du cône (fig. 69) la conique est 
une cilipse (992. 

Si le plan P est parallèle à l'une des génératrices du cône (KK° sur la fig. 70), la coni. 
que cst une parabole. 

Si le plan P est parallèle à deux génératrices du cône (KÆ” ct LL’ sur la fig. 71) 
la conique est une hyperbole. 

Si le plan P passe par le sommet du cône, au lieu de l'ellipse on obtient un point, au 
lieu de l'hyperbole deux droites sécantes (fig. 72) et au lieu de la parabole la droite de tar. 
gence du plan P et du cône (fig 73). On peut considérer que cette dernière cst furméc par 
deux droites confondues. 


K! 


FIG. 69 | FIG. 70 


(9°) Et aussi un cône uon circulaire. 
(°° En particulier, l’ellipse peut être une circonférence. Pour un cône circulaire les 
sections circulaires ne peuvent étre obtenues que par des plans parallèles à Ja basc: le cône 
non circulaire possède encorc une autre famille de sections circulaires. 
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&8 54. Diamètres des coniques 


Les milieux des cordes parallèles de toute conique sont situés sur une même droite; cette 
droite est appelée diamälre de la conique. A chaque direction des cordes parallèles corres- 
pond son propre diamètre (+ conjugué » de la direction donnée). On a représenté sur la fig.74 
l'un des diamètres U’U de l'ellipse, qui porte les milieux X,, K,,... des cordes parallèles 
Mai, AfaMfs,... Le lieu géométrique de ces milieux est Ie segment L’L du diamètre 
U'U. 

On a représenté sur la fig. 75 le diamètre U’U de l'hyperbole correspondant aux 
cordes parallèles Af,3f;, Af,Af;, etc., qui porte les milieux ÆÀ,, K,,... de ces cordes. 
Le lieu géométrique de ces points est un système de rayons L’U” et LU. 

RaeMARQUE. En géométrie élémentaire on appelle diamètre de la circonférence un 
segment (la plus grande corde). En géométrie analytique le terme « diamètre s est parfois 
employé pour désigner le segment LL’. Toutefois, on entend le plus souvent par diamètre 
la droite LL’ toute entière. 


& 55. Diamètres de l'ellipse 


Tous les diamètres de l'cilipse passent par son centre. 

Le diamètre correspondant aux cordes parallèles au petit axe est le grand axe (fig. 76). 
Le diamètre correspondant aux cordes parallèles au grand axe est le petit axe. 

Aux cordes de coefficient angulaire À (h :Æ 0) correspond le diamètre ÿ = k,x, où 
k, est déterminé de la relation 


hk, = et — 1, (1) 


FIG. 74 FIG. 75 


FIG. 76 
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c'est à-dire 


Me -T (13) 


Exexpce Î. Le diamètre U’U de l'ellipse 


x! >" 
Ja 
(fig. 77) correspondant aux cordes de coefficient an- 
8 
gulaire À = — 7 st donné par l'équation y = k,x ; 


ja valeur À, est déterminée à partir de la relation — + h, = +, de sorte que 
l'équation du diamètre U’U est 


i 
Y=—x. 


2 


ExeuPLre 2. Le diamètre V’F (fig. 77) de la même ellipse correspondant aux cordes 
de coefficient angulaire k = Z est donné par l'équation y = — _ x, 


Si le diamètre U’U de l'ellipse est le licu des milieux des cordes parallèles au diamètre 
V1”, alors le diamètre V’V est le lieu des milieux des cordes parallèles au diamètre U’U, 


1 7 | 
ExeupLe 3 Le diamètre y = — Ts de l'ellipse + _ = 1 (cf. excmpies 1 
et 2) est le licu des milieux des cordes parallèles au diamètre y = > x. De son côté, le 


diamètre y =+ x est le lieu des milieux des cordes parallèles au diamètre ÿ = — + x. 


Les diamètres tels que l’un est le lieu des milicux des cordes parallèles à l’autre sont 
dits conjugués. 

Deux diamètres conjugués orthngonaux sont les ares de syméfrie. Pour la circonfé- 
rence tout diamètre est un axe de symétrie. Une ellipse différente d’une circonférence ne 
possède que deux axes de symétrie, le grand et le petit axe. 

Les coefficients angulaires des directions conjuguées non principales ont, en vertu 
de (1a), des signes contraires, autrement dit deux diamètres conjugués de l'’ellipse appartien- 
nent à différents couples d'angles verticaux formés par les axes (sur la fig. 77 le diamètre 
V' est situé dans les 11 et IV quadrants, et U’U dans les I oct III quadrants). 


Lors d'une rotation du diamètre U'U, le diamètre conjugué F’F cffectue une rotation 
dans le même sens. 


$8 56. Diamètres de l'hyperbole 


Tous les diamètres de l'hyperbole passent par son ceptre. 


Le diamètre correspondant aux cordes parallèles à l'axe imaginaire (fig. 78) est l'axe 
réel (le lieu géométrique des milieux des cordes est le système de rayons 4°’X° et AX); 
le diamètre correspondant aux cordes parallèles à l'axe réel (fig. 79) est l'axe imaginaire 
(les milieux des cordes remplissent entièrement l'axe Y’Y). 
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FIG. 78 FIG. 79 


Pour l'hyperbule comme pour l'ellipse le coefficient angulaire k des cordes paralléles 
(k £ 0) et le coefficient angulaire À, du diamètre correspondant sont liés par la relation 


Mais la relation (1a) $ 55 est remplacée par la relation 
bt 


1 3 
ExEmpPLe 1. Le diamètre U’U de l'hyperbole = — _. = 1 (fig. 80). correspon- 
dant aux cordes de cocfficient angulaire k — F , cst représenté par l'équation y = k,x: 


la valeur k, est déterminée de la relation Fk, = _ , de sorte que l'équation du diamitre 


U'U est y = £ x. 
ExeupLe 2. Le diamètre V’F (fig. 80) de la mtine hyperbole, correspondant aux 


cordes de coefficient angulaire k = T° est représenté par l'équation y = 5 * 


Si le diamètre U’U est le lieu des mi- 
lieux des cordes parallèles au diamètre V’}, 
alors le diamètre V’FP est le lieu des milieux 
des cordes parallèles au diamètre U’U. Deux 
diamètres de ce genre sont dits conjugués. 


Toute hyperbole ne possède que deux 
diamètres conjugués orthogonaux, l'axe réel 


et l’axe imaginaire. 

Si le coefficient angulaire des cordes 
Parallèles est plus grand cn valeur absolue que 
le coefficient angulaire de l'asymptote, c'est à- 
dire si 


b 
lA1>— 
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b 2 à 
cf. excinple 1, où — = +) . alors le lieu géométrique des ruilicux des cordes est le 


système de rayons L’U” ct LU. Si par contre 


b 
LATE 


(cf. exemple 2), alors les milieux des curdes remplissent cutitrement le diamètre (°F sur 
la fig. 80). De deux diamètres conjugués l’un appartient toujours au premier type et l'autre 


au second. } 
REnHAwQUE 1. Le cocfficient angulaire des cordes parallèles ne peut être égal à 

b 
Leu valeur absolue, car les droites y = £ — — x (les asyÿmptotes) ne coupent pas l'hyper- 


bule, ct les droites parallèles à l'asymptote ne bent l'hyperbole qu'en un seul point. 

Les coefficients angulaires des directions conjuguées non principales ont, en vertu 
de (1b}), des signes identiques, autrement dit, deux diamètres conjugués de Tl'hyperbole 
appartiennent à un même couple d'angles verticaux formés par les axes. 

Au contraire, par rapport aux asymptotes deux diamètres conjugués appartiennent 


à différents couples d'angles verticaux. 
RemaArQUE 2. Lors de la rotation du diamètre U’U de l'hyperbole le diamètre 


conjugué PV’ effectue une rotation dans le sens contraire. Lorsque U’U s'approche indé- 
finiment de l'une des asymptotes, V’F s'approche indéfiniment de la même asymptote. 
C'est pourquoi on dit que cette asymptote est un diamètre conjugué de soi-même. Cette 
expression est conventionnelle car l'asymptote n'est pas un diamètre (cf. remarque 1). 
Outre les asymptotes, toute autre droite passant par le centre de l'hyperbole est l'un de 


ces diamètres. 


& 57. Diamètres de la parabole 


Tous les diamètres de la parabole sont parallèles à son axc; cf. fig. 81 ct 82 (le lieu géo- 
métrique des milicux des cordes parallèles de la parabole est le rayon LU). 

Le diamètre correspondant aux cordes perpendiculaires à l'axe de la parabole est 
l'axe lui-même (fig. 83). 


FIG. 51 FIG. 82 FIG. 83 
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Le diamètre de la parabole ÿ* = 2px correspondant 
aux cordes de coefficient angulaire Æ(k #0) est représenté 
par l'équation 


. P 

FU 

(plus la pentc de la corde par rapport à l'axe est grande, 
plus le diamètre est éloigné de l'axe (9). 

ExeurLe. Le diamètre de la parabole y? = 2fx, cor- 
respondant aux cordes formant un angle de + 45° (4 =: 1) 
avec l'axe, cst représenté par l'équation ÿ = p, autrement 
dit sa distance à l'axe AX (fig. 84) est égale à la demi-corde 
focale FR ($ 52). Cela signifie que le diamètre coupe la 
p’rabole au point R situé au-dessus du foyer F. 

Toutes les droites parallèles à un diamètre quelconque de la parabole coupent la 
parabole en un seul point. Cest pourquoi la parabole ne possède pas de diamètres 
conjugués. 


8 58. Courbes du second degré 


L'ellipse (en particulier la circonférencc), l'hyperbole et la parabole 
sont des courbes du second degré, autrement dit dans tout système de 
coordonnées cartésiennes elles sont représentées par des équations algé- 
briques du second degré. Toutefois, toute équation du sccond degré 
ne représente pas l'unc de ces trois courbes. Il peut arriver, par exemple, 
qu'une équation du second degré représente un couple de droites. 
EXEMPLE 1. L'équation 
4x — 95 = 0 (1) 


qui se décompose en deux équations 2x — 3y = 0 et 2x + 3y = 0 
représente un couple de droites se coupant à l'origine. 
EXEMPLE 2. L'équation 


x—2xy + y"—9—0 (2) 


qui sc décompose en deux équations x — y + 3—=0ctrx—y—3—0 
représente un couple de droites parallèles. 
EXEMPLE 3. L'équation 


xt — 2xy + y = 0, (3) 


c'est-à-dire (x — y)? — 0, représente une seule droite x — y = 0; mais 
le binôme + — y figurant à la puissance deux dans le premier membre 
de (3), on admet que (3) représente deux droites confondues. 


«°) Le coefficient angulaire de tout diamètre de la parabole est nul, autrement dit 
il vérifie l'équation AR, — €! — 1 qui a lieu (46 55, 56) pour l'ellinse et l'hyperbole (pour 
a parabole s = 1). 


Géométrie analytique à deux dimensions 85 


I pcut arriver qu'une équation du second degré ne représente 
qu'un seul point. | | 
EXEMPLE 4. L'équation 


+0 (4) 


ne possède qu'une seule solution réelle, précisément x — 0, y — 0. 
Elle représente le point (0,0). Par ailleurs, l'équation (4) se décompose 


en deux équations x + — y = 0 ct PR à cocfficients ima- 
2 2 


ginaires. C'est pourquoi on dit que (4) représente sun couple de 
droites imaginaires se coupant en un point réel ». 

Il peut arriver enfin qu'une équation du second degré ne représente 
aucun lieu géométrique. 

EXEMPLE 5. L'équation 


te 6) 


ne représente aucune courbe ni mème un point, car la quantité 


"A - ne peut avoit une valeur positive. Toutefois, du fait de la 
ressemblance de l'équation (5) avec l'équation de l'ellipse, on dit que 
l'équation (5) représente une sellipse imaginaire ». 

EXEMPLE 6. L'équation 

xt — 2x +Y +90 (6) 
ne représente non plus ni une courbe ni même un point. Toutefois, 
comme elle se décompose en deux équations # — y + 35 = 0 et x — 
— y — 35 = 0, on dit (cf. exemple 2) que (6) représente sun couple 
de droites imaginaires parallèles so. 

L'ellipse, l'hyperbole, la parabole et les couples de droites épuisent 
toutes les courbes que l'on peut représenter par une équation du second 
degré dans un système de coordonnées cartésiennes. En d'autres termes, 
on a le théorème suivant. | 

THÉORÈME. Toule courbe du second degré représente soit une ellipse, 
soil une hyperbole, soit une parabole, soit un couple de droites (concou- 
ranles, parallèles ou confondues). 

DÉMONSTRATION. Par une transformation des coordonnées on 
ramène l'équation donnée du second degré à une forme plus simple, 


® ® , 12 e e L 4 
et alors ou bien on obtient l’une des équations canoniques _. + La = 


a L? 
es À 

= +1 (ellipse réelle ou nee = + 1 (hyperbole), 

a 
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y? = 2px (parabole), ou bien on découvre que l'équation du secondg 
degré se décompose en deux équations du premier degré. Simultané. 
ment nous trouvons les dimensions de la courbe du second degré et sa 
position par rapport au système initial de coordonnées (par exemple, 
pour l'ellipse, la longueur des axes, leurs équations, la position du 


centre, etc.). 
Les transformations indiquées sont effectuées aux £$ G1-G2. 


$ 59. Forme générale de l'équation 
du second degré 


L'équation générale du second degré s'écrit habituellement sous la 


forme 
Axt + 2Bxy + Cy' + 2Dx + 2Eÿ +F = 0. (1) 


On a introduit les notations 2B, 2D, 2E (et non B, D, E) car dans de 

nombreuses formules entrent les moitiés des coefficients de xy, x et y. 

Or, utilisant ces notations nous évitons les expressions fractionnaires, 
EXEMPLE 1. Pour l'équation 


21 +xy — 23" + 2x + 4y +4 =0 
nous avons: 
A=l, B=—, C = —2, D = 1, E = 2, F= 4. 


EXEMPLE 2. Pour l'équation 2xy + x + 5 = 0 nous avons: 
A=0, B=1, C=0, D=—., E=0, F=s5. 


REMARQUE. Les quantités 4, B, C, D, E, F peuvent prendre n'im. 
porte quelles valeurs à condition que À, B, C ne soient pas simultané. 
ment nulles, car dans ce cas l'équation (1) est du premier degré, 


$S 60. Formes simplifiées de l'équation 
du second degré; remarques générales 
Nous effectucrons la transformation de l'équation du second degré 
As + 2Bxy + Cy' + 2Dx + 2Eÿ +F=0 (1) 


pour obtenir l'une des formes simples (cf. $ 58) d'après le schéma sui- 
vant (%, 


«°) Le procédé que nous exposons ici n’est pas le plus rapide, mais il n'exige aucun 
théorème auxiliaire. Un autre procédé plus rapide est exposé aux $$ 69, 70. 
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a) PREMIÈRE ÉTAPE. Nous éliminons d'abord le terme en x} (nous y 
parvenons par rotation des axes; cf. 6 61). 

b) SECONDE ÉTAPE. Nous éliminons les termes contenant le pre- 
micr degré des coordonnées (nous y parvenons par translation de l'ori- 
gine;, cf. $ G2). 


& 61. Première étape de la transformation 
de l'équation du second degré 


(Si B = 0, cette transformation cest inutile.) 
Effectuons une rotation des axes de coordonnées d’un angle « 
vérifiant la condition ‘* 
2B 
Mr Ace. (2) 
Les formules de transformation sont ($ 36): 


x = x’cosa — y’sinaæ, ÿ = x’ sin æ + y” cos a. (3) 


Les termes en +’y’ s'éliminent ®%® ct la nouvelle équation a la forme 
suivante: 
A'x3 + C'y"3 + 2D'x + 2E'y + F° = 0. (4) 


EXEMPLE {. Soit donnée l'équation 


222 — 4xy + 5 — x + 5y — 4 — 0. (1a) 
Ii A=2, B=—2, C=S5, D=——., E = F = —4 
Nous trouvons de la condition (2): 
—4 4 
t£ 24 — PT al 3° (23) 


2B 


co) Si A =C (la quantité = 


2a = + 90°, c'est-à-dire a — +45°. 
ce Le coefficient de x’y° est de la forme 


2B’ =(C—4A)2sinacosa + 2B (costa — sin' a) — (C — A) sin 2a + 2B cos 2a. 


En vertu de (2) ce coefficient est nul. 


& tend vers l'infini), alors on a ($ 21, remarque) 
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Si l'angle 2x est pris dans le premier quadrant (24=:53°8", « 3 26°34) 
nous obtenons: ‘ 
1 3 


COS 24 = — = 
Vittg za 5 


sin a = IS LL 
2 Ys” 
TE [A2 
2 ÿ5 


Les formules (3) deviennent alors 


Lg ÿ, 
5 Ys Fe 
a) 
y = 1 x’ + je Y. 
ÿ5 5 
Portant dans (la), nous trouvons la nouvelle équation 
3 11 
Xt+GYt+—x +—y —4=0, 
CERN E (ta) 
où 
4'=1, B'=0, C'=6, D' = Le pau. F' = —4 
235 2Y5 


Si l'on prend l'angle 2x dans le troisième quadrant (2x = 233°8/, 
« = 116°34’), on obtient d’une manière analogue l'équation 


én+ys+ Lou À 40, 
UE ÿ5 
où 
4'=6, B'=0, C'=1, Draste, fase F'= —4 
2Y5 2Y5 
EXEMPLE 2. Soit donnée l'équation 
+2: +Y +2x +70. (1b) 
Ici 


A=1, Del, C=1i, Del, Eng, F=0. 


Comme À = C, on peut (cf. renvoi (*} de la page 87) prendre 
a = 45°. Portant dans (1b) les expressions 
x = 2 cos 45° — y’ sin 45° = Er) 
Y2 


| Ge) 
y = s’ sin 45° + ÿ 008 45° = — (3° + Y), 
ÿ2 
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nous trouvons 


3 1 
2x34 —— x — —ÿ =0 4b 
V2 Y2 1) 
Ici 
A’ = 2, B' = 0, C' = 0, D'= ——, = — — + F" =0 
22 2V2 
En prenant & = — 45° nous obtenons: 
1 3 
2Y +4 +—7y =0 s LA 
E ÿz (4b”) 
Jci 
1 3 
A'=0, B'=0, C'=2, Dm, Em, F'=0 
2 V3 2 Y2 % 
EXEMPLE 3. Soit donnée l'équation 
2x — 4xy + 2ÿ1 + 8x — 8y — 17 = 0. (1c) 


Comme À = C, on peut prendre &« = 45°. Portant les expressions (3b) 
dans (lc) nous trouvons: 


4ÿ1—8 Y2ÿ'—17=0. (4c) 
Prenant &« = — 45°, nous obtenons: 
47248 V2x —17=0. (4) 


8 62. Seconde étape de la transformation 
de l'équation du second degré 


On doit distinguer deux cas: 
1) aucun des coefficients 4”, C’ de l'équation 


A'x3 + C'yt+ 2D'x + 2E'ÿ + F°=0 (4) 
n'est nul (il en était ainsi dans l'exemple 1 du $ 61); 
2) l'un des coefficients 4”, C’ est nul (il en était ainsi dans les 


exemples 2 et 3) ‘*, 
Cas 1. L'équation 


A's3+ C'yÿ1 + 2D'x + 2E'ÿ + F° = 0 (4) 


(> Les coefficients 4”, C’ ne peuvent être simultanément nuls (car dansce cas 
l'équation (4) serait du premier degré). 
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subit la transformation suivante. On complète la somme A4’ + 
D’ D'3 : 
+ 2D'x'= A’ ("+ er r| par le terme pr ; on obtient 4° {+ 


D' Y? E? 
+ Al: On complète la somme C’y’?+ 2E’y" par le terme ae 
| E'’ }? : D"? E’? 
on obtient cfr + le Pour compenser nous FJonense + — 
/ , C! 


au second membre de (4). Nous obtenons une équation de la forme 


, D’ L n E’ , LS »# 
a(r+2) +++ = &”, (5) 
où 
D"! E"! 
=: Re 
Tru 
Fe | E" 
Transférons l'origine des coordonnées au point | — nn so ——|, 
La C’ 


autrement dit effectuons la transformation des coordonnées ($ 35) à 
l'aide des formules 


=D 248. E 
a mer YF: (6) 

Nous obtenons l'équation 
A+ C'y"=K'  (A'EO, C’ HO). (7) 


Si À’ # 0, nous divisons cette équation par K”’. Nous obtenons: 


3 y 
ete ù 
A © 


‘ La 


a) Si les deux quantités _ et we” sont positives, nous avons 


une ellipse. 
‘ La 


Ÿ 2 
b) Si les deux quantités #7 ct sont négatives, nous avons 
A! L 


une cillipse imaginaire (cf. exemple 5 $ 58). 

c) Si l'une de ces quantités est positive et l'autre négative, nous 
avons une hyperbole, 

Si par contre K’ — 0, l'équation (7) est de la forme 


A’ + C'ÿ = 0. (7°) 
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Deux cas sont possibles: 

d) Si 4’ et C’ sont de signes contraires, alors A’x2+ C’7* se dé- 
compose en facteurs du premier degré, comme la différence des carrés. 
Les coefficients des deux facteurs sont réels et nous avons un couple 
de droites sécantes (cf. exemple 1 $ 58). 

e) Si 4’ et C’ sont de même signe, alors 4’x? + C’y? se décompose 
également en facteurs du premier degré, mais les deux facteurs con- 
tiennent des termes à coefficients imaginaires, et nous avons un couple 
de droites concourantes imaginaires, c'est-à-dire un point réel (cf. $ 58, 
exemple 4). 

ExEMPLE Î. L'équation (la) de l'exemple 1 $ 61 prend, après 
rotation des axes, la forme 


g3 + 6p8 + À y + 5 4 = 0. (42) 
Ys Y5 


Ecrivons cette équation sous la forme 
3 2 11 V2 3 2 11 2 
x = + 6 | = —— GI —— 4, 
( ” ns) ren) Êx) * (27) di (52) 


autrement dit 
3 2 
(+5) +(r25) =. 
2Y5 12ÿY5 24 


Passant à un nouveau système de coordonnées en transférant l'origine 


3 
au point | ——=) me d'après les formules 
2Ÿ5 12Ÿ5 


r=x— — ; = Y——, (62) 
2Y5 12Y5 
nous obtenons 
22 + Gy? — LELS (7a) 
24 
ou 
ee 5° 
ai Tir À (8a) 
24 144 


L'équation étudiée est une ellip- 
« dont les demi-axes sont a — 


131 131 
= 33 ©23,b = PFide dd 
Sur la fig. 85 (où OE est l'unité 
graphique) a = O’A, b = O'B. 
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Le centre de l'ellipse se trouve au point 0” de coordonnées # = 0, 
y = 0. A l'aide des formules (6a) nous trouvons Îcs coordonnées du 
centre dans le système auxiliaire X’OY”: 


Sur la fig. 85 
x’ = OP, ÿ = PO. 


Nous trouvons d’après les formules (3a) £ 61 les coordonnées du centre 
dans le système initial XOY: 


; El TE) a 12ÿ5 3 ni 
Sur la fig. 85 xe = OP, ye = PO. 
Trouvons les équations des axes de l'ellipse dans le système initial, 
Dans le système #O’Ÿ le grand axe a pour équation ÿ — 0, dans le 
système X’OY” ce même axe est, en vertu de la seconde équation (6a), 


représenté par l'équation y’ = — —— 
Résolvant le système (3a) par rapport à x”, y” nous trouvons: 


2 1 
fm—s+—7y 

l'E V3” 
PR 
Vs V3. 


Nous n'avons besoin que de la seconde de ces équations; y posant 


11 
y" = — 121 , nous obtenons l'équation du grand axe dans le système 
XOY,; précisément 
LE 
y5 ÿ5 12ÿ5 


ou 
12x — 24y—11= 0. 


Par le même procédé nous trouvons l'équation du petit axe 


4s+27+3=0,. 
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Cas 2. L'un des coefficients 4”, C’ est nul. L'équation (4) est 
de la forme 
A'X1 + 2D'x +2E'yY +F'=0 (9) 
ou 
C'3"2 + 2D'2° + 2E'yÿ + F' 2 0. (9°) 


Considérons une équation de la forme (9) [pour l'équation (97 les 
raisonnements sont les mêmes, seulement les rôles de x’ ct y’ sont in- 
tervertis]. 

a) Si E’Æ 0, on peut résoudre l'équation (9) par rapport à y’; 
nous obtenons: 

A° D’ F° 


8 — — D eee © 
2E° cd E’ 2E° 


ÿ = — (10) 


Nous avons une parabole. Les coordonnées du sommet sont déterminées 
par les formules (5) $ 50 pour 


a = — Fo b = à = _ 
. 2£L' ? RE EE" , € sn "2E" ’ 
b) Si E’=— 0, l'équation (9) s'écrit 
A'x3 + 2D'x° + F' = 0. (11) 


Décomposant le premier membre de (11) en facteurs du premier degré 
nous obtenons ‘*?: 


D'aL A'E? __ nm TTL , 
je MERE) Gr Peer | 


L'équation (12) [et par conséquent (11)] représente un couple de droites 
parallèles si D'?— 4°F° > 0, un couple de droites parallèles imaginaires 
si D'?— A'F° < 0 et deux droites confondues si D'2— 4’F° — 0 ($58, 
exemples 2, 6 et 3). 

EXEMPLE 2. L'équation (1b) de l'exemple 2 $ 61 sc transforme, 
après rotation des axes de 45°, de la manière suivante: 


(12) 


3 1 
214 ry — y Ss0, 4b 
E TE ÿ (4b) 
En la résolvant par rapport à y’, nous obtenons: 
Y = 2253 + 3v. (10b) 


VD 4" — D’ = YD—4A Fr —D 


sont les racines 
A’ A’ 


ce) Les quantités 


de l'équation (11). 
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L'équation (10b) [ct par consé- 
quent (1b)] représente une parabole 
(fig. 86) ; nous trouvons les coordon- 
nées x’, y” de son sommct À d’après 
les formules (5) $ 50: 


3 
ZX, = — — 3 —0,5 
É 4 V3 j 
; 9 
Ya = — — & — 0,8. 
FIG. #6 8 V2 


On peut trouver également les coordonnées du sommet sans avoir 
recours aux formules (5) $ 50 (cf. $ 50, remarque 1). 

A l'aide des formules (3b) 8 61 nous trouvons les coordonnées du 
sommet dans le système initial: 


V2 EE (- . + )-5=02 


spy = 
M TNT 4Y2 syY2 
V2 Y2 3 9 15 
mes SRE = 00 
4 >! LR 2 4 Ÿ2 =) 16 


Trouvons l'équation de l'axe AU de la parabole. Dans le nouveau systè- 
me cet axe est représenté par l'équation 


a. 
4ÿ2 


Résolvant les équations (3b) par a à +”, y’, nous trouvons: 


# 


x = — 


ÿ = F5 (y — x). 
3 
Portant x° = — —— dans la première de ces équations (nous n'avons 
4ÿ2 


pas besoin de la seconde), nous obtenons: 


ol! 
4r+4y +3=0. 


C'est l'équation de l'axe de la parabole dans le système initial de coor- 
données. 
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N ExEmPLE 3 L'équation (lc) de 
l'exemple 3 $ 61 devient, après rotation 
des axes d'un angle de — 45°, 


4x + 8 2x —17 = 0. (4c’) 


Décomposant le premier membre de ({c') 
en facteurs, nous obtenons: 


4 (-- = =) (> + Ale) = 0, 
(12c) 


autrement dit un couple de droites paral- 
lèles (UV ct U'V” sur la fig. 87): 


pee, r = +2 V2 (13) 


Trouvons l'équation de ces droites dans le système XOY. Comme le 
système XOY s'obtient de X’OY” par une rotation de + 45°, nous 
avons 
5 2 
cu Ty, y = + 5). (14) 
Portant dans la première de ces équations d’abord l'une, puis l'autre 
valeur (13), nous trouvons: 


5—2ÿ2 V2 
2 = ("—»), 
s+2Ÿ2 V2 


ou 
V2x— Yiy-5+2Y2=-0, 
V2:z— Viyÿ15+2VY2=0. 
Ce sont les équations des droites UV, UV” dans le système initial de 
coordonnées. 


8 63. Artifices facilitant la simplification 
des équations du second degré 


Le procédé de simplification des équations du second degré exposé 
aux $$61-62 présente deux avantages sur les autres procédés: 1) il 
donne une classification complète des courbes du second degré (ou coni- 
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ques) (théorème du 6 58); 2) il est uniforme et simple. Toutelois ce 
procédé nécessite des calculs relativement laboricux. 

Dans de nombreux cas on peut simplifier les calculs. 

1. Pour les courbes du second degré qui se composent de deux 
droites ($ 53, exemples 2, 3, 4,6) on peut trouver aisément les équa- 
tions des deux droites sans effectuer la transformation des coordonnées. 
Ce procédé sera exposé au 465; on donnera préalablement au $ 64 un 
critère de décomposition. 

2. Une conique véritable peut être soit une cllipse, soit une hyper- 
bole, soit une parabole. L'ellipse et l'hyperbole possèdent un centre, 
alors que la parabole n'en a pas. C’est pourquoi il est commode de 
commencer la simplification des équations de l'ellipse et de l'hyperbole 
par une translation de l'origine au centre. On peut déterminer d’avance 
le genre de la courbe du second degré. Le critère correspondant est 
exposé au $ 67; au $ 68 on précise la notion de centre et au $ 69 on 
explique comment trouver les coordonnées du centre. Au $ 70 on donne 
le procédé de simplification des équations de l'ellipse et de l'hyperbole. 

3. En ce qui concerne la parabole, le procédé de simplification ex- 
posé au $ 61 reste le meilleur. On peut d’ailleurs ttouver aisément les 
dimensions de la parabole (c'est-à-dire la valeur du paramètre p) à 
l'aide des invariants. Nous en parlerons au $ 66. 


&S 64. Critère de décomposition des courbes 
du second degré 


Si la courbe du second degré 
Au + 2Bsxy+ Cy + 2Dx + 2Ey+F =0 (1) 


est un système de deux droites (distinctes ou confondues) (elles peuvent 
être imaginaires), le déterminant du troisième ordre ($ 118) 


4 B D 
a=|8 C E (2) 
DE F 


s'annule. Inversement si À = 0, alors la courbe (1) se compose de deux 
droites. 
Pour la démonstration se rapporter au $ 65 (remarque 2). 
EXEMPLE 1. Au $ 61 (exemple 3) on avait considéré la courbe 
du second degré 
2x9 — 4xy + 25% + 8x — 8y — 17 = 0 
A=92, B=—-9, C=9, D=4, E= —4, F= — 17) 
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Au $ 62 on avait établi (exemple 3) que cette courbe se compose de 
deux droitcs parallèles: 


Y2x—Y2y—5s+2Y2-0 (3) 
ct 
V2z—YV2y+5+2Y2-0. (4) 
Donc, À doit être nul. En effet 

2 —2 4 

A=|—2 2 —4 - 
4 —4  —17 

=?) 2 mes ne or Le 
—4 —17 4  —17 4 —1 


= 2: (— 50) + 2: 50 + U = 0. 
EXEMPLE 2. La courbe du second degré 
227 — 4xy + Sy — x + 5y—1—=0 
ust unc conique véritable, car 


5 
s 14 
| 5 nt 
| S 
— ne 2.4 
2 2 


autrement dit, À n'est pas nul. On a montré aux 8$ 61, 62 (exemple 1) 
que cette courbe est unc ellipse. 

RÈGLE MNÉMONIQUE POUR L'EXPRESSION (2): dans la première 
liyne on écrit dans l'ordre les coefficients des termes en x de (1), dans 
la seconde ligne les cocfficients des termes en y, dans la troisième ligne 
les trois derniers coefficients. 


$ 65. Recherche des droites composant une courbe 
du second degré 


Pour trouver les équations de deux droites qui constituent ensemble 
une courbe du second degré 


Ait + 2Becy + Cyt + 2Dv + 2Ey +F — 0 (1) 


(cf. $ 64) il suffit de décomposer le premier membre de (1) en facteurs 
du premier degré. Quand l’un au moins des coefficients À, C n’est pas 


4-1158 
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nul, le micux est de résoudre l'équation (1) par rapport à celle des coor- 

données x, y, qui y figure au second degré. Les deux solutions (elles 

peuvent être identiques) représentent les deux droites recherchées. 
EXEMPLE 1. La courbe du second degré 


2x1 — 4xy + 279 + 8x — 8y — 17 = 0 (2) 
est l'ensemble de deux droites, car 
2 —2 4 
A=|—2 2 —4 
4 —+  —17 


est nul. On peut résoudre l'équation (2) par rapport à n'importe laquelle 
des coordonnées x, y (toutes deux y figurent au second degré). Mettant 
(2) sous la forme 


p—Ax+2y+ (st +455) 0, 


nous la résolvons par rapport à y; nous obtenons ainsi: 


y=stisuw+a-(s+a-? $ 


c'est-à-dire 
s 
Y=2+2+— 


V2 


L'une de ces droites est représentée par l'équation y = x + 2 + 
5 
+ —, l'autre par l'équation y = +#+ 2 T2 Ces droites sont pa- 


rallèles (cf. exemple 3 $$ 61-62). 
EXEMPLE 2. La courbe du second degré 


229 + 7xy — 151 — 10x + 54y — 45 = 0 (3) 
est un système de deux droites, car 
7 
. 5 
2 
A = 7 = 0. 
2 
2 15 7 
—5 27 —48 


Mettant (3) sous la forme 
15y? — (7x + 54) y — (2x? — 10r — 48) = 0, 
nous trouvons: 


= +5 VGx + 54) + 4: 15 (221 — 10x — 48) 
_ 30 ‘ 
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L'expression sous le radical cest égale à 169x? + 156x + 36 — 
: 7x + 54 + (13x + 6) 


= (13x + 6). Par conséquent, y . L'une 
30 
de ces droites est représentée par l'équation y = + . 
, . — # + 8 . 
l'autre par l'équation y — . Ces deux droites se coupent au 
ue 6 22 
n mn — — le 
F° | 13” 13 
EXEMPLE 3. La courbe 
10xy — 14x + 15y — 21 = 0 (4) 


se compose de deux droites, car 


0 5 —7 
15 
S MES 
A = ui 210 
15 
| — 7 3 — 21 


Dans l'équation (4) x comme y ne figure qu'au premier degré. C'est 
pourquoi nous décomposons le premier membre de (4) en facteurs en 
groupant les termes. Nous obtenons: 


10xÿ — 14x + 157 — 21 = 2x(5y — 7) + 3(5y — 7) = (2x + 3) (5y — 7). 


La courbe (4) se compose de deux droites: 2x + 3 — 0 et 5y — 7 = 0. 

REMARQUE Î. Dans le cas où 4 — C — 0, on peut également 
résoudre l'équation considérée par rapport à x ou y; ainsi, dans l'exemple 
3 nous obtenons (10x + 15)y — 14x + 21, mais on ne peut diviser les 
deux membres par 10x + 15 que dans le cas où 10x + 15 n'est pas nul. 


A =. et l'équation 


10+ + 15 5(2x + 3) S 


de l'une des droites est y — _ , c'est-à-dire 5y —7 = 0. Dans le cas 


Nous obtenons alors ÿ — 


où 10x + 15 = 0, c'est-à-dire x = — , l'équation (10x + 15) y = 
2 


= 14x + 21 est satisfaite pour n'importe quelle valeur de y; nous 


obtenons ainsi l'autre droite x = ne , c'est-à-dire 2x + 3 = 0 
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REMARQUE 2. Les calculs réalisés dans les exemples 1 et 2 peuvent 
être effectués puur toute équation de la forme (1) si seulement C #0. 
Répétant ces calculs dans le cas général, nous obtenons sous le radical] 
le trinôme carré 


(B'— AC) x1 + 2(BE — CD) x + E' — CF. (5): 
Il sera un carré parfait si, et seulement si, 
(BE — CD} — (B*— AC)(E*— CF) = 0. (6) 


Nous voyons après quelques transformations simples que le premier 
membre de l'égalité (6) est égal à CA, où À est le déterminant du troi. 
sième ordre. Comme par hypothèse C # 0, le critère de décomposition 
est À — 0. Dans le cas où C — 0, mais À # 0, nous parvenons à cette 
méme conclusion en intervertissant les rôles de x et y. C'est ainsi qu'on 
établit le critère du $G+ dans le cas général. Dans le cas exceptionnel 
où À = C = 0 (ct par conséquent B %# 0), le premier membre de l'équa- 
tion (1) a pour cxpression 
2Bxy + 2Dx + 2Ey + F. 


Mettons ce polynôme sous la forme 2x(By + D) + (2£y + l). 
Cette expression se décompose en facteurs du premier degré uniquement 
dans le cas où les cocfficients correspondants des binômes By + D et 
2Ey + F sont égaux ou proportionnels (cf. exemple 3), c'est-à-dire 
quand 2DE — BF = 0. Mais dans le cas considéré À est de la forme 

0 BH D 


. À | 
B O0 E |, d'où il découle que 2DE — BF = Ze Csst ainsi 
D E F 


qu'on établit le critère du $ 64 dans le cas exceptionnel. 
8 66. Invariants d'une équation du second degré 


Lors du passage d’un système de coordonnées rectangulaires à un autre, 
nous remplaçons l'équation 


Axt + 2Bxy + Cy + 2Dx + 2Ey +F=0 (1) 
de la courbe du second degré par unc autre équation 
A'xt + 2B'a"y + C'y"t + 2D'x + 2E’y + F'=0 (2) 


que l'on obtient de (1) à l'aide des formules de transformation des 
coordonnées (cf. exemples $$ 61 et 62). Les valeurs de 4’, B’, C’, D”, 
E”, F” (toutes ou certaines d'entre elles) diffèrent alors des valeurs des 
grandeurs correspondantes 4, B,C, D,E, F. 
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Joutcfois les trois ecXpressiuns que nous allons rapporter plus Las, 
furmées des grandeurs 4”, B”, C’, D’, E”, F”, restent toujours égales aux 
expressions correspondantes formées à partir des grandeurs À, B,C, D, 
E, F. Ces trois expressions sont appelées les invariants de l'équation du 
second degré. | 

a) Le premier invariant est À + C. 

b) Le second invariant est à = é | 
B C 
c) Le troisième invariant est 


A B D 
B C E 
D EE F 


A= 


EXEMPLE Î. L’équation 
2x — 4xy + 53% — x + 5y — 4 = 0 


(4-2 B=—2 C=S5, Dies E=+, F= —s) 


avait été mise au $ 61 (exemple 1) sous la forme 
3 11 

At +HON + x + — 

: y5 ys 


(-" BR =0, C’=6, D'= 


ÿ—4#=0 
3 
= E' = ——— F° = —4 
2ÿ5 ) 
par une rotation des axes d'un angle arc DT & 26°34. 


a) L'expression À + C était dans l’ancien système égale à 2 + 5 
— 7, dans le nouveau système l'expression correspondante 4° + C” 
= 1+ 6 = 7, de sorte que 


A+C=4" +0. 


b) Dans l'ancien système on avait 
— 2 


2 
s-| 
2 5 


[=2s-2tare 


dans le nouveau système nous avons: 


de sorte que 
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c) Dans l’ancien système on avait 


1 
2 2 <> 
s 131 
RS 
1 s 
a 
dans le nouveau système 
: 3 
2Y5 
11 131 
‘| 0 — 
è 2}5 4 
8 11 ’ 
2Y5  2}ÿ5 | 


de sorte que 
EXEMPLE 2. L'équation 


3 11 
+6 +——x +——y —4=0 
/ 7 ÿ5 LE d 
131 
avait été mise au $ 62 (cf. exemple 1) sous la forme x? + 6ÿ? — —— — 0 


24 


: 3 
en transférant l'origine ‘des coordonnées au point x4°= — — 


215” 


11 
y = — —. On a maintenant: 
12 V 
1 0 0 
A _ : = , 
: 131 | 
24 
c'est-à-dire 
A=A=A. 


Les deux autres invariants conservent évidemment les valeurs 
initiales. 

Pour démontrer l’invariance de chacune des quantités étudiées en 
a), b), c) il suffit de former les expressions des quantités 4”, B’, C’,…. 
en fonction de À, B,C,. (ces expressions renferment également l'angle 
de rotation « et les coordonnées de la nouvelle origine des coordonnées). 
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En les portant, par exemple, dans 4°-+ C”, nous trouvons après sim- 
plification À + C, etc. Toutefois les calculs correspondants sont fort 
Jaborieux (°. 

REMARQUE. Si l’on multiplie (ou si l'on divise) les deux membres 
de l'équation (1) par un nombre arbitraire À, la nouvelle équation repré- 
sente la même courbe du second degré. Toutefois, les quantités de a), 
b), c) sont modifiées: la première est multipliée par 4, la seconde par 
k3, la troisième par k*. C'est la raison pour laquelle ces quantités sont 
appelées les invariants de l'équation du second degré et non les inva- 
riants de la courbe du second degré. 


& 67. Trois genres de courbes du second degré 


& ($ G6) est positif pour l'ellipse (cf. exemple 1 $ C6), négatif pour l'hy- 
perbole et nul pour la parabole. 


2 
DÉMOXSTRATION. L'ellipse est représentée par l'équation — + 
a 


2 
+ __1—0. Pour cette équation à — > 0. Par la trans- 


L? a? 
formation des coordonnées 8 conserve sa valeur, et lorsqu'on multiplie 
les deux membres de l'équation par un nombre arbitraire k, il est 
multiplié par À? ($ 66, remarque). Par conséquent, il est positif dans 
tout système de coordonnées. La démonstration est analogue dans 
le cas de l'hyperbole et de la parabole. 

Conformément à cela on distingue trois genres de courbes du second 
degré (et d'équations du second degré). 

a) Genre ellipse, caractérisé par la condition 


êô = AC—B1> 0. 
Ce sont, outre l'ellipse réelle, l'ellipse imaginaire ($ 58, exemple 5) et 


deux droites imaginaires se coupant en un point réel (6 58, exemple 4). 
b) Genre hyperbole, caractérisé par la condition 


8= AC—B'<0 


[hyperbole, deux droites concourantes réelles ($ 58, exemple 1)]. 
c) Genre parabole, caractérisé par la condition 


8—=AC—B=0 


[parabole, deux droites parallèles (réelles ou imaginaires) confondues 
ou distinctes]. 


C9) Jl'existe des procédés artificiels allégeant la démonstration. 
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EXEMPLE Î. L'équation 
a+ 2xy +5 + 2x + y =0 (1) 
est du genre parabole, car 
8=AC—B=1-1—1=0. 


Comme 
1 1 1 
1 
1 1 ne 1 
1 
se 0 
: 2 


n'est pas nul, l'équation (1) représente une conique véritable, autrement 
dit une parabole (cf. $$ 61-62, exemple 2). 
EXEMPLE 2. L’équation 


8x + 24xy + 3? — 56x + 18y — 55 = 0 (2) 
est du genre hyperbole, car 
8= AC—B=8.1—12! = —136 < 0; 


comme 
8 12 — 28 
A = 12 1 910, 
— 28 9 — 55 


l'équation (2) représente un couple de droites concourantes. On peut 
trouver leurs équations par la méthode du $ 65. 
EXEMPLE 3. L'équation 


22— 4xy + Sÿ— x + 5ÿ—4=0 
est du genre ellipse, car 
8-A4AC—B=S.2—2-6> 0. 


Comme 

1 

2 2 S 
s 

A=l—2 5 = | #0, 

2 

1 $ 

SC 


la courbe est une conique véritable et, par conséquent, une ellipse. 
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LÉ L 


FIG. 88 FIG. 89 


FIG. 90 


REMARQUE. Les courbes du même genre sont liées géométri- 
quement de la manière suivante: le couple de droites concourantes ima- 
ginaires (donc un seul point réel) est le cas limite de l'ellipse se réduisant 
à un point (fig. 88) ; le couple de droites concourantes réelles est le cas 
limite de l’hyperbole qui s'approche de ses asymptotes (fig. 89) ; le couple 
de droitcs parallèles est le cas limite de la parabole dont l'axe et un 
couple de points Af, Af” symétriques par rapport à l'axe (fig. 90) sont 
immobiles et le sommet tend vers l'infini. 


& 68. Coniques à centre 


DÉFINITION. On dit que les points À et Z3 (fig. 91) sont symétriques 
par rapport au point C si C cst le milieu du segment AB. Le point C 
est appelé centre de symétrie (ou simplement centre) de la figure si pour 
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A C 5 tout point À de cette figure il cxiste un point 
SE j N symétrique de M par rapport à C. 
FIG. 91 Le point que nous avons appelé ($ 40) 


centre de l'ellipse ainsi que le point ap- 
pelé ($ 44) centre de l'hyperbole répondent évidemment à la dé- 


finition du présent paragraphe. Le centre d’une conique se com- 
posant de deux droites concourantes ($ 58) est, conformément à la défi- 
nition du présent paragraphe, le point d'intersection de ces droites (L 
sur la fig. 92). 

Chacune des coniques considérées plus haut possède un centre 
unique. Par contre, si la courbe du second degré se compose de deux 
droites parallèles (4 B et CD sur la fig. 93), alors fout point de la droite 
MN équidistante de 4B et de CD satisfait à la définition du centre. 

La parabole n'a pas de centre. 

On distingue donc les coniques à centre unique (l'ellipse, l'hyper- 
bole, deux droites concourantes), les coniques à une infinité de centres 
et celles qui n'en ont pas (la parabole, deux droites parallèles). 

REMARQUE. On estime que les ellipses imaginaires et les couples 
de droites imaginaires se coupant en un point réel (cf. $ 58) sont les 
coniques à centre. En ce qui concerne l’ellipse imaginaire il s’agit d'une 
convention, alors que la figure composée d'un seul point réel satisfait 
à la définition d’une conique à centre (ce point unique est lui-même 
le centre). Deux droites parallèles imaginaires ($ 58) sont une conique : 
dépourvue de centre. 

Ainsi les coniques du genre ellipse et hyperbole (pour elles AC — 
— B? £ 0, cf. $ 67) sont à centre; les coniques du genre parabole (4C — 
— B? — 0) n'ont pas de centre ou en possèdent une infinité. 


FIG. 92 
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&g 69. Recherche du centre d’une conique 


Pour trouver les coordonnées x,, y, du centre de la conique 
Axt + 2Bzxy + Cy + 2Dx + 2Ey+F=0, (1) 
il faut résoudre le système d'équations 


| (2) 
Bxe + C5ÿ'e + E = 0. 


Ce système d'équations possède une solution unique ($ 187) 


F “| A D 

E C B oi 

Re Vo — ——— 3) (3) 
A B A B 
B C B C 


étant donné que : - Æ 0 (c'est précisément la condition pour 
que la conique soit à centre; $ 68). 
EXEMPLE 1. Nous trouvons le centre de la conique (exemple 2 $ 67) 
Bat + 24xy + y" — 56x + 18y — 55 = 0 (4) 
en résolvant le système 
8x, + 127, — 28 = 0, 
12xe + Ye + 9 = 0. 
Nous obtenons: 


Le mi | 8 T° 
9 1 
MR le =) 
8 12 8 12 
12 1 12 1 


Comme (4) est une conique du genre hyperbole composée de deux droi- 
tes, le point (— 1, 3) est le point d'’intersection de ces droites. 
EXEMPLE 2. Nous trouvons le centre de la conique (exemple 1 $ 61) 


232 — 4xy + Sy — x + 5y — 4 = 0 (S) 
en résolvant le système 


| 
240 — 2% — > æ 0, 


5 
+5 t+tz—0. 
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Nous obtenons: 


5 
hi a; 
La conique (5) est une ellipse (étant donné que & > 0 et À # O). 
DÉDUCTION DES ÉQUATIONS (2). Si l’on transfère l'origine au centre 
cherché C (x, yo), l'équation (1) en vertu des formules 
sert, Y=t+tY (6) 
devient 
A: + 2BDx'y + Cy't + 247, + Bye + D) x°+ 2(Bxs + Cye + 
+E);"+F°=0, (7) 
où l'on a posé 
F' = Ai + 2Bx,y, + Cyt + 2Dxe + 2Eye + F. 
Si + YQ Vérifient les équations (2), alors (7) prend la forme 
A3 +2Bx'; + Cy'+F'=0. (8) 
Cette équation peut être mise sous la forme 
A(— x) +2B(—x)(— 5) + C(— y) +F'=0. 
C'est pourquoi avec chaque point Af(x’, y”) appartenant à la conique (8) 
celle-ci contient le point N (— x’, — y’), symétrique de M par rapport 
à la nouvelle origine C. Par conséquent ($ 68), C est le centre de la 
conique (8). 


& 70. Simplification de l'équation 
d'une conique à centre 


On peut ramener l'équation d’une conique à centre à sa forme la plus 
simple plus rapidement que par la méthode générale du £ 60 si l'on 
effectue d'abord une translation de l'origine au centre (de sorte que les 
termes du premier degré disparaîtront ; cf. $ 69), puis une rotation des 
axes (de sorte que le terme en xy disparaîtra). L'angle « de cette rota- 
tion est connu à l'avance ($ 61); il est déterminé à partir de l'équation 


tg 2a — 


2B 
REMARQUE. Ce procédé peut être appliqué à n'importe quelle 
conique à centre, mais pour les systèmes de deux droites il est préfé- 
rable d'appliquer la méthode du 8 65. 
ÊXEMPLE. Soit donnée l'équation (exemple 1 $$ 61-62) 


232 — 4xy + 5ÿ° — s + 5y — 4 = 0, (2) 
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drensiérns”ROngMe au centre +6 =. Yo = Fu ($ 69, exem- 
3 
ple 2). 
Utilisant les formules 
Zmrots, Y=r +) (3) 
nous obtenons [cf. (8) $ 69;: 
23 — 417 + 55 — FH = 0. (4) 


Nous trouvons de (1) tg 2x — + , et en prenant l'angle « dans le pre- 


mier quadrant (cf. $ 61) nous obtenons les formules de rotation 


2 — 1 —- 
res h 
LE LE (5) 
vert 7 
Ys Ys 
Porlant dans (+) nous trouvons: 
— —, 131 
x! + 67? — 4 (6) 
ou 
% 5° 
ni tin (7) 
724 144 
Cette conique est une ellipse de demi-axes a = || = 2,3 et b — 
131 FT 
= 14 © 10. Dans le système initial les coordonnées de son centre 
sont X9 = + … Yo = _ , le grand axe (c'est l'axe des abscisses 
3 


dans le système x, y) est représenté par l'équation y — y, = tg «(x — %0) 


ou y + e = 3 x + &l , C'est-à-dire 12x — 24y — 11 = 0 (cf. $ 62, 
3 2 12 
exemple 1). 

REMARQUE. On peut trouver les dimensions de l'ellipse sans effec- 
tuer la transformation des coordonnées. Nous savons à l'avance que par 
suite de la transformation nous devons obtenir une équation de la forme 
A+ Cÿ+ F = 0. On peut trouver les grandeurs À, Cet F à l'aide 
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des invariants ($ 66). Pour l'équation initiale ils prennent les valeurs 
A+C=m2+5—17, 8es AC—B=2.5—(—2} = 6, 


A B D 
À = B C = — 
D E F 


Ils doivent avoir les mêmes valeurs pour l'équation simplifiée. Par 
conséquent, =. _ 
A+C=7, AC =6, 


À o0 ) 
nn EE 13 
0 C 0 | = CF, 
0 0 F 
d'où 
. = = 131 
A = 1, C=6, 24 


de sorte que nous obtenons de nouveau l'équation (6). 


& 71. Hyperbole équilatère 
k 


graphique de l'équation y — — 
x 
L'équation 
y=+ (1 


z 


(4 # 0) représente une hyperbole équilatère ($ 44) dont les asymptotes 
coïncident avec les axes de coordonnées. Ses demi-axes sont 
a=b= V2. (2) 
Si À > 0, les branches de l'hyperbole sont situées l’une dans le 
premicr, l'autre dans le troisième quadrant, si par contre À < 0, elles 
sont situées dans le second et le quatrième 
quadrant (fig. 94). Dans le premier cas l'axe 
réel de l'hyperbole forme avec l'axe des 
abscisses un angle de 45°, dans le second cas 
un angle de — 45°. 
Tout cela peut être établi par la méthode 
du $ 61 si l'on écrit l'équation (1) sous la forme 
xy = À. (3) 
REMARQUE. Dans le cas où À = 0, l’équation (3) 
représente le conple de droites y — 0 (axe des abs- 
cisses) et x = 0 (axe des ordonnées). Quand | k | décroit 
indéfiniment, les hyperboles (3) s'approchent de plus en 
plus de ces droites (de sorte que l’on peut considérer le 


couple de droites perpendiculaires comme une hyperbole 
équilatère dégénéréc). 
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L'équation (1) pour À = 0 représente la seule droite ÿ — 0 (axe des abscisses), non 
pas toute entière d'ailleurs, mais sans l'origine des coordonnées, car pour k=0ets=0 


l'expression y = À devient indéterminée. Si nous donnons à cette indétermination 


toutes les valeurs possibles, nous obtiendrons la droite « disparucs. 


$ 72. Hyperbole équilatère 


graphique de l'équation y — LE ER 
2x +79 
Considérons l'équation 
mx +n ( ! 
Ypx+0 ) 


pour p #0 [pour p = 0 nous avons la droite y = dés x + A . 
g q 


Si le déterminant 
m 


p 


n'est pas nul, l'équation (1) représente la même hyperbole équilatère 
que l'équation (1) du $ 71: 


n 
D=| [= men 
q 


. ÿ = 


nu | 


D 
où À———, avec cette différence que le centre est déplacé de 


l'origine des coordonnées au point C [2 = (fig. 95, 96). Cela 
p D? 


D 
signifie ($71) que les demi-axes sont égaux: a = b — 121. 


ERERE: 


COST 
CLLT 
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Dans le cas où D < 0 (alors » > 0), l'axe réel forme avec l'axe des 
abscisses un angle de + 45° (fig. 95), si par contre D > 0, cet angle 
est de — 45° (fig. 96). 

EXEMPLE 1]. L'équation 


4x —9 

Y TZ: —6 
7 4 —9 ; 
on re rcpré- 
sente une hyperbole équilatère (fig. 95) de centre C (3,2) et de demi- 
axes a = b = 25 = }3-1,73. L'axe 4A’A forme avec OX un angle 


de 45°, car D < 0. Les coordonnées du sommet À sont: 


x4 = xc +a cos 45° = 3 + V5 NE 4 


— 2 
YA = JYc+asin 45° = 2 + V3 —- + 3,2. 


Mous trouvons de même: 


x4 = J— y5-l2 m8, ya 2— Ÿ3 5 & 0,8. 
EXEMPLE 2. L'équation 
x—1 
> 341 
(icim=1, n=—1, p=—1, g—=1, D = 2) représente unc hyper- 
bole équilatère (fig. 96) de centre C(—1, +1) et de demi-axes 
2.2 
a = b — TR 2. L'axe A’A forme avec OX un angle de — 45°, 


étant donné que D > 0. 


REMARQUE 1. Sile déterminant D = est nul, les quantités #, » et fr, q 


sont proportionnelles (= = =) , de sorte que mx + nest divisible par px + g; le 
quotient est — . L'équation (1) représente alors la droite y = F , sans le point x = 


a ne (pour hs nr l'expression (1) est indéterminée; cf. $ 71, remarque |. 
33 +0 3 6 
Par exemple, l'équation y = ——-|m=3,nr6, pf=—1,q9=2, D= | . 
z +2 2 


= o) représente la droite y = 3 sans le point x = — 2. Si l'on donne à la quantité indé- 
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terininée y toutes les valeurs possibles, on ubticndra, vutre 
ja droite y == 3, encore la droite x = — 2. 

RaenarQUuE 2. Le fait quo le point x = — 2 cst 
«exclus de la droite ÿ = 3 peut être clairement illustré de 
3x +68 


x +2 ? 


ja manière suivante. Considérons l'équation y = 


ici D = 1 = 6(1— 8), desrte que pour f£1 
nous avons une hyperbolc d'asymptotes x = — 2ct y = 3. 


ais quand la grandeur fi est proche de 1, cette hyper- 


pole (fig. 97, où B = 1,1) est très proche de ses asymptotes V’ 0 
U'U et V'V, qui se coupent au point K{(— 2,3). On aurait 
u s'attendre à ce que pour fi = 1 l'on obtienne le couple FIG. 97 


de droites U’U (y = 3) et F’’V (x == — 2). Toutefois la 
droite V’V est exclue, car elle est parallèle à l'axe OY et 

r conséquent ($ 14, remarque 2) on ne peut la représenter à l'aide d'une équation résolue 
par rapport à l'ordonnée. Avec la droite V’F le point K situé sur elle se trouve aussi exclu. 


$ 73. Coordonnées polaires 


Prenons sur le plan (fig. 98) un point arbitraire O (pôle) et menons le 
rayon OX (axe polaire). Prenons un segment arbitraire OA pour unité 
de longueur et un angle quelconque (habituellement un radian) pour 
unité d'angle. La position de tout point Af du plan peut être donnée 
à l’aide de deux nombres: 1) le nombre positif p, exprimant la longueur 
du segment OM (rayon vecteur), 2) le nombre ®, cxprimant la gran- 
deur de l'angle XOM (angle polaire) Les nombres p et ® sont appelés 
coordonnées polaires du point Af. 


EXEMPLE 1. Les coordonnées polaires p = 3, ® — — _ définis- 
sent le point N (fig. 98), les cuordonnées polaires p = 3, ® = . 
le même point N, les coordonnées polaires p = 1, ® = 0 (et aussi p = 1, 


o = 2x ou p = 1 ® = — 2x, etc.) le point 4. 

À chaque couple de valeurs p,@ correspond un seul point, mais à 
un même point Af correspond une infinité de valeurs de l'angle polaire 
qui diffèrent les unes des autres par un multiple de 2x (cf. exemple 1). 
Par ailleurs, si le point Àf coïncide avec le pôle, la valeur de l'angle 
polaire est indéterminée. 

On peut convenir de dégager seulement l'une des valeurs de l'an- 
gle polaire, par exemple, de prendre ® dans les limites 


ren. (1) 
Cette valeur de l'angle polaire est dite valeur principale. 
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EXEMPLE 2. Au point N (fig. 98) correspondent les coordonnées 


polaires p = 3, D + 2knx; Ja valeur principale de l'angle 
2 


à Tr 
polaire est — —. 


Au point L correspondent les coordonnées polaires p = 2, ® = x + 
+ 2%nx; la valeur principale de @ est, conformément à la condition (1), 
égale à x (et non à — rx). 

Quand on introduit les valeurs principales, à chaque point (sauf le 
pôle) correspond un seul couple de coordonnées polaires. Pour le pôle 
p = 0 ct ® est arbitraire. 


REMARQUE 1. Quand le point Af décrivant une circonférence de centre au pôle Q 
(fig. 99) coupe au point K le prolongement de l'axe polaire, la valeur principale de l'angle 
polaire subit un saut (au point Af, elle est proche de r, au point Af, de — nr). C'est 
pourquoi il s'avère souvent non rationnel de se limiter aux valeurs principales de ©. 


REMARQUE 2. Quand le point Af parcourant la droite PQ (fig. 100) passe par le 


: En 19 . 
pôle O, la valeur de & subit un saut. Par exemple, si AOP = 7: alors pour le point M, 


(sur le rayon OP) + = _. + 2kn, et pour le point Af, (sur le rayon 00)o = À + 
+ 2nn (het n sont des enticrs). Pour y remédier on aurait pu associer à fous les points de la 


droite PQ une même valeur de œ, par exemple o = XOP, et estimer que les rayons vecteurs 
sont positifs sur le rayon OP et négatifs sur le rayon O9. Par exemple, les coordonnées 
polaires 
Tr 1 
e — 4 », P = 2 


définissent le point Af,, et les coordonnées polaires 


cr nn 
® EE 73 L Ê 2 
le point Ms. 
Les mêmes points peuvent étre donnés à l'aide des coordonnées 
3 Li 
Per mm pe 
| ARE 
« s 
; * 
/ \ 
L Ms Ù 
! 1 
O1 A x M 
b t 
M, N / 
LS , 
N s * ” Lé 


r1G. 98 FIG. 99 
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D 
, y 
M 
27 y 
ea : 0 z px 
FIG. 101 FIG. 102 


(point M) et 


(point Af,). Nous associons alors à tous Îles points de la droite PQ la valeur @ — X0Q, de 
sorte que p est positif sur le rayon OQ et négatif sur OP. 
Exeumrce 3. Construire le point Af de coordonnées polaires 


Li 
PR gene 


A l'angle polaire @ = — . correspond le rayon OC (fig 101). Sur son prolongement 
0D nous portons OAf = 304. Nous obtenons le point cherché Af. À ce même point corres- 


pondent les coordonnées polaires p = 3, 9 = _. : 


8 74. Relation entre les coordonnées polaires 
et rectangulaires 


Supposons que le pôle O (fig. 102) du système de coordonnées po- 
laires coïncide avec l'origine des coordonnées rectangulaires et que 
l'axe polaire OX soit confondu avec l'axe positif des abscisses. Soient M 
un point arbitraire du plan, x et y ses coordonnées rectangulaires et 
p, @ ses coordonnées polaires. On a alors 


ZX —=p COS 9, y =p sin œ. (1) 
Inversement ‘% 
p=Yfr+», (2) 
x ; y 
= _ ——— = 3 
pe ni Me (3) 
et 
EL 
Eos (4) 


(°) On suppose dans les formules {2) et (3) que le rayon vecteur p est toujours positif. 
Si l'on considère également les valeurs négatives de p ($ 73, remarque 2), on doit remplacer 
ZÆ 


(2)et (3) pare = + Vat+ 5%, cos © = ———, sin o =. : 

+ Va+s +Ys+s 
soit les signes supérieurs, soit les signes inférieurs). Les formules (1) et (4) restent 
inchangées. 


(on prend 
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Or, la seule formule (+) [non plus que la seule formule (3)] ne suffit pas 
pour déterminer l'angle ® (cf. exemple 1). 

EXEMPLE 1. Les coordonnées rectangulaires du point sont x — 2 

= — 2, Trouver ses coordonnées polaires (pour la position relative 


indiquée plus haut des deux systèmes). 
SOLUTION. En vertu de la formule (2) on a 


p=Vfa+t-2e2ÿ2 
— 2 
et en vertu de la formule (4) tg @ = 7 = — 1. Par conséquent, ou 


bien ® = — à + 2%n, ou bien @ = T + 2kx. Comme le point est 
situé dans le quatrième quadrant, seule la première valeur est juste, 
—— T 
La valeur principale de EVE 
Si l'on utilise la formule cos? — = , on obtient cos o = 
Vx3+ 5° 
2 73 


= ——= Le . Par conséquent, ou bien @ = T + 2kr, ou bien ® = 
2V2 4 


_ nr + 2hkx. Seule la seconde valeur est juste. 


EXEMPLE 2. Dans le système rectangulaire XOY la circonférence 
représentée sur la fig. 103 est donnée par l'équation ($ 38) (x — R})? + 
+ ÿ? = 2, Les formules (1) et (2) permettent de trouver son équation 
dans le système polaire (pôle O, axe polaire OX). Nous obtenons 
p® — 2Rp cos 6 = 0. Cette équation se décompose en deux: 1) p= 0, 
2) p—2R cos ® = 0. La première représente (pour une valeur ar- 
bitraire de ®) le pôle O. La seconde donne tous les points de la 


circonférence, y compris le pôle [pour ® = 


= et p = . . C'est pourquoi on peut 

2 2 
rejcter la première équation; nous obtenons: 
p = 2R cos &. (5) 


Cette équation s'obtient directement du 
triangle OA1K d'angle droit au sommet Af 


FIG. 103 (OK = 2R, OM = p, KOM = 9). 
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RustarQUr Si l'on n'introduit pas les valeurs négatives de p. on put prendre dans 

équation (5) l'angle @ dans le quatrième ct le premier quadrant, ct on ne peut pas le prendre 
à Ne 3 | 

gans.le seconé et le troisième. Ainsi, pour ® = 37 l'équation (5) donne p = — R Ÿ2. En 


ffet, le rayon ON (fig. 103) ne possède pas, à part le pôle, de points communs avec la cir- 


x érence. Si l'on introduit par contre les valeurs négatives de p ($ 73, remarque 2), les 


conf 
3 
coordonnées p = — R V2, P=-TT donnent le point L sur le prolongement de ON. 


ExEMPLE 3. Déterminer la courbe représentée par l'équation 
p = 2a sin 9. (6) 
SOLUTION. Passant au système de coordonnées rectangulaires nous 


trou vons: 


Va ty = 24 ——} 


Yai+rs 
autrement dit 
x + y'— 2ay = 0 


ou 
xt +(y—a)' = at. 


L'équation (6) représente une circonférence de rayon «a (fig. 104) 
passant par le pôle O et tangente à l'axe polaire OX. 


$ 75. Spirale d’Archimède ‘°? 
1. DÉFINITION. Supposons que la droite UV (fig. 105) effectue à 


partir de la position initiale X°’X un mouvement uniforme de rotation 
autour d’un point fixe O et qu'un point M se déplace uniformément 


0 X 


FIG. 104 FIG. 105 


Eee 


€° Une étude plus détaillée de la spirale d'Archimède sera faite p. 774. 


ù 
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sur cette droite UV à partir de la position initiale O. La courbe décrite 
par le point Af est appelée spirale d'Archimède. 

REMARQUE. On peut remplacer les notions cinématiques par la 
condition de proportionnalité de la distance p = OM à l'angle de rota. 
tion @ de la droite UY. 

Le même accroissement de la distance p correspond à la rotation 
de la droite UV, à partir de n'importe quelle position, d'un angle donné. 
En particulier, à un tour complet correspond le même déplacement 
as. — a. Le segment a est appelé le pas de la spirale d'’Archi. 
mède. 

À un pas donné a correspondent deux spirales d'Archimède, se 
distinguant l'une de l’autre par le sens de rotation de la droite l'y. 
Lors d'une rotation dans le sens inverse des aiguilles d’une montre on 
obtient une spirale de sens direct (fig. 106, ligne grasse), lors d'une rota. 
tion dans le sens contraire une spirale de sens indirect (fig. 106, ligne en 
pointillé). 

On peut faire coïncider les spirales de sens direct et indirect de 
même pas en faisant subir au plan de l'une d'elles une rotation de 180°. 

On voit de la fig. 106 que les spirales de sens direct et indirect de 
même pas peuvent être considérées comme deux branches d’une même 
courbe décrite par le point 47, quand ce dernier parcourt toute la droite 
UV et passe par le point O. 

2. ÉQUATION POLAIRE (le pôle est O; l'orientation de l'axe po- 
laire OX coïncide avec le sens du mouvement du point M quand il 
passe par le point O; le pas de la spirale est a): 


nr" (1 


27 


Aux valeurs positives de © correspond la branche de sens direct, 
aux valeurs négatives la branche de sens indirect. 
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L'équation (1) peut s'écrire 
p=ke, 
où À (le paramètre de la spirale d'Archimède) est le déplacement <- 
27 
du point Af le long de la droite UT’ quand cette dernière tourne d'un 
radian. 


g 76. Equation polaire d’une droite 


Une droite AB (fig. 107) ne passant pas par le pôle est représentée en 
coordonnées polaires par l'équation 


or : 

F7 costg — a) (1) 
où p = OK et «x — XOK sont les paramètres polaires de la droite AB 
(8 29). 

L'équation (1) s'obtient du triangle OKM (où OM = p ct KOM — 
= ® — œ). 
On ne peut représenter la droite CD (fig. 108) passant par le pôle 


par une équation de la forme (1)|pour une telle droite p — O0 et 


Q—ax—= + — de sorte que cos (9 —«) — ] . Son rayon OD est 


représenté par l'équation ® = @, (où 0 = XOD) ct le rayon OC par 


l'équation @ = ®, (où ®, = XOC). Chacune de ces équations peut re- 
présenter la droite toute entière si l'on introduit les valeurs négatives 
de p ($ 73, remarque 2). 


FIG. 107 FIG. 108 
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$ 77. Equation polaire d'une conique 


Plaçons le pôle au foyer F (fig. 109) d'une conique (ellipse, hyperbole, 
parabole) et faisons coïncider l’axe polaire avec l'axe FX de la conique, 
en l'orientant du côté opposé à celui de la directrice PQ. Ia conique 
est alors représentée par l'équation 
P 
PT (1) 
où p est le paramètre et € l'excentricité de la conique ($ 52). 
REMARQUE. Si l'on considère uniquement les valeurs positives 
de p, dans le cas de l'hyperbole (e > 1)-l'équation (1) ne représente 
qu'une branche, à savoir celle à l'intérieur de laquelle se trouve le foyer. 
On doit alors avoir pour ® l'inégalité 1 — € cos ® > 0. Si par contre 
on considère également les valeurs négatives de p, ® peut prendre n'im- 
porte quelle valeur et, lorsque 1 — e cos ® < 0, on obtient la seconde 
branche. 


FIG. 109 


DEUXIÈME PARTIE 


Géométrie analytique 


À 


à trois dimensions 


78. Notions de grandeurs vectorielles 
et scalaires 


On appelle grandeur vectorielle ou vecteur (dans un sens large) toute 
grandeur orientée: elle possède une direction ct un sens. On appelle 
grandeur scalaire ou scalaire toute grandeur dépourvue d'orientation. 

EXEMPLE 1. La force sollicitant un point matériel est un vec- 
teur, car elle est orientée. La vitesse du point matériel est aussi un 
vecteur. 

EXEMPLE 2. La température est un scalaire, car aucune orien- 
tation ne caractérise cette grandeur. La masse d’un corps et sa densité 
sont aussi des scalaires. 

Si l'on fait abstraction de l'orientation d’une grandeur vectorielle, 
on peut la mesurer, tout comme une grandeur scalaire, en choisissant 
une unité graphique correspondante. Toutefois le nombre obtenu carac- 
térise complètement la grandeur scalaire et il ne caractérise que partiel- 
lement la grandeur vectorielle. 

On peut caractériser complètement une grandeur vectorielle par 
un segment orienté en se donnant au préalable une échelle linéique. 

EXEMPLE 3. Pour une unité de mesure A{N représentant la force 
unité le segment orienté A4B sur la fig. 110 caractérise une force de 
3,5 kg, dont la direction et le sens sont ceux du segment 4B. 


& 79. Vecteur en géométrie 


En géométrie on appelle vecteur (dans un sens étroit) tout segment 
orienté. 


Le vecteur dont l'origine est le point À et l'extrémité le point B 
—} 
est noté AB (fig. 110). 
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di 
B 
MIN 


FIG. 110 FIG. 111 
Le vecteur peut aussi être désigné par une seule lettre a ou ? 
(fig. 111). 
La longueur du vecteur est aussi appelée son module. Le module 
est une grandeur scalaire. 


pe — 
On note | 4B | ou | a | le module des vecteurs AB et a. 


Dans le cas de la notation du vecteur à l'aide de deux lettres, on 
désigne parfois le module par les mêmes lettres, mais sans la flèche 


—+ 
(AB est le module du vecteur À B), dans le cas où le vecteur est designé 
par une seule lettre on designe le module par la même lettre en caractères 


e . + 
ordinaires (b est le module du vecteur b ou b). 


$ 80. Algèbre vectorielle 


On effectue sur les vecteurs des opérations dites opérations d’addition, 
de soustraction et de multiplication des vecteurs (cf. plus bas), qui 
possèdent plusieurs propriétés communes avec les opérations algébri- 
ques d’addition, de soustraction et de multiplication. C'est pourquoi 
la discipline consacrée aux opérations sur les vecteurs est appelée aJ- 
gèbre vectorielle. 


& 81. Vecteurs colinéaires 


Les vecteurs portés par des droites parallèles (ou par une même droite) 
sont dits colinéaires. Les vecteurs a, b, c (fig. 112) sont colinéaires. Les 


—+ —+ ke 
vecteurs AC, BD et CB (fig. 113) le sont également. 
Les vecteurs colinéaires peuvent être de même sens ou de sens con- 
traires. Ainsi, les vecteurs a et c (fig. 112) sont de même sens, les vec- 
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PCR 


FIG. 112 FIG. 113 


—+ —p 
teurs a ct b (et aussi b et c) de sens contraires. Les vecteurs 4C et BD 


—} —+ 
(fig 113) sont de même sens, les vecteurs ÀAC et CB de sens contraires. 


$ 82. Vecteur nul 


Si l'origine À et l'extrémité B du segment AB sont confondues, le 
segment AB se réduit à un point et perd son orientation. Toutefois, 
ur assurer la généralité des règles de l'algèbre vectorielle on convient 
qu'un couple de points confondus est aussi un vecteur. Ce vecteur 
rticulier est appelé vecteur nul et on l'estime colinéaire à n'importe 

quel vecteur. 
Le vecteur nul est désigné comme le nombre zéro (par le signe 0). 


& 83. Egalité des vecteurs 


DÉFINITION. Deux vecteurs (non nuls) a et b sont dits égaux (ou 
équipollents) si leurs modules sont égaux et si les vecteurs ont même 
direction et même sens. Tous les vecteurs nuls sont jugés égaux. Dans 
tous les autres cas les vecteurs ne sont pas égaux. 


+ — 
EXEMPLE Î. Les vecteurs AB et CD (fig. 114) sont égaux. 


— —} 
EXEMPLE 2. Les vecteurs OM et ON (fig. 115) ne sont pas égaux 
(bien que leurs longueurs soient identiques), car leurs directions sont 


un. —+ 

différentes. Les vecteurs ON et KL ne sont pas égaux non plus et les 
—$ —ÿ 

vecteurs OM et KL sont égaux. 


D L 
0 UT 
FIG. 114 FIG. 115 
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AVERTISSEMENT. 11 ne faut pas coufondre la notion e d'égalité 
des vecteurs + avec celle « d'égalité des segments s. En disant: «les seg. 
ments ON et KL sont égaux »s, nous affirmons qu'on peut les faire coin. 
cider. Mais pour cela il se peut que l'on doive effectuer une rotation dy 
segment que l'on veut faire coïncider (cf. fig. 115). Dans ce cas, confor. 


> > 
mément à la définition, les vecteurs ON et KL ne sont pas égaux. Deux 
vecteurs ne sont égaux que si l’on peut les amener à coïncider par trans. 
lation. 

NOTATIONS. a = b signifie que les vecteurs a et b sont égaux, a 4 b 
que les vecteurs a et b ne sont pas égaux. | a | = |b | signifie que les 
modules (les longueurs) des vecteurs a et b sont égaux; les vecteurs a 
et b eux-mêmes peuvent alors soit être égaux, soit ne pas être égaux. 


= he > —+ 
EXEMPLE 3. AB — CD (fig. 114), ON # KL (fig. 115), ION | = 
=} + —+ 
= [KL] (fig 115), OM = KL (fig. 115). 


$S 84. Vecteurs ramenés à une même origine 


On peut ramener tous les vecteurs (en nombre arbitraire) à une origine 
commune, c'est-à-dire construire des vecteurs respectivement égaux 
aux vecteurs donnés et possédant une origine commune en un point O. 
Une telle réduction est montrée sur la fig. 116. 


& 85. Vecteurs opposés 


DÉFINITION. Deux vecteurs qui ne diffèrent que par l'origine et le 
sens sont dits vecteurs opposés. 
Le vecteur opposé au vecteur a est noté — a. 


— — 
ExEMPLE 1. Les vecteurs LM et NK (fig. 117) sont opposés. 


FIG. 116 FIG. 117 
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. —+ 
EXEMPLE 2. Sil Jon désigne le e vecteur LM (fig. 117) par la lettre a, 


alors NK = —a, ML = KN = à. 
11 découle de la définition que — (— a) = a, |—a|={|al|. 


g 86. Addition des vecteurs 


DÉFINITION. On appelle somme géométrique des vecteurs a ct b un 
troisième vecteur c que l'on obtient en réalisant la construction sui- 


— 
vante: par un point quelconque O (fig. 118) menons le vecteur OL égal 
—+ 


—+ 
à a ($ 83), puis le vecteur LM égal à b. Le vecteur c = OM est la somme 
géométrique des vecteurs a et b (règle du triangle). 


Ecriture: a +b= cc. 
AVERTISSEMENT. Ïl ne faut pas confondre la notion de + somme 


des segments s et celle de ssomme des vecteurs s. La somme des seg- 
ments OL et LM s'obtient en réalisant la construction suivante: sur 
le prolongement de la droite OL (fig. 119) on porte le segment LAN égal 
à LM. Le segment CN est la somme des segments OL et LM. La somme 


des vecleurs OL et LM est construite autrement (cf. définition). 
Lors de l'addition des vecteurs on a les inégalités 


la+b|<lal+ib], (1) 
la +bl>ial—1Ibi, (2) 


autrement dit le côté OM du triangle OML (fig. 118) est plus petit que 
la somme et plus grand que la différence des deux autres côtés. Le signe 
d'égalité n'a lieu dans la formule (1) que pour des vecteurs de même sens 
(fig. 120) et dans la formule (2) que pour des vecteurs directement op- 
posés (fig. 121). 

SOMME DE DEUX VECTEURS OPPOSÉS. Il découle de la définition 
que la somme des vecteurs opposés est égale au vecteur nul: 


a+(—a)= 0. 


a 
a-b D—1, 
FIG. 118 FIG. 119 FIG. 120 FIG. 121 
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COMMUTATIVITÉ. La somme des vecteurs ne change 
pas quand on intervertit l'ordre des vecteurs: 


a +b=—b+3. 


RÈGLE DU PARALLÉLOGRAMME. Si les vecteurs 

a ct b ue sont pas colinéaires, on peut trouver la 

somme a + b en réalisant la construction suivante: 

par un point quelconque O (fig. 122) menons les 
—} 


vecteurs OA = a et OB = b; on construit le parallé- 
logramme OACB sur les segñents OA, OB. Le vecteur 


—+ 
FIG. 122 de la diagonale OC = c est la somme des vecteurs 


ÿe — — —+ —+ 

a et b (puisque AC = OB = b et OC — OA + AC). 

Cette construction n'est pas applicable aux vecteurs colinéaires 
(fig. 120 et 121). 

REMARQUE. La définition de l'addition des vecteurs est établie 

conformément aux lois physiques de composition des grandeurs 

vectorielles (par cxemple les forces appliquées à un point matériel). 


$ 87. Somme géométrique de plusieurs vecteurs 


DÉFINITION. On appelle somme géométrique des vecteurs a,, a, as, … 


.…, 8n le vecteur que l'on obtient en effectuant successivement l'opération 
d'addition: au vecteur a, on ajoute le vecteur a,, au vecteur obtenu on 
ajoute le vecteur a,, etc. 

Il découle de cette définition la construction suivante frègle du 


polygone). 
—}> 
Par un point quelconque O (fig. 123) menons le vecteur OA, = 
> —+ 
= a,, puis le vecteur 4,4, — a,, puis le vecteur 4,4, = a,, etc. Le 


—+ a 
vecteur OA, (sur la fig. 123 n = 4) est la somme géométrique des vec- 


teurs a,, a,, .…,a;. 
La somme des vecteurs a,, a,, a,, a,, .…, a, est notée a, + a, + a, + 
+a +... +a,. 


ASSOCIATIVITÉ. La somme géométrique ne change pas quand on 
remplace plusieurs vecleurs par leur somme géométrique. Ainsi si l'on 
trouve d'abord la somme des vecteurs a, + a, + a, (elle est égale au 


—} 
vecteur 4,4, qui n'est pas représenté sur la fig. 123) et si on lui ajoute 
—+ 
le vecteur a,( = 04,), on obtient le même vecteur a, + a, + a, + a, 
> 
(= 04,): 


a, +(a +2, +a,)=a, ta, +a, +a.. 
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A; 
FIG. 123 FIG. 124 


RÈGLE DU PARALLÉLÉPIPÈDE. Si après être ramenés à une même 
origine ($ 84) trois vecteurs a, b, c ne sont pas situés dans un même plan, 
on peut trouver la somme a + b + c en réalisant la construction sui- 
vante. Par une origine quelconque © (fig. 124) menons les vecteurs 


—+ + —+ 
OA = a, OB = b, OC = c. Construisons un parallélépipède sur les 
—+ 
segments OA, OB, OC pris comme arêtes. La diagonale OD est la somme 
—+ —+ —+ — — 

des vecteurs a,b,c (comme O4 =a, AK —=0B=hb, KD—=0C=c 
—+ — — — . 

et OD = OA + AK + KD). 


Cette construction n'esf pas applicable aux vecteurs qui (après être 
ramenés à une origine commune) sont situés dans un même plan. 


& 88. Soustraction des vecteurs 


DÉFINITION. On appelle différence géométrique de deux vecteurs a, 
ct a, le vecteur x qui, ajouté au second, donne une somme géométrique 


égale au premier. 
En résumé, la soustraction des vecteurs est l'opération inverse de 


l'addition. 
NOTATION: a, — &i. 
11 découle de a définition la construction HAS: par une ne origine 


arbitraire O (fig. 125, 126) menons les vecteurs OÀ, = A}, 0, = 8. 
—+ 
Le vecteur 4,4, est la différence géométrique a, — a, : 
—+ —+ + 
A4; = OA, — OA.. 
— —+ — 
En effet, la somme O4, + 4,4, est égale à OA. 


— 
RenarQUE. Le module de la différence (la longueur du vecteur 4,4,) peut ètre plus 
—+ 


petit que le module du vecteur 04,, mais peut également lui être égal ou plus grand. 
Ces trois cas sont représentés sur Îles fig. 125, 126, 127. 
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FIG. 127 FIG. 128 


AUTRE CONSTRUCTION. Pour construire la différence a, — a, des 
vecteurs a, et a, on peut prendre la somme des vecteurs a, et — a,, 
c'est-à-dire 

As —a = 0 + (—a). 


EXEMPLE. Trouver la différence a, — 8 (fig. 128). Conformément 
à la première construction a, — a, — A,A 2 Constrasons maintenant 
le vecteur À,L = — a, et additionnons les vecteurs 04, = a, et 4,L — 
= — 4,. Nous obtenons ($ 86, définition) le vecteur OL. On voit que 
OL = A4 


$ 89. Multiplication et division d'un vecteur 
par un nombre 


DÉFINITION Î. Multiplier le vecteur a par le nombre x signifie cons- 
truire un nouveau vecteur (produit) dont le module s'obtient en mul- 
tipliant le module de a par la valeur absolue de x. Le produit a la même 
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E "0 
A 
0 
FIG. 129 FIG. 130 


direction que le vecteur a, le mème sens ou le sens opposé, suivant que 
le nombre x est positif ou négatif. Si x = 0, le produit est le vecteur nul. 
NOTATION: ax ou xa. 


+ —+ —+ —+ —+ 1 — 
Exewpces. OB = OA : 4 ou OB — 404 (fig. 129), OC — 3— 04, 


—+ —+> — — 
OD = — 204, OE = — 1,504 (fig. 130). 

DÉFINITION 2. Diviser le vecteur a par le nombre x signifie trouver un 
vecteur tel qu'en le multipliant par le nombre x on obtienne le vecteur a. 


a 
NOTATION: a : 7 ou —: 
x 


Au lieu de la division = on peut cffectuer la multiplication a: ES Û 
x x 

La multiplication d'un vecteur par un nombre cst soumise aux 
mêmes lois que Ja multiplication des nombres: 

1. (x + y)a =-xa + ya (distributivité par rapport à un facteur 
nuinérique), 

2. x(a + b) = xa + xb (distributivité par rapport à un facteur 
vectoriel), 

3. x(ya) = (xy)a (associativité). 

Ces propriétés permettent d'écrire des expressions vectorielles de 
même forme que les polynômes du premier degré en algèbre; ces ex- 
pressions peuvent être transformées de la même façon que les expres- 
sions algébriques correspondantes (réduction des termes semblables, 
ouverture des parenthèses, mise en facteur commun, passage des ter- 
mes d’un membre de l'égalité à l'autre avec changement de signe, etc.). 

EXEMPLES. 2a + 3a — Sa (en vertu de la propriété 1), 

2(a + b) = 2a + 2b (en vertu de la propriété 2), 
5 - 12c = 60c (en vertu de la propriété 3); 


4(2a — 3b) = 4[2a + (— 3b)] — 4j2a + (— 3) b] = 
= 4-2a + 4(— 3) b = 8a + (— 12) b = 8a — 12b, 
2(3a — 4b + c) — 3(2a + b — 3c) — 6a — 8b + 2c — 6a — 
— 3b + 9c = — 11b + 11c = 11(c— b). 


s-158 
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&S 90. Relation entre les vecteurs colinéaires 
(division d’un vecteur par un vecteur) 


Si le vecteur a n'est pas nul, on peut représenter tout vecteur b coli. 
néaire à a sous la forme xa, où x cst un nombre que l'on obticnt de la 
façon suivante: sa valeur absolue est égale à | b | : |a | (rapport des 
modules) ; il est positif si les vecteurs b et a sont de même sens, négatif 
s'ils sont de sens contraires, et égal à zéro si b est le vecteur nul. 

ExemPLes. Nous avons pour les vecteurs a ct b représentés sur 
la fig. 131 b = 2a(x — 2); sur la fig. 132 b — — 2a. 

REMARQUE. La recherche du nombre x est appelée division dr 
vecteur b par le vecteur a. On ne peut effectuer la division des vecteurs non 
colinéaires. 


& 91. Projection d’un point sur un axe 


On appelle axe toute droite sur laquelle on a choisi l'un de ses deux 
sens (indifféremment). Ce sens est dit positif (sur le dessin il est noté 
par une flèche); le sens opposé cst dit négatif. 

On peut donner chaque axe par un vecteur arbitraire porté par 
cet axe et possédant le même sens. Ainsi, l’axe de la fig. 133 peut ètre 


donné par les vecteurs AB ou AC (mais non par le vecteur BA). 

Soient donnés un axe OX (fig. 134) et un point Af (situé ou non 
sur l'axe). Menons par Af un plan perpendiculaire à l'axe; il coupe l'axe 
en un certain point M’. Ce point Af’ est appelé la projection du point M 
sur l'axe OX (si le point M est situé sur l'axe, il est sa propre projection). 

REMARQUE. En d'autres termes, la projection du point M sur 
l'axe OX est le pied de la perpendiculaire menée du point Af sur l'axe 
OX. La définition que nous avons donnée plus haut souligne le fait que 
la construction est réalisée dans l’espace. 


VE ff 


FIG. 131 FIG. 132 FIG. 133 FIG. 134 
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g 92. Projection d’un vecteur sur un axe 


— 
L ‘expression «la projection du vecteur AB sur l'axe OX + a deux sens: 
géométrique et algébrique (arithmétique). 


1. On appelle projection (géométrique) du vecteur 48 sur l'axe OX 
—}> 


Je vecteur 4°B” (fig. 135) dont l'origine 4° est la projection de l'origine À 
sur l'axe OX et l'extrémité B’ la projection de l'extrémité B sur ce même 
axc. 


—+ —+ 
NOTATION: PruxAB ou Pr(AB)ox. 
—} 
Si l’axe OX est donné par le vecteur c, le vecteur 4°B’ est égale- 
ment appelé Projection du vecteur AB sur la direction du vecteur © ct 


noté Pr. AB ou Pr(AB B).. 
La projection géométrique d'un vecteur sur l'axe OX est également 
appelée composante de ce vecteur sur l'axe OX. 


2. On appelle projection (algébrique) du vecteur AË s sur l'axe OX 
(ou sur la direction du vecteur c) la longucur du vecteur AB prise avec 


—+ 
le signe + ou — suivant que le vecteur 4’B° ait ou non le même sens 
que l’axe OX (ou le vecteur c). 

NOTATION: 


— —+ —} > 
proxABpr(ABjox] ou preA Bipr(4A B)e]. 


REMARQUE. La projection géométrique (la composante) d’un 
vecteur est un vecteur, et la projection algébrique d’un vecteur est un 
nombre. 


— 
EXEMPLE 1. La projection géométrique du vecteur OK = a 
— 


(fig. 136) sur l'axe OX est le vecteur OL. Son sens est opposé à celui de 
l'axe OX et sa longueur (l'unité est OE) est égale à 2. Par conséquent 


—} 
la projection algébrique du vecteur OX sur l'axe OX est le nombre né- 
gatif — 2: 

> — —+ 
ProxOK = OL, ProxOK = — 2. 


89 


FIG. 135 FIG, 134 


se 
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Y'1G. 137 FIG. 138 


— —+ 
Si les vecteurs AB ct CD (fig. 137) sont égaux, leurs projectiuns 
—> 


—+ 
algébriques sur le même axc sont aussi égales | prox AB = proxCD = 


= >] . Il en est de même pour les projections géométriques. 
2 


Les projections algébriques d'un même vecteur sur deux axes de 
—+ 
même orientation (O,X, et O,X, sur la fig. 138) sont égales ‘*? (Pro, x, NM=— 


—} 
= Pro,x, NM = —2).Ilen est de même pour les projections géométriques. 


3. RELATION ENTRE LA COMPOSANTE (la projection géométrique) 
ET LA PROJECTION ALGÉBRIQUE D'UN VECTEUR. Soit c, un vecteur de 
même sens que l'axe OX et de longueur 1. La projection géométrique 
(la composante) d’un vecteur arbitraire a sur l'axe OX est alors égale au 
produit du vecteur c, par la projection algébrique du vecteur a sur cet axc: 


Proxa = Prox8 : Ci. 

EXEMPLE 2. En utilisant les notations de la fig. 136 nous avons c, = 
= OE. La projection géométrique du vecteur OK = a sur l'axe OX est 
le vecteur OË, la projection algébrique de ce même vecteur est le nombre 
— 2 (cf. exemple 1). Nous avons OL = — 20Ë. 


&S 93. Théorèmes principaux sur les projections 
d'un vecteur 


THÉORÈME 1. La projection de la somme géométrique de vecteurs 
sur un axe quelconque est égale à la somme des projections des vecteurs 
sur ce même axe. 


€°) Si deux axes sont parallèles, mais de sens contraires, les projections algébri- 
ques ne sont pas égales. Elles diffèrent par leur signe. 
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Le théorème cst valable pour les deux sens (géométrique ct algé- 
brique) de l'expression « la projection du vecteurs et pour un nombre 
arbitraire de termes; ainsi quand le nombre de termes est égal à trois 


Pr(a, +a, +a,) = Pra, + Pra, + Pre, (1) 
ct 
pra +a, +a,) = pra; + pra + pra. (2) 


La formule (1) découle de la définition de l'addition des vecteurs, la formule (2) 
de la règle d'addition des nombres positifs et négatifs. 


—} 
EXEMPLE 1. Le vecteur AC (fig. 139) est la somme géométrique 
—+ —+ —+ 
des vecteurs AB et BC. La projection géométrique du vecteur AC sur 
— 
l'axe OX est le vecteur AC’ et les projections géométriques des vecteurs 


—+ pe + —+ 
AB ct BC sont AB’ et B’C’. On à alors 


— es — 
AC’ = AB" + L'C’, 


de sorte que 
— — — > 
Prox(4B + BC) = ProxAB + ProxBC. 
EXEMPLE 2. Soit OE (fig. 139) l'unité graphique; la projection 
—} 
algébrique du vecteur 4B sur l'axe OX est alors égale à 4 (la longueur 
— 
de À B’ prise avec le signe plus), autrement dit proxAB = 4. Nous avons 
ensuite prox BC = — 2 (la longueur de B'C’ prise avec le signe moins) 
et prox AC = + 2 (la longueur de AC” prise avec le signe plus). Ainsi 
—} —> 
proxAË + proxEC = 4—2=2; 
par ailleurs 
— — —+ 
prox(4B + BC) = pryxAC = 2, 
de sorte que 
+ — — —} 
prox(A4B + UC) = proxAB + proxBC. 
THÉORÈME 2. La projection algébrique 
d'un vecteur sur un axe quelconque est égale 
au produit de la longueur du vecteur par le 


cosinus de l'angle compris entre l'axe et le 
vecteur: 


prab = | b | cos (8, b) (3) FIG. 139 
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FIG. 140 FIG. 141 


—+ 

Exempre 3. Le vecteur b — MN (fig. 140) forme avec l'axe OX 
(donné par le vecteur a) un angle de 60°. Si OE est l'unité graphique, 
alors |b]=— 4, de sorte que 


1 


Prab = 4: 005 60° = 4 + = 2. 


En effet, la longueur du vecteur AN (la projection nine du vecteur b) est 
égale à 2, et son sens coïncide avec celui de l'axe OX (cf. 6 92, 2). 


EXEMPLE 4. Le vecteur b — U 714 (fig. 141) forme avec l'axe OX 


(donné par le vecteur a) un angle (a, b) = 120°. La longueur |b]| du 
vecteur b est égale à 4. C'est pourquoi pr,b = 4: cos 120° = — 2, 


—+ 
L En effet, la longueur du vecteur UV” est égale à 2, ct son sens est opposé À celui de 
axe. 


& 94. Système de coordonnées rectangulaires 
dans l’espace 


VECTEURS DE BASE. Trois axes perpendiculaires OX, OY, OZ 
(fig. 142), passant par un mëme point O, forment un sys/ème de coor- 
données rectangulaires. Le point O est appelé origine des coordonnées, 
les droites OX, OY, OZ axes de coordonnées (respectivement axe des 
abscisses, axe des ordonnées et axe des coles) et les plans XOY, YOZ, 
ZOX plans de coordonnées. Un segment quelconque UV est l'unité de 
mesure des trois axes. 

Portant sur les axes OX, OY, OZ dans le sens positif les segments 
O4, OB, OC égaux à l'unité graphique, nous obtenons trois vecteurs 

—} 


+ + 
OA, OB, OC. On les appelle vecteurs de base et on les note respectivement 
i, j, K. 

Il est admis de choisir le sens positif sur les axes de telle sorte qu'une 
rotation de 90° faisant coïncider le rayon positif OX avec OY (fig. 142) 
se produit dans le sens contraire aux aiguilles d’une montre pour un 
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x 


FIG. 144 FIG. 145 


observateur placé le long du rayon OZ. Un tel système de coordonnées 
est de sens direct ou droit. On utilise parfois un système de coordonnées 
de sens indirect ou gauche, pour lequel la rotation se produit dans le sens 
des aiguilles d'une montre (fig. 143). 

ReMARQUE 1. On ne peut faire cofncider les angles trièdres formés par les plans OX, 


OY, OZ dans les systèmes de sens direct et indirect de façon que les axes correspondants 
soient confondus. 

REMARQUE 2. Les appellations « droits et s gauches tiennent à ce que si on les 
dispose comme les axes OX, O Y, OZ, le pouce, l'index et le majeur de la main droite forment 
un système droit (fig. 144). Pour la main gauche on obtient un système gauche (fig. 145). 


& 95. Coordonnées d’un point 


La position d’un point M dans l'espace peut être déterminée à l’aide 
de trois coordonnées de la manière suivante. Menons par M les plans 
MP, MQ, MR (fig. 146) respectivement parallèles aux plans YOZ, ZOX, 
XOY. Aux points d'intersection avec les axes nous obtenons les points 
P, Q. R. Les nombres x (abscisse), y (ordonnée), z (cote) déterminant les 
scgments OP, OQ, OR à l'échelle adoptée sont appelés les coordonnées 
(rectangulaires) du point M. Ils sont pris positifs ou négatifs suivant 
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+ — —+ 
que les vecteurs OP, O0, OR ont ou 
non le même sens que les vecteurs 
de base i, j,k. 

ExEmpPLee. Les coordonnées du 
point M (fig. 146) sont: 


abscisse 
x = 2, 

ordonnée 

y = — 3, 

cote 

= 2; 
ECRITURE: M{(2, — 3, 2). 
—+ 
FIG. 146 Le vecteur OM joignant l'origine 


O à un point M est appelé rayon 
vecteur du point M et désigné par la lettre r; pour distinguer les rayons 
vecteurs des points différents, on affecte la lettre r de l'indice corres- 
pondant: ainsi le rayon vecteur du point Àf est noté raf. Les rayons 
vecteurs des points 4,, 4,,..., A, sont notés 


ru CET CRRS | LE 


8 96. Coordonnées d'un vecteur 


DÉFINITION. On appelle coordonnées reclangulaires du vecteur m les 
projections algébriques ($ 92) du vecteur m sur les axes de coordonnées. 
Les coordonnées du vecteur m sont désignées par les lettres majuscules 

X, Y,Z (les coordonnées du point par 


les lettres minuscules). 

ECRITURE: m{X, Ÿ, Z} ou m — 
A CR A2 

Au lieu de projeter le vecteur m sur 
les axes OX,0Y,0Z, on pcut le projeter 
sur les axes Af,4, M,B, M,C (fig. 147) 
menés par l'origine M, du vecteur m et 
de même orientation que les axes de 
coordonnées respectifs ($ 92, 2). 

EXEMPLE 1. Trouver les coordonnées 


—> 
du vecteur M,M, (fig. 147) par rapport 
FIG. 147 au système de coordonnées OX YZ. 
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Menons par le point M, les axes M,4, M,B, M,C orientés respec- 
tivement comme les axes OX, OY, OZ. 
Menons par le point M, les plans M,P, M,Q, M,R parallèles aux 
Jans de coordonnées. Les plans 4f,P, M,Q, M,R coupent les axes 
M,4, M,B, M,C respectivement aux points P,Q, R. L'abscisse Æ du 


> 

vecteur M,M, est la longueur du vecteur Af,P prise avec le signe moins 
—— 

($ 92, 2); l'ordonnée Y du vecteur m est la longueur du vecteur Àf,0 


—> 
prise avec le signe moins; la cote Z' est la longueur du vecteur Af,R prise 
avec le signe plus. A l'échelle de la fig. 147 nous avons X = — 4, Y — 
= — 3, Z = 2. 


ECRITURE: 
— 
MiB,{— 4, — 3, 2} 
ou 
—> 
Af:f, = {— 4, — 3, 2}. 
Si deux vecteurs m, et m, sont égaux, leurs coordonnées respectives 


sont égales 
Xi = Ya Ya = Ya Z1=2 


(cf. $ 92, 2). 
Une translation du système de coordonnées nc modifie pas les coor- 
données du vecteur mais modifie celles du point (cf. plus bas $ 166, 1). 
—+ 


Si l'origine O du vecteur OM est confondue avec l'origine des coor- 


—+ 
données, les coordonnées du vecteur OM sont respectivement égales aux 
coordonnées de son extrémité M ($ 95). 


—+ 
EXEMPLE 2. L'abscisse du vecteur OM (fig. 146) est X = 2, son 
ordonnée Y = — 3, sa cote Z = 2. Le point AJ a les mêmes coordonnées. 


+ ES 
ECRITURE: OM{2, — 3, 2} ou OA — {2, — 3, 2). 


8 97. Expression d’un vecteur en fonction 
des composantes et des coordonnées 


1. Tout vecteur est égal à la somme de ses composantes (ses projections 
géométriques) sur les trois axes de coordonnécs: 


m = Proxm + Proym + Prozm. (1) 
EXEMPLE 1. Nous avons avec les notations de la fig. 147: 


— —> —} —>> 
AL Aa = A1,P + A!:Q + AR. 
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2. Tout vecteur m est égal à la somme des produits des trois vec. 
teurs de base par les coordonnées correspondantes du vecteur m: 


m= XI+ Yj +Zk. (2) 
EXEMPLE 2. Nous avons avec les notations de la fig. 147: 
— 


S 98. Opérations sur des vecteurs 
donnés par leurs coordonnéès 


1. Lors de l'addition des vecteurs leurs coordonnées s'ajoutent, c'est-à-dire 

si a=a.+a,, alors ÀX=X,  +X, Y=Y +}, Z=2,;, +2. 
2. On a unc règle analogue pour la soustraction des vecteurs: si 

a—a,—a,, alors X=X,—X, Y = Yi— Yi, Z = 2; — Zi. 

3. Quand on mulliplie un vecteur par un nombre, loutes ses coordonnées 
sont mullipliées par ce nombre, c'est-à-dire si m, — ÀAm,, alors X, — 
= ÀA, Ya = AY Za = AZ: 

4. On a une règle analogue pour la division d’un vecteur par un 


m Y Z 
nombre: si m, — 1, alors X3 = =. Ya = _—_. Za = —. 
À 2 À 
&S 99. Expression d'un vecteur 
en fonction des rayons vecteurs de son origine 
et de son extrémité 
Ecrivons la formule importante 
—+ 
Aida=ta ty, (1) 


—+ 
où r, = OA, (fig. 148) est le rayon vecteur ($ 95) de l'origine À, du 
—+ —+ 
vecteur 4,4, et r, = 04, le rayon vecteur de son extrémité 4.. 
J1 découle de (1) en vertu du $ 98, 2 les formules 


N = tan ŸV = Ye — y } 
Z — ZI — 2. 


(2) 


—+ 
Ici X, Ÿ, Z sont les coordonnées du vecteur A,4,, x,, 3, z, les coor- 
données du point 4, (elles sont respectivement égales aux coor- 
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données du rayon vecteur r, — 0À,) et x: 

y, za les coordonnées du point À, (elles 

sont respectivement égales aux coordonnées 
—} 

du rayon vecteur r, = OA). 

En d'autres termes, pour trouver l'abs- 
cisse d'un vecleur, sl faut retrancher de 
l'abscisse de son extrémité l'abscisse de son 
origine. 

On a des règles analogues pour l'ordon- 
née et la cote. 


FANPLE Trouver les coordonnées du FIG. 148 
vecteur AA si A,(1, —2,5) et 4,(—2, 4, 0). 

SOLUTION. X = — 2 — 1=-3 Y=4—-(-2)=6, Z=0—- 
-— 5 = —5, de sorte que 414, = {— 3,6, — 5). 


$ 100. Longueur d'un vecteur. 
Distance de deux points 


La longueur du vecteur a{X, Y, Z}, s'exprime en fonction de ses 
coordonnées par la formule 
[al =VXT+ YF 2Zr. (1) 
EXEMPLE 1. La longueur du vecteur a{ — 4, — 3, 2} est égale (cf. 
fig. 147) à 
lal = V4 +3) + 2 = 29 » 5,4. 
Ta distance d entre les points 4,,(x,, y, 2) ct A4,(x,, 3, z,) est 
déterminée par la formule 
d= YG — 2) + (ya — 1) + (na — nn)". (2) 


Elle s'obtient de (1) en vertu des formules (2) $ 99 (cf. $ 10). 
EXEMPLE 2. La distance entre les points 4, (8, — 3, 8) et 


A, (6, — 1, 9) est d =} (6 — 8)? + (—1+ 3)? + (9 — 8)? — 3. 
& 101. Angle entre un axe de coordonnées 
et un vecteur 


Les angles «, f, y (fig. 149) formés par le sens positif des axes OX, OY, 
OZ avec le vecteur a{ XV, Y,Z} peuvent être déterminés d’après les for- 
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mules (‘% 
mers (in) 0 
Mrs (a) © 
ar-pres () 9 


Si la longueur du vecteur a cest égale 
FIG. 149 à l'unité graphique adoptée, c'est-à-dire si 
[a | = 1, alors 


cos a=X, cos fi = }, cos y = Z. 
1 découle de (1), (2), (3) que 
costa + cos! f3 + cos! y == 1. (4) 


EXEMPLE. Trouver les angles formés par les axes de coordonnées 
avec le vecteur {2,— 2, — 1}. 


2 2 2 
SOLUTION. COS = — 1 — 7 cos B— — —, 
V2 +(—2$# 41 3 3 
cas Y = — —. d'où «= 48°11, B&Æ131°49, y =5 109 287. 


8 102. Critère de colinéarité (de parallélisme) 
des vecteurs 


Si les vecteurs a,{X,, Y,,Z,} ct a,{X,, Y.,Z,} sont colinéaires, leurs 
coordonnées respectives sont proportionnelles 
AY Me Ys: Yi fs: Zi (1) 
ct inversement. 
Le : À? _ Ya 2 
Si le cocfficient de proportionnalité À = —< = —< =" est 
| 1 Yi Zi 


€» Le triangle rectangle OMR donne: 


OR Z Z 
COR 
[OA] al VAT+ vs: Zi 


Les formules (1) et (2) s'obtiennent de façon analogue. 
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ositif, les vecteurs a, et a, sont de même sens; s'il est négatif, ils 
sont de sens contraires. La valeur absolue de } exprime le rapport des 
longueurs [a,;|:}a, |. 

REMARQUE. Si l'une des coordonnées du vecteur a, cst nulle, la 
proportion (1) doit être comprise dans le sens que la coordonnée corrces- 
pondante du vecteur a, cst aussi nulle. 

EXEMPLE Î. Les vecteurs {— 2, 1, 3} et {4, — 2, — 6} sont 
colinéaires et de sens contraires (A = — 2). Le second vecteur cst deux 
fuis plus long que le premier. 

EXEMPLE 2. Les vecteurs {4, 0, 10} ct {6, 0, 15} sont colinéaires 


ct de mème sens É = ;] . Le second vecteur est une fois et demie plus 
2 


long que le premier. 
ExEMPLE 3. Les vecteurs {2, 0, 4} et {4, 0, 2} ne sont pas coli- 
néaires. ‘ 
' 


& 103. Division d'un segment 
dans un rapport donné 


Le rayon vecteur r du point À divisant le segment 4,4, dans le rapport 
4,4 : 44, = m,:m, est déterminé par la formule 
= Mal, + ai LEE 
1 Mm+tM:s : (1) 
où r, ct r, sont les rayons vecteurs des points À, et A2. 
On trouve les coordonnées du point À à l’aide des formules 
Mat + MX D Mar + MYs 2 Mt Mit 
M mt OO m+m ° M + M (2) 
(cf. $ 11). 
En particulier, les coordonnées du point médian du segment 4,4; 
sont 


sin, y, S Ain, (3) 
REMARQUE. Le point 4 peut être pris sur le prolongement du 
segment 4,4, dans l'un ou l’autre sens; l'un des nombres #,, m, doit 
alors être pris avec le signe moins. 
ExEMpPLe. Trouver les coordonnées du point À divisant le seg- 
ment 4,4, dans le rapport 4,4 :44,=2:3 si 4,(2,4,—1), 
Aj— 3, — 1, 6). 
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Nous trouvons d’après les formules (2): 


3:2+2-(—3) 3-4+2.(—1) 
_—-— PU = = 2, 
243 se ? 2+3 


3.(—1)+2:6 9 


Ve 2+3 ri 


$S 104. Produit scalaire de deux vecteurs 


DÉFINITION. Le produit scalaire de deux vecicurs a et b est égal au produit 
des modules des vecteurs par le cosinus de leur angle. 

NOTATION: a - b ou ab. 

Par définition on a 


ab |al-|b} cos (à, b). (1) 
En vertu du théorème 2 $ 93 
Lb 1 cos (8, b) = prab, 
de sorte qu'au lieu de (1) on peut écrire: 
ab — |a| prab. (2) 
D'unc manière analogue 
ab —]|b]prpa. 
Le produit scalaire de deux vecteurs est égal au module de l'un d'eux 
multiplié par la projection algébrique de l'autre vecteur sur la direction 
du premier. 


Si l’angle de deux vecteurs a et b est aigu, ab > 0; s’il est obtus, 
ab < 0; s’il est droit, ab = 0. 


Cela découle de la formule (1). 


ExeMPLE. Les longueurs des vecteurs a et b sont respectivement 
égales à 2 m et 1 m et l'angle qu'ils forment à 120°. Trouver le produit 
scalaire ab. 

D'après la formule (1) ab = 2 : 1 : cos 120° = — 1 (mi). 

Calculons cette même grandeur à l’aide de la formule (2). La pro- 
jection algébrique du vecteur b (fig. 150) sur la direction du vecteur a 


—+ 1 —+ | 

est égale à | OB | cos 120° = —— (la longueur du vecteur OB” prise 
2 
avec le signe moins). Nous avons: 


ab =|alpr.b = 2. (-:) = —1(m). 
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FIG. 150 FIG. 151 


REMARQUE Î. Dans l'expression + produit scalaire », le second mot 
montre que le résultat de l'opération est un scalaire et non un vecteur 
(à la difference du produit vectoriel; cf. plus bas $ 111) et le premier que 
cette opération jouit des principales propriétés du produit ordinaire 
($ 105). 

REMARQUE 2. Le produit scalaire ne peut être étendu au cas de 
trois facteurs. 

En effet, le produit scalaire de deux vecteurs a et b est un nombre; 
si on multiplie ce nombre par un vecteur c ($ 89), on obtient le vecteur 


(ab)c={al-{b}cos(s, bc, 


colinéaire au vecteur c. 


& 104a. Signification physique du produit scalaire 


—+ 
Si le vecteur a = OA (fig. 151) représente le déplacement d’un point 


matériel et le vecteur F = OF la force agissant sur ce point, le produit 
scalaire aF est numériquement égal au travail fourni par la force F. 
Ci 
En effet, seule la composante OF” effectue un travail. Cela sigifie que le travail est 
égal en valeur absolue au produit des longueurs des vecteurs a et OF”, ce travail étant posi- 


tif si les vecteurs OF” et a sont de même sens et négatif dans le cas contraire. Donc le travail 
est égal au module du vecteur a multiplié par la projection algébrique du vecteur F sur la 
direction du vecteur a, autrement dit il est égal au produit scalaire aF. 

ExEmpre. Le module du vecteur force F est égal à 5 kg. La lon- 
gueur du vecteur déplacement a est 4 m. Supposons que la force F agisse 
sous un angle « — 45° par rapport au déplacement a. Le travail de la 
force F est alors 


Fa Fl-lalcoam 5.4 LE L 10Ÿ2a 141 (ut m) 
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$ 105. Propriétés du produit scalaire 


1. Le produit scalaire ab s'annule si l’un des facteurs est le vecteur nul 
ou si les vecteurs a ct b sont perpendiculaires. 

Cela découle de (1) $ 104. | 

EXEMPLE. 3i-2j — 0, car les vecteurs de base i, j et, par consé.- 
quent, les vecteurs 3i, 2j sont perpendiculaires. 

REMARQUE. En algèbre usuclle il découle de l'égalité ab = 0 que 
soit a = 0, soit b — 0. Cette propriété n'est plus valable pour le produit 


scalaire. 
2. ab — ba (commutativité). 


Cela découle de (1) 6104. 

3. (a, + a,) b = a,b + a,b (distributivité). 

Cette propriété est valable pour un nombre arbitraire de termes, 
par excmple quand le nombre de termes est égal à trois 


(a, tas ta,)b=a,b + a,b + a,b. 
Cela découle de (2) $ 104 et de (3) & 93. 
4. (ma)b = m(ab) (associativité par rapport à un facteur scalaire) ©, 
EXEMPLES. 
(23) b = 2ab, (— 3a) b = — 3ab, p(— 6q) = — 6pq. 


La propriété 4 découle de (1) $ 104 {il cst conanodc de considérer séparément les 
cas m > 0 ct ms << 0). 


Aa. (ma) (nb) = (run) ab. 
EXEMPLES. 


(2a) (— 3b) = — 6ab, (— Sp) (- + a) _ _ PQ. 


La propriété 4a découle de la propriété précédente. 


Les propriétés 2, 3,4a permettent d'appliquer aux produits sca- 
laires les mêmes transformations que l'on effectue en algèbre sur les pro- 
duits des polynômes. 

EXEMPLE Î. 


2ab + 3ac = a(2b + 3c) 
(en vertu des propriétés 3 et 4). 


(® L'associativité n'est plus valable pour un facteur vectoriel: l'expression (cb) a 
est un vecteur colinéaire à a ($ 104, remarque 2), alors que c{ba) est un vecteur colinéaire 
à oc, de sorte que 


(cb) a -Æ c{ba). 
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EXEMPLE 2. 
(2a — 3b) (c + 5d) = 2ac + 10ad — 3bc — 15b4 
{en vertu des proprictés 3 et 4a). 
EXEMPLE 3. Calculer l'expression (i + k) (j — k}), où i, j, k sont 
es vecteurs de base. 
SoLUTION. Comme les vecteurs i, j, k sont perpendiculaires, ij — 
- ik = jk = 0; par ailleurs, 


kk=Ikilk cos (k, k) = 1k |" cos 0 = 1 
(le module du vecteur de base est égal à l'unité). C'est pourquoi 
(i+ k)(—k) = 1j — ik + kj —kk = —1. 

5. Si les vecteurs a ct b sont colinéaires, alors ab — + |[al|:|bl; 
(on prend le signe plus si a et b sont de même sens, et le signe moins s'ils 
sont de sens contraires). 

5a. En particulier, aa = [a |?. 

Le produit scalaire aa cst noté a? (le carré scalaire du vecteur a), 
de sorte que 

a'=|al (1) 
(le carré scalaire d'un vecteur est égal au carré de son module). 

REMARQUE Î. La notion de cube scalaire (et à fortiori celle de 
puissances scalaires supérieures) n'existe pas en algèbre vectorielle (cf. 
$104, remarque 2). 

REMARQUE 2. a? cst un nombre positif (le carré de la longueur 
du vecteur); on peut en extraire la racine de degré arbitraire, en parti- 
culier la racine carrée Vas (la longueur du vecteur a). On ne peut toutefois 
écrire a au lieu de Vaï, car a est un vecteur et Yaï un nombre. Le résultat 
juste est: 


Vaisial. (2) 


8 106. Produit scalaire des vecteurs de base 


ll découle de la définition du $ 104 que 
Hmiñ=l, jÿj=j m1, kk=skal, 
jmjl=0, jk=kj=0, ki=ik=0 
(cf. $ 105, exemple 3). 
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On peut présenter ces relations sous forme d'une 4 table de multi 
D SES ER ESS scalaire +: 


ea À OC TS 7 : 
i j k 


Multiplicatcur nn 


0 1 0 


i EE PE 1 0 ü 
EEE a. | 
> ——_——————— 


0 0 1 


& 107. Expression du produit scalaire 
en fonction des coordonnées des facteurs 


Si a] = {X, Y n Zi} et 8a = {Xa, Ya Z;}, on a n 


anse XX + YaŸYe + Zi2. (1) 
En particulier, si m= {X, Ÿ, Z}, on a 
mexi+yi+2, (2) 
d'où 
Ym=m|=Yxt+y+2 (22) 


(cf. $ 105, remarque 2 ct $ 100). 
EXEMPLE 1. Trouver la longueur des vecteurs a,{3, 2, 1}, 
a,{2, — 3, 0} et le produit scalaire de ces vecteurs. 
SoLuTION. Les longueurs cherchées sont 
Va = Va +2 +1 = Y11, 
CET LE TELE ES LE 
Le produit scalaire est 
a,%=3:2+2(—3)+1-0=0. 


Cela signifie {$ 105, 1) que les vecteurs a, et a, sont perpendiculaires. 
EXBMPLE 2. Trouver l'angle de deux vecteurs 


a,{— 2, 1,2} et a,{—2, — 2,1). 
SOLUTION. Les longueurs des vecteurs sont 

Iml=Y=m+E+Z=3, 

Lal=Y(— 2) +(—2) +12 =3. 


(> Nousavonsa, = Xi + Yi + Zik, a, Xi + Y’,j + Z,k. Multiplions en tenant 
compte des propriétés 3, 4 du $ 105 et de la table du $ 106. 
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Le produit scalaire cst aa; = (—2)(—2)+ 1(—2) + 2:1 = 4. 


Comme a,a, = [a,[|a, | cos (a,, a,), nous avons 
+ CRC 4 4 
COS A) ————— = —— = — 
PS alle 30 


autrement dit 
(aa) & 63737". 


& 108. Condition de perpendicularité des vecteurs 


Si les vecteurs a,{X,, Y,,Z,} ct a,{X,, Y,,Z,} sont pcrpendiculaires, 
on a 
Aie + VaŸs + 2129 = 0. 


Inversement, si XXe + ŸiYat 2123 = 0, les vecteurs a, ct a, 
sont perpendiculaires ou bien l'un d'entre ceux (par exemple a,) est un 
vecteur nul ‘? (dans ce cas X, = Ÿ, = Z, = 0). 


Ccla découle du $ 105, 1 et de (1) $ 107. 


8 109. Angle de deux vecteurs 


L'angle ® entre les vecteurs a,{X,, Y,,Z;} ct a{X2, Ya, Z2} peut être 
déterminé à l'aide de la formule (cf. exemple 2 & 107): 


Dig ee Pet als Er (1) 
lmlelal  VYxt+yi+z VAT +2 
Cela découle de (1) et de (22) & 107. 


EXEMPLE Î. Trouver l'angle entre les vecteurs {1, 1, 1} ct {2, 0, 3}. 
SOLUTION. 
1:2+1-0+1-3 
COS Qu ——— — 2 — —— # 0,8006, 
: Yi+tu+m.yYA+3 Y3-ÿ13 ù 
d'où ® = 36°50”. 
EXEMPLE 2. Les sommets du triangle 4 BC sont 
A(1, 2, — 3); B(0, 1, 2); C(2, 1, 1). 


Trouver les longueurs des côtés AB et AC et l'angle À. 


, (+) On peut estimer que le vecteur nul est perpendiculaire à n'importe quel vecteur; 
cf $ 82. 
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SOLUTION. 
AB == {(0— 1). (1—2), (2-4 3)} == {— 1, —1, 54, 
AC = {(2— 1), (1—2), (1 + 3)} = {1, — 1, 4}, 
—> + = 
1ABI=Y(— 1 + (— 12 + 52: 3/3, 
—+ a = 
LAC = Vi? + (— 132 + 42 = 3ÿ2, 
AB-AË _(—n-1+(—10):(—0 15.4 _ 2, 
14811 AÛI oYe AT 


REMARQUE. Les formules (1)-(3) du $ 101 sont Îes cas parlicu- 
liers de la formule (1) du présent paragraphe. 


cos À := 


&S 110. Trièdres de sens direct et indirect 


Soient a, b, c truis vecteurs (non nuls), non parallèles à un même plan 

ct pris dans l'ordre indiqué (autrement dit a est le premier vecteur, b 

le second et c le troisième). Ramenant ces trois vecteurs à une même 

origine © (fig. 152), nous obtenons un système (un trièdre) de trois 
+ + —+ 


vecteurs OA, OB, OC non situés dans un même plan. 
Le système des trois vecteurs a, b,c est de sens direct (lig. 152) 


—+ 
si la rotation du vecteur OA qui le fait coïncider par le plus court chemin 
—+ 


avec le vecteur OB s'effectue dans le sens contraire aux aiguilles d’une 
montre pour un observateur dont la tête est en C. 

Si cette rotation s'effectue dans le sens des aiguilles d'une montre 
(fig. 153), le système des trois vecteurs a, b, c est de sens indirect. 

EXEMPLE Î. Dans un système de coordonnées de sens direct ($ 94) 
les vecteurs de base i, j, k forment un trièdre de sens direct. Par contre, 
les vecteurs j, i, k (les vecteurs sont pris dans un ordre différent) forment 
un trièdre de sens indirect. 


FIG. 152 FIG. 153 
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Si deux trièdres sont de sens direct ou de sens 
indirect, on dit qu'ils ont le même sens de rotation 
ou la même orienlalion; si par contre l'un trièdre 
est de sens direct et l'autre de sens indirect, on 
dit qu'ils sont d'orientalion contraire. 

Une permutation de deux vecteurs du système 
en modifie l'orientation (cf. exemple 1). 

L'orientation du système est conservée par une 
permulation circulaire des vecteurs montrée sur la FIG. 154 
fig. 154 (le second vecteur devient le premier, le 
troisième le second et le premier le troisième, autrement dit le système 
a, b, c devient le système b, c, a). 

EXEMPLE 2. Par une permutation circulaire nous obtenons du 
système i,j,k de sens direct le système j,k,i de sens direct et de ce 
dernier le système k, i, j de sens direct. 

EXEMPLE 3. Si le système des vecteurs a, h, c est de sens direct, 
alors les trois systèmes 

a, b,c, b,c,a, .c,a,b 
sont de sens direct, et les trois systèmes 

b,a,c, a, c, b, c,b,a 
de sens indirect. 

On ne peut faire coïncider un trièdre de sens direct avec aucun trièdre 
de sens indirect. 


La symétrie par rapport à un plan transforme un trièdre de sens 
direct en un trièdre de sens indirect et inversement. 


& 111. Produit vectoriel de deux vecteurs 


DÉFINITION. On appelle produit vecloriel du vecteur a par un vecteur 
non colinéaire b un troisième vecteur c (produit) que l'on construit de 
la manière suivante: 

1) son module est numériquement égal à l'aire du parallélo- 
gramme (4OBL sur la fig. 155) construit sur les vecteurs a et b, 


autrement dit, il est égal à |[a|-|b{sin (a, b): 

2) sa direction est perpendiculaire au plan 
du parallélogramme mentionné; 

3) le sens du vecteur c cst alors choisi de 
telle sorte que le trièdre a, b,c soit de sens 
direct ($ 110). 

NOTATION: c — a X b ou c —a À b. FIG. 155 
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COMPLÉMENT À LA DÉFINITION. Si les vecteurs 
a et b sont colinéaires, il est naturel d’affecter à Ja 
figure AOBL ‘(que l'on peut conventionnellement 
considérer comme un parallélogramme) une aire 
nulle. C'est pourquoi l'on estime que le produit 
vectoriel de deux vecteurs colinéaires est égal au 
vecteur nul. 

Comme on peut affecter au vecteur nul n'importe quelle 


FIG. 156 direction, cette convention ne contredit pas les points 2 et 3 
de la definition. 


REMARQUE 1. Dans l'expression «produit vectoriels le second 
mot indique que le résultat de l'opération est un vecteur (par opposi- 
tion au produit scalaire; cf. $ 104, remarque 1). 

EXEMPLE 1. Trouver le produit vectoriel i X j, où i, j sont les 
vecteurs de base d’un système de coordonnées de sens direct (fig. 156). 

SOLUTION. 1. Comme les vecteurs de base sont de longueur unité, 
l'aire du parallélogramme (du carré) AOBL est égale à l'unité. Par con- 
séquent, le module du produit vectoriel est égal à l'unité. 

2. Comme la perpendiculaire au plan AOBL est l'axe OZ, le produit 
vectoriel cherché est un vecteur colinéaire au vecteur k; tous deux 
étant de module unité, le produit vectoriel cherché sera soit k, soit — k. 

3. On doit choisir le premicr de ces deux vecteurs, puisque les 
vecteurs i, j, k forment un système de sens direct (et les vecteurs i, j, — k 
un système de sens indirect). 

Nous avons ainsi 


Ixj=Kk. 


EXEMPLE 2. Trouver le produit vectoriel j x i. 

SOLUTION. De même que dans l'exemple 1, nous concluons que 
le vecteur j X Î est égal soit à k, soit à — k. Or, nous devons mainte- 
nant choisir — k, car les vecteurs j, i, — k forment un système de sens 
direct (et les vecteurs j, i, k un système de sens indirect). 

Nous avons ainsi 


JXi=—k. 


LxEMPrLE 3. Les vecteurs a ct b ont respectivement les longueurs 
80 cm et 50 cm et forment un angle de 30°. Adoptant le mètre pour 
unité de longucur, trouver la longueur du produit vectoriel a X b. 

SOLUTION. L’'aire du parallélogramme construit sur les vecteurs a 
et b est égale à 80 : 50 sin 30° — 2000 (cm), autrement dit 0,2 ni. La 
longueur du produit vectoriel est donc égale à 0,2 m. 

EXEMPLE 4. Trouver la longueur du produit vectoriel de ces 
mêmes vecteurs en adoptant le centimètre pour unité de longueur. 
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SoLuTION. Comme l'aire du parallélogram- 
me construit sur les vecteurs a et best égale à er 
2000 cm?, la longueur du produit vectoriel est - 
égale à 2000 cm, c'est-à-dire 20 m. Or” ! 

Il apparaît des exemples 3 et 4 que la lon- 
gueur du vecteur a X b dépend non seulement K 
de la longueur des facteurs a et b, mais aussi F 


du choix de l'unité de longueur. À 
SIONIFICATION PHYSIQUE DU PRODUIT VECTORIEL. Parmi 
toutes les grandeurs physiques représentées par le produit 


vectoriel nous ne considérerons que le moment d'une force, 
Soit À le point d'application de la force F. On appelle moment de la force F par rapport 


FIG. 157 


au point O le produit vectoriel OA x F. Comme le module de ce produit vectoriel est numé- 
riquement égal à l'aire du parallélogramme AFLO (fig. 157), le module du moment est égal 
au produit de la base AF par la hauteur OK, autrement dit à la force multipliée par la 
distance du point O à la ligne d'action de la force. 

On démontre en mécanique que pour qu'un solide soit en équilibre, {l faut que non 
sulement la résultante des vecteurs F,, F,, F,,… représentant les forces sollicitant ce 
corps soit nulle, mais encore que le moment résultant de ces forces soit nul. Dans le cas où 
toutes les forces sont parallèles à un plan, on peut substituer à la composition des vecteurs 
représentant les moments l'addition et la soustraction de leurs modules. Mais pour des 
vecteurs arbitrairement orientés une telle substitution n'est plus possible. Conformément 
à cela le produit vectoriel est défini précisément comme un vecteur, et non comme un 
nombre. 


8 112. Propriétés du produit vectoriel 


1. Le produit vectoriel a X b ne s’annule que lorsque les vecteurs a 
et b sont colinéaires [en particulier, si l’un d'eux (ou les deux) est le 
vecteur nul]. 


Cela découle du premier point de la définition du $ 111. 


la a xXa=0. 
L'égalité a X a = 0 élimine la nécessité d'introduire la notion de 
«carré vectoriels (cf. $ 105, 5a). 
2. Lors d'une permutation des facteurs le produit vectoriel est 
multiplié par — 1 (change de signe): 
bxXa=—{a x b) 


(cf. les exemples 1 et 2 $ 111). 

Ainsi, le produit vectoriel n'est pas commulatif (cf. $ 105, 2). 

3. (a+ bb) X1=a X1+ b x 1 (distributivité). 

Cette propriété est valable pour un nombre quelconque de termes, 
par excimple dans le cas de trois termes nous avons: 


(a+b+c)xl-axXl1+bxl+ecxil. 
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4. (na) X b = mifa X b) (associativité par rapport à un facteur 
scalaire). 

4a. (na) X (nb) = min(a X b). 

EXEMPLES: 1) — Ja X b = — 3(a X b). 


2) 0,3a x 4b = 1,2(a X b). 

3) (2a— 3b) X (c + 5d) = 2{a X c) + 10{(a X d) — 3{b X c) — 
— 15(b X d) = 2(a X c) + 10(a X d) + 3{c X b) + 15(d X b) — 
= 2{(a X c) — 10(d X a) + 3{c x b) + 15(d X b). 

4) (a+ b) X (a—b)j=axa—aXb+bx a —b x b. Les pre- 


mier et quatrième termes sont nuls (cf. 1). En outre, b X a = — a x 
X b(cf. 2). Par conséquent, 
(a +b) X (a —b) = — 2{(a x b) = 2(b X a). 


L'aire de la figure OCKD (fig. 158) est ainsi deux fois plus grande que 
l'aire de la figure OACB. 


& 113. Produits vectoriels des vecteurs de base 


Il découle de la définition du $ 111 que 


Exi—0, ixj=k, 1x k— —}, 
JXI—=—k, jxi=0, jxk=i}, 
Xi }, k X j = —1, k x k = 0. 


Pour ne pas se tromper de signe, on peut se rappeler le schéma 
(fig. 159) que l'on utilise de la façon suivante: 

Si le sens du plus court chemin (de la rotation) menant du premier 
vecteur au second coïncide avec le sens de la flèche, le produit vectoriel 
est égal au troisième vecteur; dans le cas contraire, le troisième vecteur 
est pris avec le signe moins. 

EXEMPLE Î. Trouver k X i. Sur le schéma le sens du plus court 
chemin menant de k à 1 coïncide avec le sens de la flèche. C’est pourquoi 
kXi= j. 


FIG. 158 FIG. 159 
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LxEMPLE 2. Trouver k X j. Le sens du plus court chemin menant 
de k à j coïncide avec le sens contraire aux aiguilles d’une montre. C'est 
pourquoi k X j = —i. 

ExEMPLE 3. Simplifier l'expression (2i — 3j + 6k) x (4i — 6j + 
+ 12k). Ouvrant les parenthèses et utilisant la table ou le schéma 
nous trouvons: 


(21— 3j + 6%) x (45 — 6j + 12k) = 8(1 x i) — 12(i x j) + 
+ 2A4(1 X k) — 12] x 1) + 18(ÿ x j) — 36(j X k) + 24(k x 1) — 
— 36(k X j) + 72(k X k) = — 12k — 24j + 12k — 36i + 24j + 361 = 0. 
Etant donné que le produit vectoriel ne s’annule que dans le cas 
où les facteurs sont colinéaires ($ 112, 1), les vecteurs 2i — 3j + 6k et 


4i — 6j + 12k sont colinéaires. C'est ce que montre également le cri- 
tère du $ 102. 


$ 114. Expression du produit vectoriel 
en fonction des coordonnées des facteurs 


Si a = {X1, Ya Z1} ct as {Xe Ya, Ze}, alors (9 
Fe Yi Zi Zi X; Xi Ys (1 
 … (he zl" |z, | KM M" } 


Les expressions comprises entre deux traits verticaux sont des déter- 
minants du second ordre ($ 12). 

RÈGLE PRATIQUE. Pour obtenir les coordonnées du vecteur a, X 
X a, nous formons le tableau 


Xi Yi Zi 
| (2) 
Xs Ys FA 
Eliminant la première colonne nous trouvons la première coordonnée 
Yi À 
M ZA 
Eliminant la seconde colonne ct prenant le déterminant ainsi formé 
À, Z 
Âe Zi 


| nous trouvons la deuxième coordonnée. 


avec le signe moins ou, ce qui revient au même, 


| Zi À: 
Za 3 


(°> Nous trouvons le produit vectoriel (X,1 + *,} + Zik) X (Xal + Y'a + Zik) 
en utilisant la table du $ 113 et les propriétés 2, 3, 4 du $ 112 (cf. exemple 3 $ 113). 
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Eliminant la troisième colonne (en prenant le déterminant restant 
avec son signe), nous trouvons la troisième coordonnée. 
EXEMPLE 1. Trouver le produit vectoriel des vecteurs 
a{3, — 4, —8} et a,{— 5, 2, — 1}. 
SoLuTION. Nous formons le tableau 
3 —4 —8 
— 5 2 —1l 


Eliminant la première colonne, nous obtenons la première coor- 
donnée 


— + — 8 


> il" n-A-s = 2. 


Eliminant la seconde colonne, nous trouvons le déterminant 


3 — 8 
is fl 
Intervertissant les colonnes (ce qui équivaut à changer le signe), nous 
. — 8 3 
obtenons la deuxième coordonnée = 43, 
— 1 —5 
Eliminant la troisième colonne, rous obtenons la troisième coor- 
— 4 
donnée = — |l{. 
_—5 2 


Ainsi, a, X a, — {20, 43, — 1+)}. 
REMARQUE. Pour ne pas se tromper de signe lors du calcul de la 
deuxième coordonnée, on peut utiliser au lieu du tableau (2) le tableau 
FESE o 
“5 Ê 3 % 3 
que l'on obtient de (2) en lui adjoignant les deux premières colonnes. 
Eliminant dans (3) la première colonne, nous choisissons les deux sui- 
vantes. Puis, élininant la deuxième colonne, nous prenons les deux 
suivantes. Enfin, éliminant la troisième colonne, nous prenons les deux 


dernières. Il n’est plus besoin d'intervertir les colonnes dans les déter- 
minants ainsi obtenus. 


EXEMPLE 2. Trouver l'aire S du triangle donné par ses som- 
mets 4,(3, 4, — 1), 4,(2, 0, 4), A3(— 3,5, +). 
SOLUTION. L'aire recherchée est égale à la demi-aire du paral- 


—} —+ 
lélogramme construit sur les vecteurs 4,4, et 4,44. Nous trouvons 


—} —} 
(899) 4143 = {(2— 3), (0 — 4), (4+ 1)} = {—1,—4,5} et 4,4, = 
= {— 6,1,5}. L'aire du parallélogramme est égale au module du pro- 
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— — 
duit vectoriel 4,4, X 4143, ct ce dernier est égal à {— 25, — 25, —25}. 
Par conséquent, 


| —> —> D NE RE 
= | Ai4x did; |= SV 25) + (— 25) + (2 = — V1875 # 21,7. 


&S 115. Vecteurs coplanaires 


On dit que trois (ou un plus grand nombre) de vecteurs sont coplanaires 
si après être ramenés à une même origine ils sont situés dans un même 
plan. 

Si l’un au moins des trois vecteurs est un vecteur nul, ces trois 
vecteurs sont également considérés comme coplanaires. 

On considère le critère de coplanarité aux $$ 116, 120. 


$S 116. Produit mixte 


On appelle produit mixte de trois vecteurs a, b, c (pris dans l'ordre in- 
diqué) le produit scalaire par a du produit vectoriel b X c, autrement 
dit le nombre a(b X c), ou, ce qui revient au même, (a X bjc. 

NOTATION: (a, b, c). 

CRITÈRE DE COPLANARITÉ. Si a, b, c est un système de sens direct, 
alors (a, b, c) > 0; si a, b, c est un système de sens indirect, (a, b, c) < 0. 
Si les vecteurs a, b, c sont coplanaires ($ 115), alors (a, b, c) = 0. En 
d'autres termes, l'égalité à zéro du produit mixte (a, b, c) est un critère 
de coplanarilé des vecteurs a, b, c. 

INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE DU PRODUIT MIXTE. Le produit 
mixte (a, b, c) de trois vecteurs non coplanaires a, b, c est égal au volume 
du parallélépipède construit sur les vecteurs a, b, c pris avec le signe 
plus si a, b, c est un système de sens direct et avec le signe moins si 
a,b,c est un système de sens indirect. 


ExvLicatron. Construisons (fig. 160, 161) le vecteur 
—> 
OD = a Xb. (1) 
L'aire de la base 0O14K8B est alors 


S=10b1. (2) 


—+ 
La bauteur /J (la longueur du vecteur OAf), prise avec le siyne plus ou moins, est ($ 92, 2) 
la projection algébrique du vecteur c sur la direction OD, c'est-à-dire 

H = + prpc. (3) 


ob 
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D 
FIG. 160 FIG. 161 


—+ — 
On prend le signe plus si OAf ct OD sont de mtme sens (fig. 160), ce qui a lieu si a, b, c cest 
un système de sens direct. Le signe moins correspond à un système de sens indirect (fig. 161), 
Nous obtenons de (2) et (3): 


— 
Vas SH = + lOD I pre (cf. $ 92), 
D 


—+ —} 
mais | OD | pr-2c est le produit scalaire OD :e ($ 104), autrement dit (a X b) c. Cela 
op : 


signifie que 
V — + (a Xb)ce. 


$ 117. Propriétés du produit mixte 


1. Par une permutation circulaire ($ 110) des facteurs le produit mixte 
ne varic pas, par permutation de deux facteurs, il change de signe: 


(a,b,c) = (b,c,a) = (c,a,b) — —(b,a,c) = —(c,b,a) = — (a, c, b). 
Cela découle de l'interprétation géométrique ($ 116) et du $ 110. 
2. [(a+ b},c,d] = (a,c, d) + (b, c, d) (distributivité). La propriété 
peut être étendue à un nombre arbitraire de termes. 
Cela découle de la définition du produit mixte et du $ 112, 3. 
3. [(m1a), b, c] = ma, b, c) (associativité par rapport à un facteur 
scalairc). 


Cela découle de la définition du produit mixte et du $ 112, 4. 
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Ces propriétés permettent d'appliquer aux produits mixtes les 
transformations ne se distinguant de leurs analogues algébriques que par 
le fait qu'en inlervertissant l'ordre des facleurs on doit fenir comple du 
signe du produit (cf. 1). 

4. Le produit mixte des vecteurs dont deux au moins sont égaux 


est nul: 
(a,a, b)=0. 


EXEMPLE Î. 
{a, b, (3a 4 2b — 5c),= (3a, b, a) + (2a, b, b) — (Sa, b, c) = — (5a, b, c). 
S EXEMPLE 2. 
{(a +b), (b +c), (c+a)]] = (aXb+axc+tbxb+bXc)(cra)= 
m(axbtaxc+tbxc(c+a)=(s, b,c)+(s,c,c) +{a, c, a) + 
+ (a, b, a) + (b, c, c) + (b, c, a). 
Tous les termes sont nuls, excepté les deux termes extrêmes. En outre, 
(b,c, a) = (a, b,c) (propriété 1). C'est pourquoi 
[(a + b), (b + c), (ec + a)] = (2a, b, c). 


& 118. Déterminant du troisième ordre ‘*? 


Il est souvent commode, en particulier, lors du calcul du produit mixte 
d'utiliser le symbole suivant 


a LE T 
CE b, Cal. (1) 
CA b, Ca 
Il représente la notation abrégée de l'expression 
b, € CP Ca &s b, 
E ls € — %s € SL 4, |: Q) 


L'expression (1) est appelée déterminant du troisième ordre. 

Les déterminants du second ordre, qui entrent dans l'expression (2), 
sont formés de la manière suivante. On élimine du tableau (1) la ligne 
et la colonne contenant a,, comme l'indique le schéma suivant: 


Q---b--c 
ü2 b © 


C2 Pour un exposé plus détaillé voir $$ 182-185. 
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Le déterminant restant constitue le facteur de la lettre a, dans l'expres- 
sion (2). On obtient de même les deux autres déterminants de la for- 
mulc (2): 


&--fr-- 0 --h--6 
a ee OÙ «kb {: 
C5 0 a ff 


On doit sc rappeler que le second {crme de la formule (2) est pris avcc 
le signe moins! 
EXEMPLE J. Calculer le déterminant 


— 2 — 1 —3 
— 1 4 6. 
1 5 9 
Nous avons: 
—2 —1 — 3 
4 6 1 6 sp 4 
1 4 6|-—2 +1 =3 ” 
5 9 1 9 1 5 
1 5 9 
=—2:6+1e(— 15) —-3.(- 9) = 0. 
Aa € (a a : | 
REMARQUE Î. Comme | ? # _- [3 2] Je déterminant du 
as Cs Cs 


troisième ordre peut être mis sous la forme: 


a b c 
1 ! i Fu nn 


bb 


(3) 


a b 
y by G|=a ; | : 


CES é b, 


sb | 


o 


€ 
4) LL € 


Tous les déterminants du second ordre sont ici pris avec le signe plus. 


ReumarQUE 2. On peut formaliser le calcul d’après la formule (3) de la manière 
suivante. Nous adjoignons à droite au tableau (1) ses deux premières colonnes 


& b UT ai b, 
As b, Ca äs b, (4) 
CO b, QG CA b, 


Nous chuisissons dans la première ligne la lettre a, et nous descendons suivant la 
diagonale comme l'indique la flèche dans le tableau (5): 


QT b 2 & 
as be € Gi ds (5) 
as bb € dy ds 
Nous multiplions a, par le déterminant du second ordre qu'indique la flèche. Nous obtenons 
b, Ca 
a . 
bb, € 


Géométrie analytique à trois dimensions 159 


Nous éliminons ensuite la première colonne et nous prenons dans la première ligne 
la lettre b, (la première des lettres restantes dans la ligne ainsi obtenue) ct nous procédons 
de même, comme l'indique le tableau (6): 


b, C1 CT b, 
à" 
b, | & 4%: b, (6) 
b, QG b, 
Nous obtenons: 
c a 
: | , | 
GO 
Nous éliminons enfin la scconde colonne et nous obtenons: 
4 db | 
CA : 
4, bd 


ExzurLe 2. Calculer le déterminant 


1 2 3 
D=]—1 3 4|. 
2 S 2 
Nous formons le tableau (4) 
1 2 3 1 2 
— 1 3 4 — 1 3 
2 5 2 2 5 


ct nous trouvons: 


Di 3 4 +2 4 —1 +3 —1 3 
5 2 2 2 2 5 
= — 14 + 20 — 33 = — 27, 


8 119. Expression du produit mixte 
en fonction des coordonnées des facteurs 


Si les coordonnées des vecteurs a,, a,, a, sont respectivement 
a {A1 Vi, Zi}, 82 = (A3, Ya Ze}, 23 = (Xs Ya, Zi}, 


le produit mixte (a,, a,,a,) est calculé d'après la formule 


À M1 2 
(a, as 2) = | Xe Ys OZ. (1) 
Xe Ya À 


Cela découle des formules (1) $ 107 et (1) $ 114. 
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EXEMPLE 1. Le produit mixte (a,, a,,a,;) des vecteurs 
a,{— 2, —1, —3}, a,{— 1, 4,6}, a,{1,5,9,} est 


—2 —1 —3 
— 1 4 6-0 
1 5 9 
(cf. $ 118, cxcmple 1). Cela signifie ($ 116) que les vecteurs a, b, c sont 


coplanaires. 
EXEMPLE 2. Les vecteurs {1, 2, 3}, {— 1, 3, 4}, {2, 5, 2} forment 
un système de sens indirect, car leur produit mixte ($ 118, exemple 2) 


1 2 3 
—1 3 4}-=—727 
2 5 2 


cst négatif (cf. $ 116). 
& 120. Critère de coplanarité 
exprimé en fonction des coordonnées 


La condition (nécessaire et suffisante) de coplanarité des vecteurs 
ay Vus Zi} Aa Vos Ze} A Xs, Ya Za} est (cf. $ 119, exemple 1) 


À Yi Zi 
Xe Ya Z a! — 0. 
À. Ye 4 


Cela découle du $ 116. 


& 121. Volume d'un parallélépipède 


Le volume du parallélépipède construit sur les vecteurs a,{X,, Y,,Z:}, 
(A2, Var Zah, 2alX a Ya, Zs} est égal à 


X1 M À 
| 4 = + Xe Ya Zi , 
Xe Ys Z 


où l'on’ prend le signe plus si le déterminant du troisième ordre est 
positif, et le signe moins si le déterminant est négatif (cf. $ 13). 


Cela découle des $$ 116, 119. 


ExEeMPLE 1. Trouver le volume du parallélépipède construit sur 
les vecteurs {1, 2,3}, {— 1,3,4}, {2,5,2)}. 
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SoLUTION. Nous avons: 


1 2 3 
2 5 2 


Comme le déterminant est négatif, nous prenons le signe moins. Nous 
trouvons alors V = 27. 
ExEMPLE 2. ‘Trouver le volume P de la pyramide triangulaire 
ABCD de sommets A(2,— 1,1), B(5,5,4), C(3,2,—1), D(4,1,3). 
SoLuTION. Nous trouvons ($ 99): 


Ab = ((5— 2), (5 + 1), (4 —1)} — (3, 6, 3}. 
—+ — 
De même AC = {1,3,— 72}, AD = {2,2,2}. Le volume cherché est 


1 —+ 
égal à — du volume du parallélépipède construit sur les arêtes AL 
6 


+ 
AC, AD. Par conséquent, 


3 6 3 
1 
= + — — 2 
V El 3 
2 2 2 


Nous obtenons ainsi V = 3. 


& 122. Double produit vectoriel 


On appelle double produit vecloricl l'expression de la forme 
a x (b x c). 
Le double produit vectoriel est un vecteur situé dans le même plan 


que les vecteurs b et c; il s'exprime en fonction des Peine betcde la 


manière suivante: 
a X (b x c) = b{ac) — c{ab). (1) 


& 123. Equation du plan 


A. Le plan (fig. 162) passant par le point Af,(x#0, Yo, z0+) ct perpendicu- 
laire au vecteur N{4, B,C} est représenté par l'équation du premier 
degré ‘° 

As — x) + By — y) + Cr — 10) = 0, (1) 


€) L'équation (1) exprime la condition de perpendicularité des vecteurs 
N(4, B,C)jet MM {x — 3, y — ÿe, 2 — 20). CI $$ 108 ct 109. 


6-1158 
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2 ou 
Ai +BY+C:+D=0, (2) 
où l'on a introduit Ja notation 
D = — (4x, + Bye + Ci). 


Le vecteur N{A, B,C} est dit normal au plan P. 

REMARQUE Î. L'expression + le plan P est 
représenté par l'équation (1)e signifie que: 
1) les coordonnées x, y,z de tout point Af du 
plan P vérifient l'équation (1); 2) les coordon- 
nées #,y,z de tout point non situé dans le 
plan P ne vérifient pas cette équation (cf. $ 8). 

B. Toute équation du premier degré Àx + By + Cs + D =0 
(4, B,C ne sont pas simultanément nuls) représente un plan. 

Les équations (1) et (2) peuvent être mises sous forme vectorielle 


l'1G. 162 


N{r—r,) = 0, (12) 
Nr+D=0 (23) 
(r, ct r sont les rayons vecteurs des points A7, et M; D = — Nr). 


EXEMPLE. Le plan passant par le point (2, 1, — 1) et perpendicu- 
Jaire au vecteur {— 2, 4,3} est représenté par l'équation 


— 2(x — 2) + 4(y —1) + 3(3 + 1) = 0 
ou 
— 2x +4y +33 +3 = 0. 


REMARQUE 2. Un seul et même plan peut étre représenté par une multitude d'é- 
quations dont tous les cocfficients et le terme indépcndant des coordonnées courantes 
sont proportionnels (cf. plus bas $& 125, remarque). 


& 124. Cas particuliers de la position du plan 
par rapport au système de coordonnées 


1. L'équation 4x + By + Cz = 0 (le terme indépendant des coor- 
données courantes D = 0) représente un plan passant par l'origine. 

2. L'équation Ax + By + D —0 (le coefficient C = 0) repré- 
sente un plan parallèle à l'axe OZ, l'équation 4x + C:+D=0 un 
plan parallèle à l'axe OY et l'équation By + Cz + D = 0 un plan pa- 
rallèle à l'axe OX. 

Retenons la règle suivante: si l'équation ne contient pas z, le plan 
est parallèle à l'axe OZ, ctc. 
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ExEMPLE. L'équation 
&+y—1=0 


représente un plan P (fig. 163) parallèle à 
l'axe OZ. ° 


ReuaArQue. En géométrie analytique à deux dimen- 
sions l'équation x + y — 1 = 0 représente une droite (KL 
sur la fig. 163). Elucidons pourquoi, dans l'espace, elle repré- 
sente un flan. 

Prenons sur la droite K£ un point arbitraire Af. 
Comme Af est situé dans le plan XOY, pour lui 3 = 0. 
Supposons que dans le système X'OY le point Af possède 


Jes coordonnées x =: 


2'?= _ (elles vérifient l'équation 


x +y—1=0). Alors dans le système à trois dimensions 
OXYZ les coordonnées du point Af sont x = . »,Ÿ = 7: s = 0. Ces coordonnées vé- 


sificnt l'équation # + ÿy—1= 0 (pour plus de clarté, écrivonsla sous la forme 
1x + 1Y +0:5—1 = 0). 


Considérons maintenant les points pour lesquels x = — y = — mais s#0, 
1 1 1 1 1 1 1 1 

par excmple, les points Mi (> 7%: ; |' M, (> 3! ) M (> 13! 1), 
ete. (cf. fig. 163). Leurs coordonnées vérifient également l'équation x + y + 0-5 —1 = 0. 
Ces points remplissent la droite « verticales UF”, passant par lc point Af. On peut construire 
de telles droites verticales pour tous cs points de la droite KL. Dans leur ensemblo 
clics remplissent le plan P. 

Nous dirons plus bas ($ 140, exemple 4) comment représenter dans un système de 
conrdonnées dans l'espace la droite KL. 


3. L'équation 4x + D =0 (B=0, C = 0) représente un plan 
parallèle aussi bien à l'axe OY qu'à l'axe OZ (cf. 2), autrement dit 
parallèle au plan de coordonnées YOZ. 

D'une manière analogue, l'équation By + D = 0 représente un 
plan parallèle au plan XOZ et l'équation Cz + D = 0 un plan parallèle 
au plan XOY (cf. $ 15). 

4. Les équations À = 0, Y = 0, Z = 0 représentent respective- 
ment les plans YOZ, XOZ, XOY. 


$ 125. Condition de parallélisme des plans 


Si les plans 

A3 + By + Cis + Di = 0et Aix + B,y + Css + D…= 0 
sont parallèles, les vecteurs normaux N,{4,,B;,,C;} et N,{4,, Ba, Co) 
sont colinéaires (et inversement). C'est pourquoi (8 102) la condition 
de parallélisme (nécessaire et suffisante) est 


6* 
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EXEMPLE Î. Les plans 


2x7 —3yÿ—43+11=0 ct — 4x + 6y + 8r + 36 —0 


sont parallèles car EE | 
2 — 3 — 4 
EXEMPLE 2. Les plans 2x — 3z — 12 = 0 (4, = 2, B, = 0, C, = 
= —3) et 4x + 4y — 6: +7 = 0 (4, = 4, B,; = 4, Co = —6) ne 


sont pas parallèles, car B, = 0 et B, 0 ($ 102, remarque). 

REMARQUE. Si non seulement les coefficients des coordonnées, 
mais encore les termes indépendants des coordonnées sont proportion- 
nels, c'est-à-dire si 


alors les plans sont confondus. Ainsi, les équations 
3x + 7y—5:+4—0 ct Gx + 14y — 10r + S = 0 


représentent un seul et même plan. Cf. $ 18, remarque 3. 


$ 126. Condition de perpendicularité de deux plans 


Si les plans 
Aix + By +CutD=0 et Ar + By + Cr + Ds=0 
sont perpendiculaires, leurs vecteurs normaux N,{4,, B,, C;}, 


N:{42, Ba C2} le sont aussi (et inversement). C'est pourquoi ($ 108) la 
condition (nécessaire et suffisante) de pcrpendicularité est 


Aid; + B,B, + CiCs = (. 
EXEMPLE 1. Les plans 
3x—2ÿ— 2: +7—=0 ct 2: +2y+:3+4m0 
sont perpendiculaires, car 3:2+(—2)-:2 +(—2):1= 0. 
EXEMPLE 2. Les plans 
3x—2y m0 (4,=3, B,=—2, C,=0) 


et 
5=4 (4,=0, B,,=0, C;=1) 


sont perpendiculaires. 
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g 127. Angle de deux plans 


Les deux plans 
A,x + B,y + C,s + D, = 0 (1) 
ct 
As + Bay + Ci + Ds = 0 (2) 
‘orment quatre angles dièdres deux à deux égaux. L'un d'entre cux est 
égal à l'angle formé par les vecteurs normaux N,{4,,B,,C;} et 
N2{43 By Ca}. Désignant par @ l’un quelconque de ces angles dièdres 
nous avons: 
A4, + DB, + CC 


cos © = + a ——— 
Var + 81 + Ci VAS + Bj + Ci 


(3) 


En choisissant le signe plus nous obtenons cos (N,, N.), en choisissant 


Je signe moins cos [180° — (N,, N,)]. 
EXEMPLE. L’angle des deux plans 
z—y+W2z +20 et s+y+Y2:—3=0 


cst déterminé à l'aide de l'égalité 
et D Re EN ERRSS e 
Viti+ Va Vi+i+(V2 

Nous obtcnons ® = 60° ou ® = 120°. 

Si le vecteur N, forme avec les axes OX,0Y,0Z des angles a, 
Bi. 1 et le vecteur N, des angles «,, B,, y, alors 

COS @ = + (cos 1 cos as + cos fi, cos f3, + cos y; COS y). (4) 
Cela découle de (3) et des formules (1)-(3) $ 101. 


$ 128. Plan passant par un point donné 
et parallèle à un plan donné 


Le plan passant par le point Af,(x,, y,,z,) et parallèle au plan 4x + 
4 By + Cz + D = 0 cest représenté par l'équation 
Az — x) + By — 51) + Ca — 1) = 0. 
Cela découle des $6 123 et 125. 
EXEMPLE. Le plan passant par le point (2, — 1, 6) et parallèle 
au plan + + y — 2z + 5 = 0 est représenté par l'équation (+ — 2) + 
+ (y + 1) — 2(3 — 6) = 0, autrement dit x + y — 23 + 11 = 0. 
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M; & 129. Plan passant par trois points 


Si les points M,(xo, Yo: Zo) Milxi, 1 2), 

Mal%g Ya #2) ne sont pas alignés, alors le 

M, "y plan (fig. 164) passant par ces trois points 
FIG. 164 est représenté par l'équation 


1 Y — Je 3 —!e 


= 0. (1) 


A — Fo Y1 — Ye I — Le 


Zs — Xe Ya — Ye Zs — Le 


+ —+ — 
Elle exprime le fait que les vecteurs Af,Af, Mf,4,, M,Af, sont coplanaires (cf. 
$$ 120 et 99). 
ExeMPLE. Les points M,(1, 2, 3), A£,(2, 1, 2), Mf,(3, 3, 1) ne sont 
—+ —> 
pas alignés, car les vecteurs M,M,{1,—1,—1} et M,M,{2, 1, — 2} 
ne sont pas colinéaires. Le plan M,M,M, est représenté par l'équation 


x — 1 y—2 s—3 
1 —1 —1|—0, 
2 1 — 2 
autrement dit 
xt+s—4=0. 


REMARQUE. Si les points M,, M,, M, sont alignés, l'équation (1) 
devient une identité, et on peut mener par ces points une infinité de 
plans. 


$ 130. Segments déterminés sur les axes 


Si le plan 4x + By + Cz + D = 0 n'est pas parallèle à l'axe OX 
(c'est-à-dire si À Æ0; $ 124), il détermine sur cet axe un segment 


a = ——. De manière analogue les segments déterminés sur les axes 
D ,. D;.;. 

OY et OZ sont b — A B £ 0jet c = = (si C # 0) (cf.S$ 32). 

EXEMPLE. Le plan 3x + 5y — 4z — 3 — 0 détermine sur les axes 


des segments PR ja Fes 
3 5 4 
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& 131. Equation d un plan 
en fonction de ses coordonnées à l’origine 


Si lc plan détermine sur les axes des segments a, b, c (non nuls), on peut 
le représenter par l'équation 


x y £ 
PL (1) 


appelée « équation du plan en fonction de ses coordonnées à l'origine ». 


On peut obtenir l'équation (1) comme l'équation d'un plan passant par les trois 
points (a, 0, 0), (0, b, 0), (0, 0, c) (cf. $ 129). 


ExEempPLe. Ecrire l'équation du plan 
3x—6ÿ + 2z—12=0 


sous la forme (1). 
Nous trouvons ($ 130) a = 4, b = — 2, c — 6. L'équation est 


E y z 
4 2 6 * 


REMARQUE 1. Le plan passant par l'origine des coordonnées nc peut être repré: 
senté sous la forme de l'équation (1) (cf. $ 33, remarque 1). 
REMARQUE 2. On peut représenter le plan parallèle à l’axe OX, mais non parallèle 


aux deux autres axes par l'équation + + _ = ], où betcsont les segments déterminés 
sur les axes OY et OZ. Le plan parallèle aux axes OX et OY peut être représenté par l'équa- 
tion = = 1. On peut représenter d'une manière analogue les plans parallèles aux autres 
axes, à l'un ou à deux d'entre eux (cf. $ 33, remarque 2). 


& 132. Plan passant par deux points 
ct perpendiculaire à un plan donné 


Lc plan P (fig. 165) passant par deux points Mf,(x%0, Yo Z0) et 
Mi(#x Yi 2) et perpendiculaire au plan Q donné par l'équation 4x + 
+ By +Cz+D=0 cst représenté par 
l'équation 


X —%e Y — Ye 8 —%e 


Mix Ni—ÿe n—1#|=0 (1) 
A B C 


—+ 
Elle exprime ($ 120) le fait que les vecteurs AM, 
—+ — 
MM, et N{A, BA, C} = M,K sont coplanaires. FIG. 165 
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EXEMPLE. Le plan passant par deux points Af0(1, 2, 3) et 
M,(2, 1,1) et perpendiculaire au plan 3x + 4y +z2—6G—0 est 
représenté par l'équation 
zx —1 y — 2 £2—3 
2—1 1—2 1—3 

3 4 1 


— 0, 


c'est-à-dire x— y +z—2—= 0. 

REMARQUE. Dans le cas où la droite Af,M, est perpendiculaire 
au plan Q, le plan P est indéterminé. Cela s'exprime par le fait que 
l'équation (1) devient une identité. 


$ 133. Plan passant par un point donné 
et perpendiculaire à deux plans 


Le plan P passant par le point Af, (+4, Yo, Z4) et perpendiculaire à deux 
plans (non parallèles) Q,,0,: 
As + Div + Cr+ DO Air + y + Cr + Di 0, 


est représenté par l'équation 


X— fe Y — Je £—£e 
À; Bi C, — 0. (1) 
À; Be C, 


Elle exprime le fait (fig. 166) que les vecteurs 


—+ 
Mo, Nils Pis Ch Nes, Bi Ce) CO 
sont coplanaires. 
EXEMPLE. Le plan passant par le point (1, 3, 2) ct perpendicu- 
laire aux plans x + 2y +4 z:—4—0 ct 2x4 y 1 354 5 — 0 cest 
représenté par l'équation 


c'est-à-dire 


S5x—y—3:+4=0. 


ce Le produit vectoriel N, x N, (fig. 166) est le vecteur normal au plan P. Cela 
signifie [$ 123 (1a)] que l'équation du plan P est (N, x N,) (Fr —r.) — 0, d'où nous re- 
trouvous l'équation (1). 
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REMARQUE. Dans le cas où les plans Q,, Q, sont parallèles, le 
lan P cest indéterminé, ce qui se traduit par le fait que l'équation (1) 
devient une identité. 


& 134. Point d'intersection de trois plans 


Trois plans peuvent ne pas avoir de points communs (si deux «au moins 
d'entre eux sont parallèles ou si leurs droites d'intersection sont paral- 
jéles), ils peuvent avoir une infinité de points communs (s'ils passent 
tous par une même droite) ou n'en avoir qu'un seul. Dans le premier 
cas le système d'équations 

Aix + By +Czr+D,=0, 

Az + By + Css + Ds m0, 

Ax+By+Cr+D,=0 
n’a pas de solutions, dans le second cas il possède une infinité de solu- 
tions et dans le troisième une solution unique. Pour étudier ce système 
le plus commode cest d'utiliser les déterminants ($$ 183, 190), mais on 
peut également se contenter de l'algèbre élémentaire. 

EXEMPLE Î. Les plans 


7x—3y+ 5—6=0, (1) 
dix —6ÿ + 2—5=—=0, (2) 
x+y—5:=0 (3) 


n'ont pas de points communs, car les plans (1) ct (2) sont parallèles 
($ 125). Le système de ces équations est incompatible [les équations (1) 
ct (2) sont contradictoires]. 

EXEMPLE 2. Etablir si les trois plans 


+ y + 2=1, (4) 
z—2y—3:35, (5) 
2x — y—2: = 8. (6) 


ont des points communs. 

Nous cherchons la solution du système (4)-(6). Eliminant z entre 
(4) et (5), nous obtenons 4x + y = 8; éliminant z entre (4) et (6), nous 
obtenons 4x + y — 10. Ces deux équations sont incompatibles. Cela 
signifie que les trois plans n'ont pas de points communs. Comme il n'y 
a pas parmi eux de plans parallèles, les trois droites d'intersection de 
ces plans sont parallèles. 
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EXEMPLE 3. Etablir si les trois plans 
X+y+ti:i=1, x—2y7—31=98, 27:—y— = 6 


ont des points communs. 

En procédant de même que pour l'exemple 2, nous obtenons 
deux fois 4x + y — 8, c'est-à-dire en fait non pas deux, mais une seule 
équation. Elle possède une infinité de solutions. Cela signifie que les 
trois plans possèdent unc infinité Ce points communs, autrement dit ils 
passent par une même droite. 

EXEMPLE 4. Les plans 


z—y+2=0, x+2ÿ—-1=0, x+y—1+2=0 


possèdent un seul point commun (— 1, 1, 2), car le système d'équations 
admet une solution unique x — — 1, y = 1, z = 2. 


8 135. Position relative d’un plan 
ct de deux points 


On peut déterminer la position relative des points Af,(x, 1, #1), Mrs, Ya, 22) ct du 


plan 
Ax+Dy+Cs+D-=0 (1) 


d'après les critères suivants (cf. $ 27): 

a) Les points 4f, et Af, sont situés d'un même côté du plan (1) quand les nombres 
At + D + Cn + D et Ax, + By, + Cr + D sont de mème signe. 

b) Af, et Af, sont situés de part et d'autre du plan (1) quand ces nombres sont de 
signes contraires. 

c) L'un des points A/,, Af, (ou les deux) est situé dans le plan (1) si l’un de ces nom- 
bres (ou les deux) est nul. 

ExexmpLe 1. Les points (2, 3, 3) et (1, 2, — 1) sont situés d'un même côté du 
plan 6x + 3y + 25 —6 = 0, carles nombres 6:2+3-:3+2-3—6= 721 et C:1 + 
4 3-2 + 2(— 1) —6 == 4 sont tous deux positifs. 

ExemPLe 2. L'origine (0, U, 0) et le point (2, 1, 1) sont situés do part ct d'autre 
du plan 5x + 3y -- 2: — 5 = 0, car les nombres 5:0+3-0—2°:0—5%=—5 ct 
5°2+3°1—2-1—% = 6G sont de signes contraires. 


$ 136. Distance d'un point à un plan 


La distance d du point Af,(x,, ÿy,, z,) au plan 
As +By+Cr1+D=0 (1) 

est égale (cf. $ 28) à la valcur absolue de 

_Axict En +Cn+D 


8 ——— 
Vas + ur + ct 


(2) 
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c'est-à-dire 
dsl lAn BA EON TRE à (3) 
Ya + Dr ci 
EXEMPLE. Trouver la distance du point (3, 9, 1) au plan + — 25 +. 
+ 2:—3= 0. 
SOLUTION. 
_ M2 +2n—3 _ 1:3—2-9+2°1—3 _ 1 
V2 +2 3 3° 


1 


ReuarQuEe 1. D'après le signe de 8 on peut juger de la position relative du point AM; 
et de l'origine O par rapport au plan (1) (cf. $ 28, remarque 1). 

REMARQUE 2. La formule (3) peut être établie analytiquement, en raisonnant 
comme nous l'avons fait dans la remarque 2 $ 28. Il est commode de prendre l'équation de 
la droite passant par le point Af, et perpendiculaire au plan (1) sous forme paramnétrique 
(cf. $$ 153, 156). 


&S 137. Paramètres polaires du plan ‘*? 


On appelle distance polaire du plan UVW (fig. 167) la longueur p de la 
perpendiculaire OK menée de l'origine O sur ce plan. La distance polaire 
est positive ou nulle. 

Si le plan UVW ne passe pas par l'origine, on adopte comme sens 


— 
positif sur la perpendiculaire OX le sens du vecteur OK. Si, par contre, 
UVW passe par l'origine, on choisit arbitrairement le sens positif sur 
la perpendiculaire. 

On appelle angles polaires du plan UVIF les angles 


en ET PT 
a=X0k, = YOK, ‘= 20K, 


compris entre le sens positif de la droite OK 
et les axes de coordonnées (on admet que 
ces angles sont positifs et n'excèdent pas 
180°). Les angles «, $,Y sont liés ($ 101) par 
la relation 


cos? a + cos! 8 + cos! y = 1. 


La distance polaire p et les angles 
polaires &,f,y sont appelés les paramètres 
polaires du plan UV. FIG. 167 


co) Cf. 6 29. 
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Si le plan U VW est représenté par l'équation 4x + By + Cz + 
+ D = 0, ses paramètres polaires sont déterminés par les formules 


D 
je let. (1) 
Vai+m+c: 
A 
COS œ = F ——"", 
Yrrnra 
cosp= +7 a (2) 
YA+HBEC! 
C 
COS Y = 


Fra B+C 
où l'on choisit les signes supérieurs lorsque D > 0 cet les signes inférieurs 
pour D < 0. Si D = 0, on choisit arbitrairement ou bien tous les signes 
supérieurs, ou bien tous les signes inféricurs. 

EXEMPLE Î. Trouver les paramètres polaires du plan + — 2y ++ 


+2:—-3—-0 (4=1, B=—72,C-=2, D — — 3). 
SozuTion. La formule (1) donne 
|—31 3 


me — zx]. 


S Yn+(2y+2 3 
Les formules (2), où l'on doit choisir les signes inférieurs (puisque D — 
— — 3 < 0), donnent 


1 1 
CR 
Vu+(=2 +2 3 
Cap — NT 
Ye+ +(—2 +2 3 
2 2 
OV ———_—_—_—_—_—_——_—_—_—— — = — 


Voies 3 
Par conséquent, 
a ss 70°32”, B = 131°49’, y = 48°11° 
EXEMPLE 2. Trouver les paramètres polaires du plan 
x — 2ÿ + 2: = 0. 

La formule (1) donne p = 0 (le plan passe par l'origine); on doit 
prendre dans les formules (2) ou bien tous les signes supérieurs, ou 
bien tous les signes inférieurs. Dans le premier cas 


2 


cos = : C = cos . 
a = +! os f +: Y 3 ? 


F7 
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par conséquent, 
a 10928, GB 48°11,  yx 131°49’, 


et dans le second cas 


a = 70°32, B = 131°49, y = 48°11°. 


& 138. Equation normale du plan 

Le plan dont la distance polaire est p ($ 137) ct les angles polaires «, 

B, y (cos? æ + cos f + cos'y — 1; $ 101) cest représenté par l'équation 
x cos a + y cos Gi + z cos y — p = 0, p > 0. (1) 


Elle est appelée équation normale du plan. 
EXEMPLE 1. Ecrire l'équation normale du plan dont la distance 


1 
polaire Aires ct tous les angles polaires obtus et égaux. 
SOLUTION. Si « = fi = y, la condition cosa + cos?f + cos?y = 1 
1 
donne cos 4=cos B= cos ÿ= 5° comme les angles «, B, y sont obtus, 
on doit prendre le signe moins. L’équation recherchée ct 
3 

1 PRE 1 : 1 

5 5" | 
REMARQUE. Le mème plan peut être représenté par l'équation 


= (0. 


x+y+s+1=0 


(on l'obtient en multipliant les deux membres de l'équation initiale 
par — ÿ3), mais ce n'est pas l'équation normale, car les cocfficients 
des coordonnées ne sont pas les cosinus des angles polaires (la somme 
de leurs carrés n'est pas égale à 1) et de plus le terme indépendant des 
coordonnées est positif. 

EXEMPLE 2. L'équation + ++ — z+5=0 n'est pas 

3 
1 2) 2 \? 

normale, car bien que el + 5) + rs = 1, le terme indé- 
pendant des coordonnées est positif. 
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EXEMPLE 3. L'équation — Le + 2 — £ z— 5=0 est nor. 
3 


3 


male : G0S à = ——; cos fB = 5 cosy = ——. p = 5 (x 109°287, 


& | 


B = 48°11”, y =3131°49'). 
DévDucrion DE L'ÉQUATION (1). Le plan considéré (UV HW sur la fig. 167) passe par 
le point K(P cos «, p cos B, p cos y) et est perpendiculaire au vecteur OK. On peut prendre 


au lieu de OX un vecteur a de même orientation et de longueur égale à l'unité graphique, 
Les coordonnées de a sont cos «, cos B, cos y ($ 101). Appliquant l'équation (1) du $ 101, 
nous obtenons l'équation normale (1). 


$ 139. Réduction de l'équation du plan 
à sa forme norimale 


Pour trouver l'équation normale du plan donné par l'équation 4x + 
+ By + Cz + D = 0, il suffit de diviser les deux membres de cette 
équation par + V A3 + B? + Ci, en prenant le signe supérieur si D > 0 
ct le signe inférieur si D < 0; si D = 0, on peut prendre n'importe 
quel signe. Nous obtenons l'équation 


À B C 
© —_—_—_— TE ——— ———_— ————— JL — 
TYrsrra Bt + Ci Yas+B+c FYrimra B1 + a. 
ee 
Yr+B##+0c 


Elle est normale, car les cocfficients de x, y, s sont, en vertu de (2) 6 137, respective. 
ment égaux à cos a, cos Bi, cos y et le terme indépendant des coordonnées est, en vertu de 
(1) $ 137, égal à — p. 


EXEMPLE 1. Réduire l'équation 
z—27+2—6m=0 (1) 
à sa forme normale. 


Divisons les deux membres de l'équation par + V4 (—2ÿ + 21 — 
— 3 ( nous prenons le signe + devant le radical, le terme indépendant 
des coordonnées — 6 étant négatif). Nous obtenons: 


| 2 2 
3#—3)7t+t3t—2=0 
1 2 2 
Par conséquent, p = 2, nr: ne COS Y — 1 


z 70°32, B= 131°49", y & 48°11/). 
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EXEMPLE 2. Réduire l'équation 
z—2y+2:+6=0 (2) 


a sa forme normalc. 
Le terme indépendant des coordonnées cst positif. C'est pourquoi 


nous divisons par — V12 + (— 2)? 4-27 — — 3. Nous obtenons: 
| 2 2 
at a lit ere 
| Il 2 2 
Par conséquent, p = 2, cosæ = --—, cosf — ga , COSY = — … 


(x & 109°28’, B = 48°11”, y & 131°49°). 
ExEMPLE 3. Réduire l'équation 
z—2ÿ7+2=0 
à sa forme normale. 
Comme D = 0 (le plan passe par l'origine), nous pouvons diviser 


soit par + 3, soit par — 3. Nous obtenons soit — x ue + = z=0, 
3 
; Ï 2 2 
soit —— x + —y— —z2= 0. Dans les deux cas p = 0. Les valeurs 
3 3 3 


de «, B, y sont dans le premier cas les mêmes que dans l'exemple 1, ct 
dans le second cas les mêmes que dans l'exemple 2. 

REMARQUE. Si dans l'équation 4x + By + Cz + D = 0 le terme 
indépendant des coordonnées est négatif et 4? + B? + C? = 1, alors 
l'équation est normale ($ 138, exemple 3) et il n'est pas besoin de la 
transformer. 


& 140. Equations d'une droite dans l'espace 


Toute droite UV (fig. 168) peut être représentée par le système 
de deux équations: 


As + By +Cis+ D, = 0, (1) 
Asx + B;y + Cr + Da m0, (2) 
dont chacune représente l'un de deux plans (différents) quelconques 


P, et P, passant par UV. Les équations (1) et (2) prises ensemble sont 
appelées les équafions de la droite UV. 
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\y 


FIG. 168 


, 


REMARQUE. L'expression +la droite UV peut être représentée 
par le système (1)-(2) + signifie que 1) les coordonnées x, y, z de tout 
point Af de la droite UV vérifient les deux équations (1) ct (2); 2) les 
coordonnées de tout point non situé sur UV ne vérifient pas simultané- 
ment les deux équations (1) et (2), bien qu'elles puissent vérifier l’une 
d'entre elles. | 

EXEMPLE 1. Ecrire les équations de la droite OK (fig. 169), pas- 
sant par l'origine O et le point K (4, 3, 2). 

SozuTion. La droite OK est l'intersection des plans KOZ ct KOX. 
Prenant sur l'axe OZ un point quelconque, par exemple L (0, 0, 1), 
nous formons l'équation du plan KOZ (passant par les trois points O, 
K, L; 8129). Nous obtenons: 


x y z 
4 3 21=0, soit 3x —4y =0. (3) 
0 O0 1 
Nous trouvons de même l'équation 
2y— 3: =0 (4) 


pour le plan KOX. La droite OK cest représentée par le système d’équa- 
tions (3)-(4). 

En effet, tout point Af de la droite OK est situé dans le plan KOZ et dans le plan 
KOX ; cela signifie que ses coordonnées vérifient simullanément les deux équations (3) et 
(4). D'autre part, un point N non situé sur OK ne peut appartenir simultanément aux 
plans KOZ et KOX ; cela signifie que ses coordonnées ne peuvent vérifier simultanément 
les deux équations (3)-(+). 

EXEMPLE 2. La droite OK de l'exemple 1 peut être représentée 
également par le système d'équations 


{ 3x; —4y=0, (3) 
23—4:=0. (5) 


La première représente le plan KOZ, la seconde le plan KOY. 
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La méme droite UA peut étre représentée par le système 
2y — 3z — 0, 275 — 43 = 0, 

ExEMPLE 3. Vérifier si les points À7,(2, 2, 3), A1,(— 4, -- 3, —- 3), 
M:(— 8, — 06, — 4) sont situés sur la droite OK de l'exemple 1. 

Les coordonnées du point Æf, ne vérifient ni l'équation (3), ni 
l'équation (4); le point A7, n'est pas situé sur la droite UV. Les coor- 
données du point if, vérificnt l'équation (3). mais ne vérifient pas 
(#); le point M, cest situé dans le plan KOZ, mais n'est pas situé 
dans le plan KOX ; cela signifie que Af, n'est pas situé sur OK. Le point 
M, est situé sur OK, car il vérifie les deux équations (3) ct (4). 

ExEMPLE 4. L'équation z = 0 représente le plan XOY. L'équa- 
tion + + y — 1 = 0 représente le plan P parallèle à l'axe OZ ($ 124, 
exemple). La droite d'intersection des plans XOY ct ?° (KL sur la fig. 
163) cst représentée par le système 

z+y—1=0, 3 = 0, 


141. Condition pour que deux équations 
du premier degré représentent une droite 


Le système 
A3 + Ly + Css + 0, (1) 
{ At By +Czt D, =0 (2) 
représente une ligne droite si les cocfficients 4,,17,,C, ne sont pas 
proportionncls aux cocfficients 4., B,, C, [dans ce cas les plans (1) ct 


(2) ne sont pas parallèles ($ 125)]. 
Si les coefficients 4,, B,,C; sont proportionnels aux cocfficients 
As: By, Ca Mais les termes indépendants des coordonnées ne vérifient 


pas la même proportion 
As: Ai = M: D1=0C : QG ÉD,:D,, 
le système n'est pas compatible et ne correspond à aucune image géo- 
métrique [les plans (1) et (2) sont parallèles et non confondus). 
Si les quatre grandeurs 4,, B,,C;, D, sont proportionnelles aux 
grandeurs 4,, B,, Ce, D, : 
A3:4, = B,:0B, = C,:C, = D, : D,, 
alors l'une des équations (1), (2) est la conséquence de l'autre et le sys- 
tème représente un plan [les plans (1) et (2) sont confondus]. 
EXEMPLE 1. Le système 
2r—7y+12:-4S0, 4r— 1147 + 365—8 = 0 
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représente une droite (dans la seconde équation les cocfficients À ct B 
sont les doubles et le coefficient C le triple des cocfficients correspon. 
dants de la première équation). 

EXEMPLE 2. Le système 


2x — 7y + 12: — 4 = 0, Ar — 147 + 242 —8 = 0 


représente un plan (les quatre grandeurs À, B,C, D sont proportion. 
nelles). 
EXEMPLE 3. Le système 
2x3 — 7y + 12: —4 = 0, 4x—11y + 241—12=0 


ne correspond à aucune image géométrique (les grandeurs À, B, C sont 
proportionnelles, mais D n'est pas soumise à cette proportion; le système 
est incompatible). 


&8 142. Intersection d’unc droite et d’un plan 


La droite L 
Ans + By + Ci + Di = 0, (1) 
{ A8 + Bay + Cr + D, =0 (2) 

et le plan P 
Ax+By+tCr:+D=0 (3) 


peuvent ne pas avoir de points communs (si Z est parallèle à P), peuvent 
en avoir une infinité (si L est située dans P), ou un seul. Le problème 
se ramène ‘* à rechercher les points communs des trois plans (1), (2), 
(3) (cf. $ 134). 
EXEMPLE 1. La droite 
&+y+s—1—=0, x—2y—33—5=0 
n'a pas de points communs avec le plan 
2x:—y—2:—8=0 
(clle cest parallèle à ce plan) (cf. cxemple 2 $ 134). 
ExEMPLE 2. La droite 
x—2y—31—5=0, 2:—y—L=0 
est située dans le plan x + y+ z — 1 (cf. exemple 3 $ 134). 


EXEMPLE 3. La droite x + y — z +2 —0, x — y + 2 = 0 coupe 
le plan x + 2y — 1 — 0 au point (—1,1,2) (cf. exemple 4 $ 134). 


€°) Les calculs sont simplifiés si les équations de la droite sont prises sous forme 
paramétrique ($ 152 et remarque du $ 153). 


Géométrie analytique à trois dimensions 179 


IxXEMPLE 4. Déterminer les coordonnécs d’un point quelconque 
de la doite Z: 
22—3yÿy—-:3+3=0, 
{ Sx—y+3—5=0. 


Donnons à la coordonnée x une valeur quelconque, par exemple 
x — 3. Nous obtenons le système — 3y — z + 9 = 0, — y + 3 +7 — 
- 0. En le résolvant nous trouvons: y = 4, z=—3, Le point 
3,4, — 3) est situé sur la droite Z (à son intersection avec le plan x=3 
parallèle à YOZ). De même en prenant x — 0, nous trouvons le point 


27 
> ’ rs qui est le point d’intersection de la droite L et du plan 


4 
yOZ, ctc. On peut également attribuer diverses valeurs à la coordonnée 
ou 2. 
EXEMPLE 5. Déterminer les coordonnées d'un point quelconque 
de la droite L: 


{ 53 —3y + 2:—4= 0, 
8x — 6y + 41 — 3 = 0. 


A la différence de l'exemple précédent on ne peut ici donner une 
valeur arbitraire à Ja coordonnée x. En effet, pour x = 0, nous obtenons 
le système incompatible — 3y + 25—4 = 0, — 6y + 4z — 3 = 0. La 
droite L est parallèle au plan ZOY. La coordonnée y (ou z) peut prendre 


unc valeur arbitraire, par exemple en posant z = 0, nous obtenons le 


5 17 
point E , rs ; ) . On obtient toujours pour x la valeur =. car la 


droite L est situéc dans le plan x = À paraltèle à ZOY. 
2 


8 143. Vecteur directeur 


A. Tout vecteur (non nul) a{/, »n1, n} situé sur la droite UV (ou parallèle 
à cette droite) est appelé vecteur directeur de cette droite. Les coordonnées 
l,n,n du vecteur directeur sont appelées coefficients de direction de 
la droite. 

REMARQUE. En multipliant les coefficients de direction /, »n1, n par 
un même nombre À (non nul), nous obtenons les nombres /k, 
mk, nhk, qui sont également des coefficients de direction (ce sont les 
coordonnées du vecteur ak colinéaire à a). 
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B. On peut choisir en tant que vecteur 
directeur de la droite UV 


de + By +Ci+D,=0, (1) 

Aix + By +Cr5+D,=0 (2) 

le produit vectoriel N, X N,;, où N, — 

= {4,, B,,C,;} et N, = {4,, Ba, C:} sont les 

FIG. 170 vecteurs normaux aux plans P, et P, (fig. 170 

représentés par les équations (1) et (2). En 

effet, la droite UV cest perpendiculaire aux vecteurs normaux N,, N.. 
EXEMPLE. Trouver les coefficients de direction de la droite 

25:—2y—53+8=0, x+27—2:+1=0. 


SOLUTION. Nous avons N, — {2, — 2, — 1}, N, = {1, 2, — 2}, 
Choisissons a = N, x N, pour vecteur directeur de la droite donnée, 
Nous trouvons: 


{| ) — 1 | k 
Aa = . 


— 2 
, } = (63,6) 
2 —2 —2 1! | 2 


Les coefficients de direction sont / = 6, 51 = 3, n = 6. 


| 
REMARQUE. En multipliant ces nombres pre nous trouvons 


les coefficients de direction !° = 2, m° = 1, n’ = 2. On peut également 
prendre pour cocfficients de direction les nombres — 2, — 1, — 2, ctc. 


& 144. Angles formés par une droite 
ct les axes de coordonnées 


Les angles «, fi, y formés par la droite L (par l'un de ses deux sens) ct 


les axes de coordonnées sont déterminés à partir des relations 
COS & = a 

ntm pn 

cos f = —" , 
Vis + m1 + n° 


" 

EEE 

où À, m, ñn sont les coefficients de direction de la droite L. 
Cela découle du $ 101. 


COS Y = 
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Les grandeurs cos æ, cos B, cos ÿ sont appelées cosinus directeurs 
de la droite L. 

ExEMPLE. Trouver les angles formés par la droite 

23:—2y—1:+8=0, x+25—-21+1—=0 

et les axes de coordonnées. 

SOLUTION. On peut prendre comme cocfficients de direction de 
cette droite ($ 143, exemple) les nombres J = 2, #1 = 1, n = 2. Donc, 

2 


(FFT 3 
B == 70°32’, y = 48°11’. 


cos à = , COS = n COS y — n d'où «=48°11", 


g 145. Angle de deux droites 


L'angle ® de deux droites L et L’ (plus exactement l'un des deux angles 
qu'elles forment) est déterminé par la formule 

HW + mim° + nn 
rm Vera (D 
où Z, 1,11, l”, m°, n° sont les coefficients de direction des droites L ct L, 
ou par la formule 


COS @ = 


COS @ == COS & cos a” + cos fi cos fi” + cos y cos Y’. (2) 
Cela découle du $ 109. 
EXEMPLE. Trouver l'angle de deux droites 
ee 4x + y +3:—21= 0, 
x+2ÿ—-2411=0, ra 
Sozurion. Les coefficients de direction de la première droite (8 143, 
exemple) sont ? = 2, m = 1, n — 2. Si l'on prend pour vecteur direc- 
teur de la seconde droite le produit vectoriel {4, 1,3} x {2,2, — 3}, 
ses coefficients de direction sont — 9, 18, 6. Multiplions-les (pour avoir 


affaire à des nombres plus petits) par — ($ 143, remarque), nous ob- 


tenons / = —-3, »n1 = 6, n — 2. Nous avons ainsi: 
2:(—3)+1:6+2:2 4 
COS Q e ——————— —————— —————— = — , 
Va+u+2Y(—3r +6+2 2 


d'où ® = 79°01’. 
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S 146. Angle d'une droite et d’un plan 


L'angle ® formé par la droite L (de coefficients de direction !, m1, n) 
et le plan Ax + By + Cz + D = 0 est donné par la formule 


| A1 + Bin + Cn| 
VAS + Br + Ci Vin + m1 + ni 


Cela découle du $ 145 (siçest l'angle formé par la droite L ct le vecteur normal] 
{4, B,C}), alors = 9° + Y). 


EXEMPLE. Trouver l'angle formé par la droite 
3x — 2y = 214, 3x7 —2= —4 


et le plan 6x + 15y — 10z + 31 = 0. Nous avons 1 = 2, m1 = 3, n =: 6 
($ 143). Nous trouvons: 


sin d = 


: 16-2+15:3 + (— 10) 61 3 
QE à 
Ve +157 + (— 10). V2 +3 +6 133 


d'où ® Æ 1°187. 


& 147. Conditions de parallélisme et d'orthogonalité 
d'une droite et d’un plan 


La condition de parallélisme d'une droite de cocfficients de direction !, 
m,n el du plan Ax + By + Cz + D = 0 est 


Al+ Bm+Cn = 0. (1) 


Elle exprime le fait que la droite est perpendiculaire au vecteur normal 
{A, B, C}. 

La condition d'orthogonalité d'une droite el d'un plan (les nota- 
tions sont les mêmes) est 


Ü m n 
4 BC. U) 


Elle exprime le parallélisme de la droite et du vecteur normal. 


& 148. Faisceau de plans ‘°? 


L'ensemble de tous les plans passant par une mème droite UF est appclé 
faisceau de plans. La droite UV est appelée l'axe du faisceau. 


Co) Cf. $ 24. 
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Si l'on connaît les équations de deux plans distincts P, et P, 
Aix + By +Cs + D, = 0, (1) 
At + By +C3+D,=0, (2) 


appartenant au faisceau (c'est-à-dire les équations de l'axe du faisceau; 
cf. $ 140), on peut alors donner chaque plan du faisceau par une équa- 
tion de la forme 


m:lA,x + B;,y + C;s + D,;) + MalAsx + B,y + Cez + D,) = 0, (3) 


Inversement, l'équation (3) représente, pour des valeurs arbi- 
traires de m, et m4 (non simultanément nulles), un plan appartenant au 
faisceau dont l'axe est UV (®., En particulier, pour #1, = 0 nous obte- 
nons le plan P, et pour 5, = 0 le plan P,. L'équation (3) est appelée 
équation du faisceau de plans (°°. 

Quand m, = 0, nous pouvons diviser l'équation (3) par #1,. Intro- 
duisant la notation »#1,: 51, = }, nous obtenons l'équation 


Aix + B,y + Cie + D, + À(4,5 + By + Cr FT D,) = 0. (4) 
On ne donne ici toutes les valeurs possibles qu’à la lettre À; toutefois 


on ne peut obtenir de (4) l'équation du plan P,. 
ExEMPLE 1. Soient données les équations 


5x — 3; = 0, (S) 
31—4rx = 0 (6) 


de deux plans du faisceau, c'est-à-dire les équations de l’axe du fais- 
ceau. L'équation du faisceau est 


na5x — y) + in, (33 — 4x) = 0. (7) 
Par exemple, en prenant m1, = 2, #14 = — 3 nous avons: 
2{5r — 35) 4 (— 3) (37 — 4x) = 0. (8) 


L'équation (8) ou, ce qui revient au même, 
225—6yÿ—9s5 m0 (82) 
est celle de l'un des plans du faisceau. 


EXPLICATION. Prenons sur la droite UV un point arbitraire Af(x, y, s). Ses 
coordonnées x, y, # Vérifient Îles équations (5) et (6) ct, par constquent, l'équation (3). 


Cela signifie que le plan (NS) passe par tout puint Af de la droite UV, autrement dit il 
appartient au faisceau. 


C9) Cf. plus bas l'explication de l'exemple 1. 
(9e) Si les plans P, et P, sont parallèles (mais non confondus), l'équation (3) renré- 
sente, pour toutes les valeurs possibles de 57, et m,, tous les plans parallèles aux ceux plans 
donnés (faisceau de plans parallèles). 
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ExEMPLE 2. Trouver l’équation du plan passant pa 
la droite UV de l'exemple 1 et par le point (1,0 0). 

SoLuTION. Le plan cherché est représenté D: 
une équation de la forme (7). Cette dernière doit êtr 
vérifiée pour x = 1, y = 0, z= 0. Portant ces valeurs 
dans (7) nous trouvons 5m, — 4m, = 0, autrement dit 
n,:M2 = 4:5. Nous obtenons l'équation 


4(5x — 3y) + 5(3:— 4x3) = 0, 


FIG. 171 c'est-à-dire 
Ss—4y = 0. 


ExEeMPLE 3. Trouver l'équation de la projection de la droite r. 
25 +3y+43+5=0, 

x—6y+33—7=0 } (9) 

sur le plan P 
25 +27 +s+15=0. (10) 
SoLUTION. La projection cherchée L’ (fig. 171) est la droite 
d'intersection du plan P et du plan Q (mené par L perpendiculairement 
à P). Le plan Q appartient au faisceau d'axe L et est représenté par une 


équation de la forme 


(2x + 3y + 43 + 5) + x — 6y + 3: — 7) = 0. (11) 
Pour trouver À, mettons (11) sous la forme 
(2 + À) s + (3 — 6À) y + (4 + 32) 5 + 5 — 7À = 0 (11a) 


et écrivons la condition d'orthogonalité des plans (10) ct (11a): 

2(2 + À) + 2(3 — 6À) + 1 : (4 + 32) = 0. 
Nous en tirons À = 2. Portant dans (11a) nous obtenons l'équation du 
plan Q. La projection cherchée est ainsi donnée par le système d'équa- 


tions 
Es +105: —9=0, 


2x + 2y +2 +15 = 0. 


& 149. Projections d'une droite sur les plans 
de coordonnées 


Soient 
ee B,y + Cis + D = 0, (1) 


Ass + By +Cn+D=0 (2) 


les équations d'une droite, où C, et C, ne sont pas simultanément nuls 
(on considère le cas C, = C;, = 0 dans l'exemple 3). Pour trouver la 
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projection de la droite sur le plan XOY, il suffit d'éliminer z entre les 
équations (1)-(2). L'équation obtenue (avec l'équation z = 0) représente 
ja projection cherchée ‘*”. On trouve de manière analogue les projections 
sur les plans YOZ et ZOX. 
EXEMPLE 1. Trouver la projection de la droite ZL 
2x7 +4y—35—12=0, (3) 
{ x—2y + 4:—10=0 (4) 
sur le plan XOY. 
SOLUTION. Pour éliminer z, multiplions la première équation 
par +, la seconde par 3 et additionnons. Nous obtenons: 


4(2x + 4y — 3: — 12) + 3(x — 23 + 45 — 10) = 0, (5) 
c'est-à-dire 
l1x + 10y — 78 = 0. (6) 
Cette équation représente avec l'équation 
2=0 (7) 


ja projection L' de la droite L sur le plan XOY. 


ExrLicaATiON. Le plan (5) passe par la droite L ($ 148). D'autre part, comme il appa- 
sait de (6) (qui ne contient pas s), ce plan ($ 124, 2) est perpendiculaire au plan XOY. 
Cela signifie que la droite d'intersection du plan (6) et du plan (7) est la projection de la 
droite L sur le plan (7) (cf. $ 148, exemple 3). 


EXEMPLE 2. La projection de la droite L 
a (S) 
2x — 5y—4 = 0 (9) 
sur le plan z — 0 est représentée (dans le système plan de coordonnées 
XOY) par l'équation (9). Il n’est pas nécessaire d'éliminer la coordonnée 
s, puisqu'elle est absente dans l'équation (9). Le plan (9) est perpendicu- 
lire au plan XOY; il projette la droite L 
sor XOY. 

EXEMPLE 3. Trouver les projections de 

la droite L 
{ 2: —3y=0, (10) 
x+y—4=0 (11) 


sur les plans de coordonnées. 

SOLUTION. Dans les deux équations la 
coordonnée z est absente, de sorte que les 
deux plans P, et P, (fig. 172) sont perpendi- 
culaires au plan XOY. La droite L est per- FIG. 172 


te) Cf. plus bas l'explication de l'exemple 1. 
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pendiculaire à XOY et est projetée sur le plan XOY au point N de 
coordonnée z, = 0. Nous trouvons du système (10)-(11) 


12 8 
INT : YN = 5" 


On peut trouver l'équation de la projection L’ sur le plan YOZz 
par le procélé général en éliminant x entre (10) et (11). On obtient 


8 
alors y — Fe , c'est-à-dire la même égalité que l'on a trouvée pour y, (on 


voit de la figure que la droite L’ est éloignée de OZ à une distance OB 
égale à y = AN). L'équation de la projection L”” sur le plan XO0Z 
) 


est x = —: 


& 150. Equations canoniques d'une droite 


La droite Z passant par le point M(xo Yo 0) et dont le vecteur di- 
recteur est a{l,m,n} ($ 143) est représentée par les équations 


Z—e Y — Ye &— 5%. 
TN mt me (1) 


—} 

exprimant le fait que aflon,n} et MOM{x— x, y—Yyo 2—2,)} 
sont colinéaires (fig. 173). Elles sont appelées équalions canoniques 
(ou symétriques) de la droite. 

REMARQUE 1. Comme on peut prendre pour point Af, tout point 
de l1 droite Z et que l'on peut remplacer le vecteur directeur a par le 
vecteur directeur ka ($ 143), on peut donner séparément à chacune des 
grandeurs %0, Yo 20,1, n une valeur arbitraire. 

EXEMPLE 1]. Ecrire les équations canoniques de la droite passant 
par les points À (5, — 3,2) et B (3,1, — 2). On peut prendre pour 4, 


— 
le point À et pour a le vecteur AB = {— 2, 4, — +}. Les équations 
canoniques sont: 


Z _ à 
Le = > = À F 5 < 2 i (2) 
TT Si l'on prend pour 7, le point B ct 
[a } P P 6) I ct pour 
Mol Yo.20) 


+ 
a le vecteur —— AB — {1,—2, 2}, les 
2 


équations canoniques sont: 
X x—3 y—1 rs +2 


FIG. 173 n 2 rs (3) 
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REMARQUE 2. Parmi les trois équations 
x —5 y +3 x —5 s—2 7 +3 s—2 (4) 


2? HU er 4 t à —4 ! 
contenues dans (2), seules deux (arbitrairement choisies) sont indépendantes et la troisièine 
découle de ces deux-là; par exemple, en retranchant de la première équation la seconde nous 
trouvons la troisième. Chacune des équations (4) représente un plan passant par la droite 
Ab et perpendiculaire à l'un des plans de coordonnées; en mëme temps elle représente 
projection de la droite 4 B sur le plan de coordonnées correspondant {$ 149). 


EXEMPLE 2. Les équations canoniques de la droitc passant par 
les points À7,(5, 0,1), M,(5,6, 5) sont: 


z —5 y —0 - 1 — 1 | (5) 


la 


0 6 4 


L'expression est conventionnelle; elle signifie ($ 102, remarque) 


que # — 5 = 0, de sorte que l'on peut remplacer (5) par le système 


y s—1 
X == 5, € = — 4 . (6) 
La droite M,M, est perpendiculaire à l'axe OX (car / = 0). 
EXEMPLE 3. Les équations canoniques de la druite passant par 
les points À (2, 4,3) et B (2, 4,5) sont: 


Cette écriture signifie que + = 2 ct y = 4. 

La grandeur z prend diverses valeurs (arbitraires) pour les diffé- 
rents points de la droite AB. La droite AB cest parallèle à l'axe OZ 
(puisque / = m — 0). 


$ 151. Reduction des équations d'une droite 
à la forme canonique 


Pour réduire les équations de la droite 
Aix + By + Css + D, =0, (1) 
Aa + By + Cr + D=0 (2) 
à la forme canonique {$ 150), il faut déterminer les coordonnées x,, Yo. Z0 
d'un point quelconque situé sur cette droite (exemples 4 ect 5 $ 142) 


et les coefficients de direction /,m,n ($ 143). 
EXEMPLE 1. Réduire les équations de la droite 


25—3y—1+3=0, 5x7—ÿ+szs—8=0 
à la forme canonique. 
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SOLUTION. Nous trouvons de même qu'au $ 142 (exemple 4) un 


point Af,(3, 4, — 3) sur la droite donnée, x, = 3, yo = 4, z9 = — 3, 
En calculant les coefficients de direction 
—3 —]1 —1 2 2 —3 
l = = — 4, on = = — 71, # = 13 
—À 1 1 5 — ] 


nous obtenons les équations canoniques 
x —3 y — À 2 +3 


—4 — 7 13 
EXEMPLE 2. Réduire lés équations 
x+2y—33—2=0, — 3x3 +4y—-0C1+21=0 


à la forme canonique. 

Donnons à la coordonnée y ou z une valeur arbitraire (on ne peut 
donner une valeur arbitraire à la coordonnée x; cf. $ 142, exemple 5): 
posons, par exemple, y = 0. Nous obtenons le point À7,(5, 0, 1). 
Les coefficients de direction sont 7 —0, an = 15, n == 10 ou 


en multipliant par ni 1[=0, m=—3, n=2. Nous obtenons les 
n 


équations canoniques 


(cf. $ 150, exemple 2). 
EXEMPLE 3. Idem pour la droite 


xt+y—6=0, z—y+2=0. (3) 


Les valeurs x, et y, sont entièrement déterminées par les équations (3): 
X9 = 2, Yo = 4 On peut donner à la coordonnée z, une valeur arbi- 
traire, par exemple z, = 3. Nous trouvons ensuite les coefficients de 
direction ! = 0, »5n = 0, n = 2. Nous obtenons les équations canonique 
(cf. 6150, exemple 3): 
zx —2 y — + t —3 
0 0 2 


8 152. Equations paramétriques d’une droite 


Chacun des rapports —"*; Yo, 20 ($150) est égal au quo- 
on ñn 
tient ($ 90) du vecteur 


— 
MoMr— re Y —Ye, 2 —1,:} 
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par le vecteur (colinéaire) a{l,m#,n}. Désignons ce quotient par 4. 
Nous avons alors 
z=x+ ll, 
Y= Ye + mi, (1) 
£Z mt, + nl. 


Ces équations sont appelées équations paramélriques de la droite; 
quand la grandeur f (le paramètre) prend diverses valeurs, le point 
M{x, y, z) se déplace sur la droite. Lorsque $ = 0, il coïncide avec M, ; 
aux valeurs positives et négatives de { correspondent des points situés 
de part et d'autre de Af, sur la droite. 


Sous forme vectorielle les trois équations (1) sont remplacées par 
une seulc: 
Ft, + af, (2) 


& 153. Intersection d'un plan et d’une droite 
donnée sous forme paramétrique 


On détermine le point commun (s'il existe) du plan P 
: Ax+By+Cr:+D=0 (1) 
et de la droite L 
xat+tl, y=Y+m, 2=:, tn (2) 
à l'aide des formules (2) en y portant la valeur de { définie à l’aide de 
l'équation ‘*? 
(AI + Bm + Cn)t + Ax, + Bye + Cr + D = 0. (3) 
Cette équation s'obtient en portant les expressions (2) dans (1). 
EXEMPLE 1. Trouver le point d'intersection du plan 
2x: +3y+3:—8=0 
et de la droite 
x +5 D 3 +3 


3 — 1 2 
SoLutTion. Les équations paramétriques de la droite sont: 
Z=—5S+M, y=3—1, s=—34+2. (4) 


En y portant 2x + 3y + 3z— 8 — 0, nous obtenons 9 — 18 = 0, 
d'où # = 2. Portant cette valeur de f dans (4), nous obtenons + = 1, 
y = 1, z= 1. Le point cherché est (1, 1,1). 


(2 L'équation (3) peut, dans des cas exceptionnels, ne pas avoir de solution (cf. 
plus bas exemple 2) ou en avoir une infinité (cf. plus bas exemple 3). 
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EXEMPLE 2. ‘Trouver le point d'intersection du plan 3x + y — 
— 4z— 7 = 0 et de la droite de l'exemple 1. 

SoLuTIox. Nous obtenons de la même manière 0-4 — 7 = 0; cette 
équation n'a pas de solution. Il n’y a pas de point d'interscction {la droite 
cst parallèle au plan). 

EXEMPLE 3. Trouver Ile point d'intersection du plan 3x + y — 
— 4z = 0 et de la droite de l'exemple 1. 

Sozutiox. Nous obtenons de même 0-# + 0 = 0; cette équation 
possède une infinité de solutions (la droite est située dans le plan). 

REMARQUE. En utilisant les équations paramétriques (4), nous 
avons introduit une quatrième inconnue f et nous avons obtenu quatre 
équations (au licu de trois équations données). En revanche le système 
se résout plus facilement. 


8 154. Equations d’une droite 
passant par deux points donnés 


La droite passant par les points M,(x,, ÿ, 2) et A7,(x,, y., z,) est reprc- 
sentéc par les équations 

ne 7 er. 
XI — M Ja — Ji 33 — li (D) 


Les exemples sont donnés au &$ 150. 


& 155. Equation d'un plan passant par un point donné 
ct perpendiculaire à une droite donnée 


Le vecteur normal au plan passant par le point M,(#0, Yo. Zo) et per- 
pendiculaire à la droite 
7 nn 
l LA "ii 
cst {,Mm,,n,}; l'équation de ce plan est donc 


Lx — Xe) + mg — yo) + mais — 30) = UV 
uu, suus forme vectorielle, 
a, (r — Te) = 0. 


EXEMPLE. Le plan passant par le point (— 1, — 5, 8) et perpendi- 
culaire à la droite : = = — es est représenté par l'équation 2(7 + 
5 : 
+ 5) + 5(z — 8) — 0, c'est-à-dire 


2y + 51 — 30 = 0. 
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& 156. Equation d'une droite passant par un point donné 
et perpendiculaire à un plan donné 


La droite passant par le point Af,(44, Yo, 0) et perpendiculaire au plan 
Ax + By + Cz + D = 0 possède le vecteur directeur {4, B,C} ct, 
par conséquent, est représentée ($ 150) par les équations canoniques 


X—x Y — Ye Z— 3% 
+ = ee (1) 
EXEMPLE. La droite passant par l'origine des coordonnées et 
perpendiculaire au plan 3x + 5z— 5 — 0 est représentée par les équa- 


: x z : : : 
tions id Re TT ou par les équations paramétriques 


($152) x = 34, y = 0, z = 5t. 


8 157. Equation d'un plan passant par un point donné 
ct unc droite donnée 


Le plan passant par le point M,(x0, Yo: Zo) ct la droite L 


Lt MO A À PP LE 


nn n (1) 
ne passant pas par le point Af, est représenté par l'équativn 
ZX —3%e Y — Ye = —1% 
Li —To Yi —Ye nn —8|=0 (2) 
1 m n 


ou, sous forme vectorielle, 
Lr—r), (ri —r), a) = 0. (22) 


+ —+ 
L'équation (2) ou (2a) exprime le fait que les vecteurs Af,4f, Af,M, et afl, m,n} 
sont coplanaires (fig. 174). 


ExempPLe. Le plan passant par le point Af,(5, 2, 3) et la droite 
x +1 y +1 z—S5 


2 1 3 


est représenté par l'équation 
1 x—5 ÿy—2 s—3 

— 6 — 3 2 

2 1 3 
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c'est-à-dire 
1i—2y—1 =0. 
REMARQUE. Si la droite (1) passe par le point Af,, l'équation (2) 
devient une identité ct lo problème possède une infinité de solutions 
(nous obtenons un faisceau de plans d'axe L; $ 148). 


&8 158. Equation d'un plan passant par un point donné 
et parallèle à deux droites données 


Le plan passant par le point M,(x0, Yo 20) et parallèle à deux droites 
données (non parallèles) L, ct L, (ou aux vecteurs a, ct a,) cest repré- 
senté par l'équation 
X—Xe Y—Ye 1—3% 
[A mi ñ æ 0, (1) 


où /,,,,n, Ct l,n,,n, sont les cocfficients de direction de ces deux 
droites (ou les coordonnées des vecteurs données). Sous forme vecto- 
riclle, on a 
[(—r), a, 21=0. (La) 
—+ 

L'équation (1) ou (la) cxprime le fait que les vecteurs A7,M/, a,, a, (M cst un point 
arbitraire du plan cherché) sont coplanaires. 

REMARQUE. Si les droites Z, ct L, sont parallèles, c'est-à-dire si a, 
et a, sont colinéaires, l'équation (1) devient unc identité ct le problè- 
me possède unc infinité de solutions (nous obtenons un faisceau de plans 
dont l'axe passe par le point M, parallèlement aux droites données). 


& 159. Equation d’un plan passant par une droite donnée 
et parallèle à une autre droite donnée 


Soient L, ct L, deux droites non parallèles et non concoufantes. Le plan 
passant par la droite L, ct parallèle à la droite ZL, est donné par l'équa- 
tion 
V— 4%, Y—) 1—58 

LA fa fa = 0, (1) 

l ms fl 
Où #4, 1e Z, SOnt les coordonnées d'un point arbitraire Af, de la droite Z,. 
Nous avons ici le cas particulier du $ 158 (le rôle du point Af, est joué 
par le point Af,). La remarque faite au $ 158 reste en vigueur. 
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$ 160. Equation d'un plan passant par une droite donnée 
ct perpendiculaire à un plan donné 


Le plan P passant par la droite donnée L, 


f—n _Y—N _ =: (1) 


et perpendiculaire au plan donné Q 
Ax+By40C:14D=0 (2) 
(non perpendiculaire à L,) est représenté par l'équation 
X— XX Y—Y1 2—!% 
h M ñ = 0 (3) 
A LD C 
vu, suus forme vectoriclle, 
[(r—n), a, N]j = 0. (32) 

ExpLicArion. Le plan P passe par la droite L, ct est parallèle à lu normale 
N{A, B, C} du plan Q (cf. & 159). | 

REMARQUE. Si le plan (2) cest perpendiculaire à la droite (1), l'équa- 
tion (3) devient une identité et le problème admet une infinité de solu- 
tions (cf. $ 158, remarque). 

PROJECTION D'UNE DROITE SUR UN PLAN ARBITRAIRE. Le plan (3) 
projette la droite L, sur le plan Q. Donc, la droite L’, qui est la projec- 
tion de la droite Z, sur le plan Q, est représentée par le système d'équa- 
tions (2)-(3) (cf. $ 149). 


& 161. Equations d’une perpendiculaire abaissée 
d'un point donné sur une droite donnée 


La perpendiculaire abaissée du point Af,(x6, Yo: :o) Sur la droite L,; 


X'— ï; Y — Yi 3 — 4: (1) 


= Æœ — 
_ a ———— 


(ne passant pas par le point Af,) est représentée par les équations 


He — x0) + my — 7e) + ms — 3) = 0, (2) 
ZX —%e Y — Je 5 —5%0 
FH — Le Yi — Ye nn —t|=0 (3) 
h m Uf] 


71-1158 
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ou, sous forme vectorielle, 


{ ai(r — re) = 0, (22) 
Lr— re), (rs — re), a) =: 0, (34) 

L'équation (2) prise séparément représente 
le plan Q (fig. 175) passant par 4/7, perpendi. 
culairement à L, ($ 155) et l'équation (3) prise 
séparément le plan R passant par le point M, 
et la droite L, ($ 157). 

REMARQUE. Si la droite L, passe par le 
point Af,, l'équation (3) devient ($ 120) une 
identité (par un point pris sur la droite L, on 
peut mener une infinité de perpendiculaires 
à L). 

EXEMPLE. Trouver l'équation de la perpendiculaire abaissée du 
point (1,0,1) sur la droite 


z= 3: +2, y = 23. (1a) 


Trouver également le pied de cette perpendiculaire. 
SOLUTION. On peut écrire les équations (la) sous forme canonique 
($ 151) de la manière suivante: 


FIG. 175 


x — 2 y Fi 


RE PET (I) 
: La perpendiculaire cherchée est représentée par les équations 

| 3(x—1) + 2(ÿ—0) + 1(r—1) 0, (2b) 

x — 1 y zs— 1 
2—1 0 0—1|=—0 (3t) 

3 2 1 
ou, après simplifications, 

3x +2y+s3—4+—=0, (2c) 
x—2y7+1—2=0. (3c) 


Nous trouvons les coordonnées du pied Æ de la perpendiculaire en ré- 
solvant le système de trois équations (1b), (2c). L'’équation (3c) doit 


alors être vérifiée. Nous obtenons X Fr + 7] . 


Renarque. Le système de trois équations (1b). (3c) possède unc infinité de solu- 
tions (car le plan R passe par la droite L,, mais ne la coupe pas), 
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162. Longueur d’une perpendiculaire abaissée 
d'un point donné sur une droite donnéc 


Etant donnés le point Af,(x6, Ya. 29) et la droite L, représentée par 
l'équation (1) 8161, on demande de trouver la distance du point 47, 
à la droite Z,, c'est-à-dire la longucur de la perpendiculaire A,K (fig. 175) 
abaissée du point M, sur la droite Z;. 

On peut trouver le pied À de la perpendiculaire ($ 161, exemple), 
puis la longucur du segment M,K, mais il est plus simple d'utiliser la 
formule (avec les notations du $ 161) 


/! Yo Ya 0 —5 
‘= M: "a 


: 0 —8% %e—% |" Xe —X1 Yo—Y | 


lh M, 


ñ [A 


Vis miin im 
c'est-à-dire sous forme vectorielle 
d == | [(re — ñn) X a,)! : (12) 


Yai 

Le numérateur de l'expression (1a) est ($ 111) l'aire du parallélogramme A/,M,.BA 
(fig. 176, où Af,4 = a,) et le dénominateur la longueur de Af,4. Par conséquent, la frac- 
tion est égale à la hauteur Af,K du parallélogramme. 

EXEMPLE. Trouver la longueur de la perpendiculaire abaissée 
du point Àf,(1,0,1) sur la droite x = 3: + 2, y = 2z. 

SOLUTION. Dans l'exemple du $ 161 nous avons trouvé 

11 2 1 
EE E 

Cela signifie que 


| Il : 2): 1 e 3 
d = MK = — —— a = —— = _, 
[AK 1 (; 1 +( 7) +[ : 1) 2|/: 


Appliquons maintenant la formule (1). En vertu 
de (1b) 8161 nous avons x, = 2, y, = 0, z, = 0, 
L = 3, M, = 2, n, = 1, de sorte que 


Es 30 — 2 È 1 
= Æ, 2, 
M, "a 2 1 
3 —2 Ze _— M | Li — 1 | 4 
n, [A 1 3 ' 
Xe — "*]- 4. 0 2. 
k M, 3 2 FIG. 176 


7° 
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Nous obtenons: 
[919 L 48 L [21 7 
PE NN El TE 
V3: 4. 21 + 1! 7 


8 163. Condition d'intersection ct de coplanarité 
de deux droites 


Si les druitcs 
Re UD EE 


h m, M (1) 
sont coplanaires, on a 
Xe — M Ya — Yi I —4 

l CTA ñ, =0 (3) 

la M; ñ, 
ou, sous forme vectorielle, 

[{rs —n), a, 2) = 0. (32) 

Inversement, si la condition (3) est vérifiée, les droites sont coplanaires. 


EXPLICATION. Si les droites (1) et (2) sont situécs dans un même plan, la droite M,M, 


—+ 
est aussi située dans ce plan (fig. 177), autrement dit les vecteurs Af,8f,, 8,, a, sont copla. 
naircs (ct inversement). C'est ce qu'exprime l'équation (3) (cf. $ 120). 


REMARQUE. Si h EL PR à [dans ce cas (3) est nécessairement 
lo la Na 
vérifiée], les droites sont parallèles. Dans le cas contraire, les droites 
vérifiant la condition (3) se coupent. 
EXEMPLE. Déterminer si les droites 


“275 (n 


7 4 (2) 


se coupent, ct si oui en quel point. 


SoLUTION. Les droites (1) et (2) sont co- 
— 1 1 —1 


planaires, car le déterminant (3) 1 2 3 
FIG. 177 2 1 4 
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s'annule. Ces droites ne sont pas parallèles (les coefficients de direction 
ne sont pas proportionnels). Pour trouver le point d'intersection on 
doit résoudre le système de quatre équations (1), (2) portant sur 
trois inconnues. En règle générale, un système de ce genre n'a pas 
de solutions, mais dans le cas considéré [vu que la condition (3) est 
vérifiée] la solution existe. Résolvant le système formé par trois quel- 
conques des quatre équations nous obtenons x — 1, y — 2, z2= 3. La 
quatrième équation est alors vérifiée. Le point d'intersection est 


(1, 2, 3). 


164. Equations d’une perpendiculaire commune 
à deux droites données 


La droite UV coupant deux droites non parallèles ct non concourantes 
(L, et L, sur la fig. 178) 
ZX _Y— £— 
ho mm "a 
Z— Xy _Y — Ya I — £, 
ls Ma ña 


ct perpendiculaire à ces droites est représentée (sous forme vectorielle) 
par les équations 
[é6—r), &,a)= 0, (1) 
[{e— 1), 3, a] = 0, (2) 
où 
as {h,m,,n)}, an — (lis, 1t:} et a — a, X 22. 

Prise séparément l'équation (1) représente le plan P,, mené par 
la droite L, parallèlement au vecteur a = a, X a, (8159). De même, 
(2) représente le plan P, mené par L, pa- 
rallèlement à a. 

Le point K, en lequel UV coupe L, est 
le point d'intersection de Z, et du plan P.. 
On trouve de manière analogue le point K., 
ce qui permet de trouver la longueur de la 
perpendiculaire K,K,. 

REMARQUE. Dans le cas où L, et L, 
sont parallèles [alors a — 0 et les équations 
(1) et (2) deviennent des identités] il existe 
une infinité de droites UV. Pour obtenir 
l'équation de l’une d’entre elles nous pre- FIG. 178 
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nons sur L, (fig. 179) un point arbitraire K, et nous 
formons l'équation de la droite passant par X, dans 
la diréction du vecteur a, X b, où b=a, x (r, —r,). 
ExEMPLE |. Trouver l'équation de la perpen- 
diculaire commune aux droites 
424144, y=1+4/,s——1—t, (3) 
s=—31+3%,y—-6+2%",2= 3 +064. (4) 
SoLuTION. Nous avons a, — {2, 4, — 1}, a, — 
= {3,2,6}, a — a, X a, — {26, — 15, — 8). 
La perpendiculaire cherchée est donnée par les équations 


FIG. 179 


x — 2 Yÿ—1 z+1 x +31 y—06 s—3 
2 4 —1|-0, 3 2 6|-0, 
26 — 15 — 26 — 15 — 8 
ou, après simplifications, 
{ 47x + 10y + 13$z + 30 = 0, (5) 
74x + 180y — 97s + 1505 = 0. (6) 


Nous trouvons le point K,, en lequel la perpendiculaire commune coupe 
la droite (3), à partir du système (3)-(6). Nous obtenons K, (— 2,— 7,1). 
Nous avons de même Æ, (— 28, 8,9). La longueur d de la perpendicu- 
laire commune est par conséquent égale à 


à = VER TE A 0 = 905 


EXEMPLE 2. Trouver les équations de la perpendiculaire commune 
aux droites 


x=2+21, y=3+24, z=t, (7) 
xm5S+2, y=4+2%, s=1+6r. (8) 


Les droites sont parallèles: a, — a, — {2,2,1}, r,—r, = {3,1,1)}, 
b—a, x (r; —r,) = {1,1,— 4}. Le vecteur directeur de la perpen- 
diculaire commune cst a, x b — {—9,9,0} ou, en multipliant par 


| 
— , {—1,1,0}. Prenons pour point initial un point arbitraire 


9 
K,(2 + 21, 3 + 21,1) de la droite (7). Nous obtenons l'équation de la 
perpendiculaire commune 
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où { est un nombre arbitraire. Pour trouver le point K,, point d'inter- 
section de la perpendiculaire commune (9) et de la droite (8), il faut porter 
les expressions (8) dans l'équation (9). Nous obtenons: 
3 +2 —10 _1+ 2 —1) _ 1+(—1) 
— 1 1 L 0 | 
Chacune de ces équations donne f” = {—1; en portant cette valeur 
dans (8), nous trouvons K,(3 + 21, 2 + 21, t), de sorte que 


d=lKikile VIG + 2) — (2 + 2} + (2 + 2) — (3 + 2)} + [10 = Ÿ2. 


& 165. La plus courte distance 
de deux droites 


La plus courte distance entre les droites L, et L, est la longueur d de leur 
perpendiculaire commune. On peut la trouver en formant les équations 
de la perpendiculaire commune ($ 164, exemples 1 ct 2). Or, il est plus 
simple de trouver d directement. | 

1) Si les droites L, et L, sont non parallèles et non concourantes 
(fig. 180), alors 


re IC(rs — 1), @:, 83) = LCrs — 11), 2, 5) | (1) 
ja, xa,| Ya, x a,)t 


(r,, r, Sont les rayons vecteurs des points Af,, A7,; a,, a, sont les vecteurs 
directeurs des droites L,, ZL;). 


Le numérateur de la fraction (1) est ($ 121) le volume du parallélépipède construit 


+ 
sur les vecteurs Af,A/,, a,, a,. Le dénominateur est égal à l'aire de sa base ($ 111). Par 
conséquent, la fraction est égale à sa hauteur K,K, = d. 

—> 


Pour des droites concourantes (les vecteurs Af,Af,, a,, a, sont coplanaires) la for- 
mule (1) donne d = 0. Pour des droites parallèles (les vecteurs a,, a, sont colinéaires) elle 


; , | 0 
n'est pas applicable (ete se ramène à l'indétermination 5) : 


2) Si les droites /.,, 7, sont parallèles (fig. 181), alors on a 


a te=nxal _ Vian xar (2) 
[al Ya! 


(on peut prendre a, au lieu de a,). 


Le numérateur de la fraction (2) est égal à l'aire du parallélogramme 3f,Af,DC, le 
lénominateur à la longueur de la base 3f,C. La fraction est donc égale à la hauteur K,K,=d. 
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Li K M, % 
FIG. 180 FIG. 181 


ExEMPLE 1. Trouver la plus courte distance entre les droites de 
l'exemple 1 $ 164 fr, = {2,1,—1},r, = {— 31,6,3},a, — {2,4, —-1), 
a, = {3, 2,6}]. 

SoLuTION. Les droites données ne sont pas parallèles. Nous avons: 


4 —1 —1 2 2 4 
x {| cl | : sl > D 426, is, —n 
[rs — M), Au 2e) = — 33-26 + 5° (— 15) + +°(—8) — — 965. 
On obtient alors de la formule (1): 
965 965 


—_ mt 2 = ÿ965. 


Vitres +isi  Ves 
ExEMPLE 2. Trouver la plus courte distance entre les droites de 
l'exemple 2 6164 [a, = a, —'{2,2,1}, rs —r, — {3,1,1}]. 
SozuTion. Les droites sont parallèles; la formule (2) donne: 


2 2 
ju 2 1! 1 2 = ÿ2. 
Ya+2+1 


REMARQUE. On peut affecter la plus courte distance entre deux 
droites (si elles ne sont ni orthogonales ni parallèles) d’un signe (cf. 
£ 165a). 


& 165a. Couples de droites de sens direct 
et indirect 


DÉFINITION. Le couple de droites croisées L,, L, (fig. 180) est dit de 
sens direct si, pour un observateur placé sur le prolongement d'une sécante 
arbitraire X,K, au-delà de la droite Z., la rotation la plus courte ame- 
nant la droite L, à une position parallèle à Z, est effectuée dans le sens 
contraire aux aiguilles d'une montre. Dans le cas contraire, le couple 
de droites L,, L, est dit de sens indirect. 
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REMARQUE Î. Les couples de sens direct et indirect restent tels 
indépendamment du choix des points K,, K, sur les droites Z,, L, et 
de la notation de ces droites (on peut noter L, la première et L, la se- 
conde). En effet, bien que dans ce cas la rotation s'effectue dans le sens 
opposé, l'observateur est maintenant placé sur le prolongement de la 
sécante au-delà de la droite L,, de sorte que pour lui le sens de la rotation 
reste le même que dans le premier cas. 

REMARQUE 2. Pour des droites L,, L, situées dans un même plan, 
ainsi que pour des droites orthogonales, les notions de couples de sens 
direct ct indirect perdent leur sens. 

EXEMPLE. Lorsqu'en enfonçant ou en retirant un tire-bouchon, 
on tourne son manche d'un angle de 60°, les positions initiale ct finale 
de l'axe du manche forment un couple de droites de sens direct (si l’on 
prend pour L, l'axe du manche dans sa position supérieure, l’observa- 
teur doit regarder d'en bas, dans le cas contraire d’en haut). Lors d’une 
rotation du manche du tire-bouchon d’un angle de 120° les positions 
initiale et finale de son axe forment un couple de sens indirect. 

CRITÈRE POUR ÉTABLIR SI LE COUPLE EST DE SENS DIRECT OU DE 
SENS INDIRECT. Soient a,, a, deux vecteurs arbitraires (non nuls), coli- 

—}> 


néaires aux droites L,, L,. Si le produit mixte (KX,K,, a,, a,) possède le 
même signe que le produit scalaire a,a,, alors Z.,, L, est un couple de 
sens direct ; si les signes sont contraires, c'est un couple de sens indirect. 


—+ | 

Quand (K,K,, a,, a) = 0, les droites L,, L, sont Situées dans un 
même plan; quand a,a, = 0, les droites L,, L, sont orthogonales. Dans 
ces deux cas le couple L,, L, n'est ni un couple de sens direct, ni un 
couple de sens indirect (cf. remarque 2). 

SIGNE DE LA PLUS COURTE DISTANCE DE DEUX DROITES. On peut 
affecter d’un signe la plus courte distance de deux droites croisées non 
orthogonales en estimant cette distance positive si ce couple de droites 
est de sens direct et négative si ce couple cst de sens indirect. 

Désignant par la lettre & la plus courte distance entre les droites 
en tenant compte de son signe, nous avons, au licu de (1) 8 265, la for- 
mule suivante: 


Lei LE {rs — 1"), a,, 2) 
_ la,a, | 13, x a: | (1) 


Elle est également valable pour les droites concourantes (mais non 
orthogonales) et dans ce cas donne à = 0. Pour les droites orthogonales 
Ads 
[aa | 


es 0 ,. 
vient une indétermination de Ja forme — (si les droites ne sont pas 
(L 


la formule (1) n'est pas valable, car le premier facteur de- 
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orthogonales, le premier facteur est égal soit à + 1, soit à — 1). Pour 
les droites parallèles la formule (1) n’est pas valable non plus, car le 
second facteur est indéterminé. Cf. remarque 2. 


8 166. Transformation des coordonnées 


1. TRANSLATION DE L'ORIGINE. Lors du passage du système de coordonnées OXYZ 
à un nouveau système O’X’Y’Z’ dont les axes ont la même orientation que les axes du 
système OX YZ, les anciennes coordonnées (x, ;, s) du point s'expriment en fonction des 
nouvelles (x, y, x’) par les formules 


zmatx, y=b+Y, s=c+r, (1) 


où a, b, ce sont les coordonnées de la nouvelle origine O” dans l'ancien système (cf. $ 35). 
Cette transformation Jaisse inchangées les coordonnées de tout vecieur. 
2. RorarioN DES AXES. Lors du passage du système OX YZ à un nouveau systèine 
O’X’'1’Z’ de même origine, les anciennes coordonnées du point s'expriment en fonctien 
des nouvelles à l’aide des formules 


x = x’ cos à + y cos (5 à + s cos (K, à), 


y = x’ cos (F, }) + y cos (ff j) + cos (K, j), (2) 


s = x cos (i”, k) + y’ cos (j’, k) + x’ cos (k”, k), 
où (Ë, i) est l'angle entre les vecteurs i’ et fi, c'est-à-dire entre l'ancien et le nouvel axe 
des abscisses, d. i) l’angle entre le nouvel axe des ordonnées et l'ancien axe des abscisses, 
etc. (9), 
Les coordonnées de tout vecteur au cours d’une telle transformation des coordonnées 
sont transformées d'après les mêmes formules. 
AT n, En 
RFMARQUE. Parmi les neuf grandeurs cos (i”, i)}, cos (j”, j), etc., trois peuvent être 
données arbitrairement, les six autfes vérifient les six relations 
TX LS Ce 
cost (f, Ÿ) + cost (il, ÿ') + cos? (il, k’) = 1, 
ex Cie nn, 
cost (j, à) + cost (j, j”) + cos? (j, k') = 1, (3) 


Pie Le. Pie. 
cos! (k, i’) + cos? (k, j’) + cos! (k, k”) = 1 
et 


cos (K À) cos (j7 À) + cos (f, j') cos (f, j') + cos (I, °) cos (j, k') = 0, 
cos (i, F) cos (k, 1) 4. cos (f, J') cos (, j') + cos (f, k') cos (k, k') — 0, (4) 
cos (f, Ÿ) cos (K, 1°) + cos (f, ÿ') cos (Ë, j') + cos (f, k') cos (K, k°) = 0. 


Le: relations (3) découlent de (+) $ 101, les relations (4) de (2) $ 145. 


(2 Chacun des coefficients des nouvelles coordonnées est le cosinus de l'angle entre 
le nouvel axe correspondant et celui des axes de l’ancien système qui correspond à la coor- 
donnée figurant dans le premier membre. 
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&8 167. Equation d'une surface 


Une équation reliant les coordonnées x, y, z cest appelée équalion de la 
surface S si les deux conditions suivantes sont vérifiées: 1) les coor- 
données x, y,z de tout point de la surface S vérifient cette équation, 
2) les coordonnées x, y,z de tout point non situé sur la surface S ne 
vérifient pas cette équation (cf. 87). 

REMARQUE. Si l'on transforme le système de coordonnées, l'équa- 
tion de la surface l'est également (la nouvelle équation s'obtient de 
l'ancienne à l’aide des formules de transformation des coordonnées, 
$ 166). 

EXEMPLE 1. L’équation x + y + z — 1 = 0 est l'équation d'une 
surface plane. On peut représenter cette même surface à l'aide de n'im- 
porte quelle autre équation du premier degré en choisissant de manière 
adéquate le système rectangulaire de coordonnées. 

EXEMPLE 2. La surface d’une boule (sphère) de rayon À ct cen- 
tréce à l'origine des coordonnées est représentée par l'équation 


n+y+z= R!, (1) 
car 1) si un point M{x, y,z2) est situé sur cette surface, la distance 


OA = Yx? + y? + 2? est égale au rayon R et, par conséquent, l'équa- 
tion (1) est vérifiée ; 2) si Af n'est pas situé sur la sphère, alors OM -Æ R, 
ct l'équation (1) n'est pas vérifiée. 

EXEMPLE 3. La sphère de rayon ZX et de centre au point 
Ca, b,c) cst représentée par l'équation 


Ce — at + (y — 0) + — = Pt. (2) 


L'équation reliant Ics coordonnées x, y, z peut correspondre non pas à une surface, 
mais à d'autres images géométriques ou ne correspondre à aucune image (cf. $ 58). 

ExemPLe 4, L'équation x? + y? + 1 + 1 — 0 ne correspond à aucune image géo- 
métrique, car clle ne possède pas de solutions (réelles). 

Exempee 5, L’équation #? + ÿ® + st = 0 possédant une solution réelle unique x = 0, 
y = 0, 3 = 0 représente un seul point. 

Exeurze 6. L'équation (x — y)" + (s — y = O n'est vérifiée que dans le cas 
où + -y=0Ucet zs--y — O0 simultanément; elle représente la droite x - y -- 2. 


& 168. Surfaces cylindriques dont les génératrices 
sont parallèles à l'un des axes de coordonnée: 


On appelle surface cylindrique la surface engendrée par une droite 
(génératrice) qui se déplace parallèlement à une droite immobile et 
rencontre une courbe (directrice). 

Toute équation ne contenant pas la coordonnée z et représentant 
dans le plan XOŸY une certaine courbe L représente dans l'espace une 
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ul 


FIG. 182 FIG. 183 FIG. 154 


surface cylindrique dont la génératrice est parallèle à l'axe OZ et la 
directrice est la courbe L. 
EXFMPLE 1. L'équation 
x! s 


LIN nl (1) 


représente dans le plan AXOY l'ellipse 4 BA'B° (fig. 182) dont les demi- 
axes sont a — OAÀ,b = OB. Dans l'espace elle représente une surface 
cylindrique S dont les génératrices sont parallèles à l’axe OZ et la direc- 
trice est l'ellipse A BA°B° (cylindre elliptique). 

2 3 


; ; 5 x 
EXEMPLE 2. L'équation SRE RE représente une surface 


a  b? 
cylindrique (fig. 183) dont les génératrices sont parallèles à l'axe OZ ct 
la directrice est l'hyperbole CDC’D' (cylindre hypcrbolique). 

EXEMPLE 3. L'équation y? = 2px représente un cylindre 
parabolique (fig. 184). 

L'équation ne contenant pas la coor- 
donnée x (ou y) représente une surface 
cylindrique dont la génératrice est pa- 
rallèle à l'axe OX (ou OŸ). 

EXEMPLE 4. L'équation y* = 2pz re- 
présente le cylindre parabolique disposé 
comme l'indique la fig. 185. 

REMARQUE. Si la directrice est une 
droite, la surface cylindrique est plane. Cela 
fait que l'équation A4x + By + D =0 
représente dans l'espace un plan parallèle 
FIG. 185 à l'axe OZ (cf. $ 124, remarque). 
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& 169. Equations d'une courbe 


On peut considérer une courbe comme l'inter- 
section de deux surfaces ct, partant, la repré- 
senter par un système de deux équations. 

Deux équations (prises ensemble) reliant 
les coordonnées x, y, z sont appelées équations 
de la courbe L si les deux conditions suivantes 
sont vérifiées: 1) les coordonnées de tout point 
AM de la courbe L vérifient les deux équations, 
2) les coordonnées de tout point non situé sur 
la courbe L ne vérifient pas simultanément 
les deux équations (bien qu'elles puissent 
vérifier l'une d'entre elles; cf. $ 140). 

EXEMPLE 1. Les équations y — z = 0, x — z = O représentent 
unc ligne droite en tant qu'intersection de deux plans (cf. exemple 1 
$ 140). 

EXEMPLE 2. Les deux équations 4? + ÿ3 + 2? = a3, y = z repré- 
sentent: la première une sphère de rayon a (fig. 186) ct de centre à 
l'origine O, la seconde le plan ZOX (la droite OL est la bissectrice de 
l'angle YOZ). Prises ensemble, ces deux équations représentent la 
circonférence ALK du grand cercle. 

REMARQUE !. Une même courbe peut être représentée par des 
systèmes d'équations différents (équivalents), car elle peut être obtenue 
par l'intersection de divers couples de surfaces. 


FIG. 156 


REMARQUE 2. Le système de deux équations peut représenter non seulement unc 
cuurbe, inais correspondre à d'autres images géométriques; il peut également ne corres- 
pondre à aucuno image géométrique. 

FxEnvLE 3. Le système d'équations x? + y* + s? = 25,z = 5 représente Île point 
(U, 0, 5) en lequel le plan 3 = 5 est tangent à la sphère 2° + ÿ° + 3 = 25 

EXEMPLE 4, Le système d'équations x? + ÿ? + s?==0, x+y<+z=1 ne cor- 
respond à aucune image géométrique, car la première équation n'est vérifiée que par les 
valeurs x = 0, y = 0, z =: 0, qui ne vérifient pas Ja seconde équation. 


& 170. Projection d'une courbe 
sur le plan de coordonnées 


1. Supposons que la courbe L soit représentée par deux équations dont 
l'une contient z et l’autre ne la contient pas ‘*. La seconde représente 
alors une surface cylindrique s verticales et, dans le plan XOY, la di- 


(°> Si les deux équations ne contiennent pas s, la courbe L est une droite verticale 
(ou plusieurs droites verticales) ; elle est projetée sur XOY par des points (cf. $ 149, exem- 
ple 3). 
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rectrice L, de cette surface ($ 168); la projection de la courbe L sur le 
plan XOY est situe sur la courbe L, (la recouvrant entièrement ou 
particilement). 

EXEMPLE !. Les équations 


1e y+—. x +y'=1 
représentent (fig. 187) la courbe ALA,B, (ellipse), suivant laquelle se 
coupent le plan 3 — y + 2 (le plan P sur la fig. 157) ct la surface 
2 


cylindrique circulaire x? + y? = 1. Dans le plan XOY l'équation +? +- 
+ y* = 1 représente la circonférence A’B’4’,B’,. La projection de la 
courbe 4BA,B, coïncide avec la courbe 4°B°4°,B". 

EXEMPLE 2. Les équations 


ty +at= at, y = mx 


représentent (fig. 188) le grand cercle (la méridienne) 4 PA’P’ de la 
sphère O comme l'intersection de cette sphère avec le plan y = mx 
(le plan R sur la fig. 188). L'équation y — #n1x représente dans le plan 
XOY la droite UV. La projection de la méridienne A PA'P’ sur le 


FIG. 157 rIG. 138 
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plan XOY est située sur la droite UV, mais 
ne recouvre qu'une partic de cette droite, pré- 
cisément le scgment 44”. 

2. Supposons que les deux équations re- 
présentant la courbe ZL contiennent :; pour 
rechercher la projection de la courbe L sur 
le plan XOY il faut éliminer z entre les équa- 
tions considérées ‘*”. L'équation qui en résulte 
représente dans le plan XOY la courbe L’ sur 
laquelle est située la projection cherchée (la 
recouvrant entièrement ou partiellement). On 
trouve d'une manière analogue les projections 
de la courbe sur les plans XOZ et YOZ. 


Cela découle de 1. 


EXEMPLE 3. Considérons la circonférence (ALI£ sur la fig. 189) 
représentée (cf. $ 169, exemple 2) par les équations 


mM+ty +st=at, (1) 
y=s. (2) 


Pour trouver sa projection sur le plan XOY éliminons z entre (1) 
et (2). Nous obtenons l'équation 


x+2» = at. (3) 
Elle représente dans le plan XOY l'ellipse AL’K”’ de demi-axes OA = a, 


OL’ = mi La projection de la circonférence ALK recouvre entière- 


FIG. 159 


ment l'ellipse AL'’K”. 
Pour trouver la projection de la circonférence ALK sur le plan X0Z 
il faut éliminer y entre (1) et (2). Nous obtenons l'équation 


x + 253 = a!, (4) 


représentant dans le plan XOZ une ellipse de mêmes dimensions que 
AL'K'. La projection de la circonférence recouvre entièrement 
cette ellipse. 

Pour trouver la projection de la circonférence 4LK sur le plan YOZ, 
il n’est pas besoin d'éliminer x, car l’une des équations considérées (y = 
— z) ne contient pas x. L'équation y = z représente dans le plan YOZ 
la droite UV toute entière, mais la projection cherchée ne recouvre. 
qu'un segment de cette droite (NL). 


(2 Eliminer s entre deux équations signifie trouver une troisième équation ne con- 
tenant pas s et vérifiée pour toutes les valeurs de x, y qui vérifient le système des deux 
équations données. 
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$ 171. Surfaces algébriques et leur degré 


On appelle équalion algébrique du second degré (à trois inconnues x, v, 2) 
toute équation de la forme Az ++ By3 + C2 + Dry + Eyz | Fzx + 
+ Gx + Hy + Kz + L = 0, où l'une au moins des six grandeurs 1, 
B,C, D, E, F n'est pas nulle. On définit de manière analogue une équi- 
tion algébrique de degré quelconque (cf. & 37). 

Si une certaine surface S est représentée dans un système rectan- 
gulaire de coordonnées par une équation du #-ièmce degré, alors dans 
tout autre système rectangulaire de coordonnées elle cest représentée 
par une équation du même degré (cf. &$ 37). 

La surface que l'on peut représenter par une équation du n-ième 
degré cest appelée surface algébrique du n-ième degré. Toute surface du 
premier degré est un plan. Nous allons considérer dans les paragraphes 
suivants les surfaces du second degré (quadriques). 


8 172. Sphère 


L'équation du second degré 
“+ ;t+3= ki (1) 

représente ($ 167, exemple 2) une sphère de rayon le et de centre à 
l'origine des coordonnées. Si l'origine ne coïncide pas avec le centre 
de la sphère, cette dernière cst également représentée par une équation 
du second degré 

(x — 0) + (y —0) + (s—c) = R?, (2) 
où a, b, c sont les coordonnées du centre de la sphère (cf. $ 38). 

L'équation du second degré 


A + By + Cas + Dxy + Eys + Fax +Gx + Hy + K: 1 L=U (3) 
ne représente une sphère que si les conditions 
D=0, Eh=0, F=0, (S) 
G'+ H3+ K1—44L > 0 (6) 
sunt vérificécs (cf. $ 39). Dans ces conditions nous avuns: 
K 
er EE 7 7 
s E] 8 — 
Rs CHHIH KO AL (7) 


44! 
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EXEMPLE. L'équation 
A+ +sn—2x—4y —4 =0 
(4A=H=C=1, D=E=F=0, G= —2, H = —4, 
K=0, L=—4) 
représente unc sphère. Complétant les expressions x? -— 2x ct y? — 4y 


jusqu'aux carrés parfaits et ajoutant, pour compenser, les nombres 1? 
ut 2? au second membre, nous obtenons l'équation 


(s— 1) +(y—2)}" +3=9, 


c'est-à-dire a=1,b=2,c=0, R = 3. 
Nous aurions trouvé le même résultat en appliquant les formules (7). 


& 173. Ellipsoïde 


La surface représentée par l'équation ‘*? 


a 
ep ie | ) 


est appelée cllibsoïide (*® (fig. 190). La ligne d'interscction AÀBA°B° 
de l'ellipsoïde (1) et du plan XOY est représentée ($ 169) par le système 


FIG. 190 


(°) Ici et dans ce qui suit, nous désignerons par les lettres a, b, 6 les longueurs de 
certains segments, de sorte que les nombres a, b, c sont positifs. 
ces) Le mot sellipsoïde s (+ qui a la forme d'une ellipsee) convient mal pour désigner 
une surface, mais il est consacré par l'usage. Les géomèêtres de la Grèce antique appelaient 
les ellipsoïdes de révolution (ils n'en avalent pas étudié d'autres) des « sphéroïldes +, terme 
usité encore de nos jours. 
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Il est équivalent au système 


ai 4 
LA 2 


PO =], s=0, 


de sorte que A BA'B’ est une ellipse de demi-axes OA = a, OB := b. 
Les sections de l'ellipsoïde (1) par les plans YOZ, XOZ sont l'el- 
lipse M'CMB de demi-axes ‘® OB = b, OC = c ct l'ellipse L'CLA de 
demi-axes OA = a, OC = c. 
La section de l'ellipsoïde par le plan z = h (LML'’M" sur la fig. 190) 
est représentée par le système 


Lui, (2) 
z2= h. (3) 


Toutelois si |h|>c, l'équation (2) ne représente aucun lieu 
géométrique (+ cylindre elliptique imaginaire»; cf. $ 58, exemple 5). 
Dans ce cas le plan ne coupe pas l’eHipsoïde. Quand | h | = c, l'équa- 
tion (2) représente l'axe OZ (x = 0, y — 0; cf. £ 58, exemple 4). Cela 
signifie que le plan z — € n'a qu’un point commun C{0, 0, c) (point 
de contact) avec l'ellipsoïde; de même, le plan z = —c est tangent à 
l'ellipsoïde au point C’ (0, 0, — c) (non indiqué sur la figure). 

Si par contre | h| < c, la section considérée est unc cllipse de demi- 


axes 
| 1 | ht 
KL=a 1, KHmb} 1 (4) 


proportionnels à a et b. 

Au fur et à mesure que la section s'éloigne du plan XOY, ses dimen- 
sions diminuent (elles sont par ailleurs toutes semblables). 

Le même tableau se présente pour les sections parallèles aux plans 
YOZ, ZOX. 

Le point O est le centre de symétrie de l'ellipsoide (1). Les 
plans XOY, YOZ, XOZ sont les plans de symétrie, les axes OX, OY, 
OZ les axes de symétrie. 

ELLIPSOÏDE À TROIS AXES INÉGAUX. 11 peut arriver que les trois 
grandeurs a, b, c sont différentes, c'est-à-dire qu'aucune des ellip- 
ses Â’CA, B'CB, ABA’ ne se transforme en une circonférence. Les 
cllipses 4’CA, B'CB, A'’BA sont appelées cilipses principales et leurs 
sommets [A(a 0,0), 4’(— a, 0, 0), B(0, b, 0), B’(0, — b, 0), C(0, 0, c), 
C’ (0, 0, —c)] sommets de l'ellipsoïde. Les segments 44”, BB’, CC’ 


C°) Plus haut ($ 41), nous avons noté c la demi-distance focale [e = Va — b1, de 
sorte que c < a). Ici c a un autre sens et peut prendre n'importe quelle valeur, 
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(les axes des ellipses principales) ainsi que leurs longucurs sont appe- 
lés axes de l'ellipsoide. Si a > b > c, alors 2a désigne le grand axc, 2b 
l'axe moyen ct 2c le pelit axe. 

ELLIPSOÏDE DE RÉVOLUTION. Si deux quelconques des grandeurs 4, 
b, c, par exemple a et b, sont égales, alors l'ellipse principale corrcspon- 
dante 4’BA et toutes les sections qui lui sont parallèles se transfor- 
ment cn circonférences. On peut obtenir toute section CRS passant 
par l'axe OZ par une rotation de l'ellipse CLA autour de l'axe OZ, 
autrement dit l’ellipsoïde est une surface de révolution (les ellipses CLA, 
CRS, CMB, etc. sont les méridiennes, et la circonférence 4’BA l'équa- 
teur). Un tel ellipsoïide cst dit ellipsoïide de révolution. Son équation cest 
de la forme 


CRU ES à (5) 


Si a >> c, on a l'ellipsoïde de révolution aplali (fig. 191, a), si a < c, 
l'cllipsoïde allongé (fig. 191, b). La position des deux axes de l’ellipsoïde 
de révolution est indéterminée. 

Si a = b = c, l'ellipsoïde se transforme en sphère, et la position 
des trois axes est indéterminée. 


REMARQUE 1. On peut définir l'ellipsoide de révolution comme la surface engendrée 
par Ja compression uniforme d'une sphère vers l'équateur (cf. $ 40). On obtient un ellipsoide 
de révolution aplati si le coefficient de compression À < 1 et un ellipsolde allongé si À > 1. 

On peut définir l’ellipsoïde à trois axes inégaux comme la surface engendrée par la 
compression uniforme de l'ellipsoide de révolution vers sa méridienne. 

REMARQUE 2. L'ellipsoïde est représenté par l'équation (1) si les axes de coordon- 
nées coîncident avec les axes de l'ellipsoïde. Dans les autres cas l'ellipsoïide est représenté 
par d'autres équations. 
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Ex£emPLe |. Déterminer la surface représentée par l'équation 
161? + 3y1 + 163? — 48 = 0. 
SOLUTION. Cette équation peut être ramenée à la forme suivante 


s 
NT AE 


s! ! 
RAT LE D 


3 


Elle représente un cellipsvide de révolution allongé de demi-axes a — 
= c—Ÿÿ3, b — 4. L'axe de révolution est Oy. 

ExEemPLE 2. Déterminer la surface représentée par l'équation x? — 6x + 4y? + 
+ 913 + 363 — 99 = 0. 

SozuTioN. Nous ramenons cette équation à la forme 

(x — 3)" + 45 + 9(s + 2)' = 144. 
Déplaçons l'origine au point (3, 0, —2) ; nous obtenons alors {$ 166) l'équation x°? + 41 + 
+ 93 = 144 ou 
x” y: r1 
wmtaw tit 


Cette équation représente un ellipsoïde de demi-axes a = 12, b = 6, © == 4; son 
ccntre coïncide avec le point (3, 0, — 2), ses axes sont parallèles aux axes de coordonnées, 


$S 174. Hyperboloïde à une nappe 


La surface représentée par l'équation 


L à | L] 
CE (n 
cst appelée hypcrboloïde à une nappe (fig. 192). 

La dénomination +shyperboloïdes tient à ce que parmi les scc- 
tions de cette surface il y a des hyperboles. Telles sont les sections 
par les plans x = 0 (A£NN'M" sur la fig. 192) et y = 0 (XLL'’K". 
Ces sections sont représentées (dans leurs plans) par les équations 


D en (2) 
£-Set (3) 


Le terme «à une nappes souligne le fait que la surface (1), à la 
différence de la surface de l'hyperboloïde à deux nappes (cf. $ 175), n'est 
pas séparée en deux parties, mais représente un tube continu le long 
de l'axe OZ. 


Géométrie analytique à trois dimensions 213 


Le plan 
Le (1) 
coupe, pour toute valeur de A (cf. $ 173), la surface 
{i) suivant l'ellipse ‘° 
x1 y! 


1 
an re 5) 


A M, A 
de demi-axes a] 1 + _ | e| 1+ FE Toutes les 


cllipses (5) sont semblables, leurs sommets sont 
situés sur les hyperboles (2) et (3): les dimen- 
sions des ellipses augmentent à mesure que la 
section s'éloigne du plan XOY. La section par le 
plan AOY cest l'ellipse 

x! 3 

po 5) 
(l'ellipse de gorge A BA'°B”). 

Les hyperboles (2) ct (3) ainsi que l'ellipse (57) sont appelées 
seclions principales et leurs sommets À (a, 0, 0), 4° (— a, 0, O), 
B(0, b, 0), B’(0, — b, 0) sommets de l'hyperboloïde à une nappe. Les 
segments 44° — 2a, BB’ = 2b (les axes réels des hyperboles principales) 
et souvent les droites 44’, BB' sont appelés axes fransuerses. Le seg- 
ment CC’ = 20C = 26, porté sur l'axe OZ (l'axe imaginaire de chacune 
des hyperboles principales), est appelé axe non transverse de l'hyper- 
boloïde à une nappe. 

Le point O est le centre de symétrie de l'hyperboloïde à une nappe (1), 
les plans XOY, YOZ, ZOX les plans de symétrie, les axes OX, OY, 
OZ les axes de symétrie. 

HYPERBOLOÏDE DE RÉVOLUTION À UNE NAPPE. Si a = b, l'équa- 
tion (1) devient 


FIG. 192 


Éoe  e d (6) 


L'ellipse de gorge À BA'’B° devient une circonférence de gorge de rayon 4. 
Toutes les sections parallèles à XOY sont également des circonférences. 
Les sections KLL'K” et MNN'M’ (et en général toutes les sections 
passant par l'axe non transverse) sont des hyperboles égales, et on 
peut obtenir la surface (6) par une rotation de l'hyperbole KZL’K” 
autour de l'axe non transverse. La surface (6) est appelée hyperboloïde 


(°) On suppose ici que 4 = b. Dans le cas à = b les elliries (5) se transforment en 
circonférences; cf. plus bas l'équation (6). 


214 MATHÉMATIQUES SUPÉRIEURES 


de révolulion à une nappe. Ta position de deux de ses axes (axes trans- 
verses) devient indéterminée, le troisième axe (axe non transverse) 
coïncide avec l'axe imaginaire de l'hyperbole en rotation. A la diffé- 
rence de l'hyperboloïde de révolution (a = b) l'hyperboloïde à une 
nappe (1) a pour a £ b trois axes inégaux. 


REMARQUE. On peut définir l'hyperboloïlde de révolution à une nappe comme la 
surface engendrée par la rotation d'une hyperbole autour de son axe imaginaire et l'hyper- 
boloïde à une nappe comme la surface obtenue par la compression uniforme de l’hyperboloïde 
de révolution à une nappe vers le plan d'une méridienne quelconque. 


EXEMPLE. Déterminer la surface 
xt — 45% — 451 + 16 = 0, 
SozuTion. Cette équation peut être ramenée à la forme 
x! ;* s! 


atataer 


Elle représente un hyperboloïde de révolution à une nappe de centre 
au point (0, 0, 0); l'axe de rotation est OX (puisque le coefficient néga- 
tif est celui de x?). Le rayon de la circonférence de gorge est r = 2, 
le demi-axe non transverse est égal à 4. 


$S 175. Hyperboloïde à deux nappes 


La surfacc représentée par l'équation 
a, y _st (1) 


cst appelée hyperboloïde à deux nappes (fig. 193). 
Les sections par les plans X07 et YOZ sont représentées par les 
équations 


Cr D (2) 
en 1. (3) 


Ce sont des hyperboles (XK'L'L et MM'N'N sur la fig. 193). Pour 
chacune d'elles l’axe OZ est un axe réel (cf. & 174). 

Les plans z = h ne rencontrent pas l’hyperboloïde (1) quand | h | < 
< c (cf. $ 174). Quand h = + c, ils sont en contact avec l’hyperboloïde 
aux points C (0, 0, c) ct C’ (0, 0, —c). Quand |h| > c, les sections 
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sont les ellipses (°? 
x! y" ht 
a! Cr 
semblables (XAK'M", LNL'N’, etc.). Leurs 
dimensions augmentent au fur et à mesure 
qu'on s'éloigne du plan XOY. 

Ainsi, la surface (1) sc compose de deux 
nappes séparées. 

Les hyperboles (2) et (3) sont appelées 
sections principales, leurs sommets communs 
C et C’ sommets de l'hyperboloïde à deux 
nappes et leur axe réel CC’ axe non frans- 
verse de l'hyperboloïde à deux nappes; les 
axes imaginaires AA’ =—2a et BB’ =— 2b 
sont dits axes fransuerses de symétrie. 

L'hyperboloïde à deux nappes possède 
un centre O, des axes de symétrie OX, OY, 
OZ et des plans de symétrie XOY, YOZ, FIG. 193 
ZOX. Les deux nappes de l'hyperboloïide 
sont symétriques l’une de l'autre par rapport au plan XOY. 

HYPERBOLOÏDE DE RÉVOLUTION À DEUX NAPPES. L'équation (1) 
devient, pour a = b: 


—1 (4) 


ct représente la surface engendrée par la rotation d'une hyperbole 

autour de son axe réel. Cette surface est appelée hyperboloïde de révo- 

lution à deux nappes. L'hyperboloïde à deux nappes dont les demi- 

axes transverses a et b ne sont pas égaux est dit à frois axes inégaux. 
ExErMPLE 1. Déterminer la surface 


3x1 — 532 — 25 — 30 = 0. 


SOLUTION. Ramenons l'équation considérée à la forme 
7 2! 22 


RER RES) À 


6 15 10 


Nous avons un hyperboloïde à deux nappes (à trois axes inégaux). 
L'axe non transverse est égal à y10 et coïncide avec l'axe OX, l’un 
des axes transverses est égal à V6 et est dirigé suivant l'axe OY, 
l'autre est égal à V15 et est dirigé suivant l'axe OZ. 


Ce) Cf. renvoi page 213. 
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EXEMPLE 2. L'équation 
M — 8 —1] 

représente un hyperboloïde à une nappe (et non à deux nappes) (le 
second membre a beau contenir — 1 et non + 1, le premier membre 
contient deux termes négatifs). Mettant cette équation sous la forme y? + 
+ 2% — x = 1, nous voyons que l'hyperboloïde est engendré par la 
rotation d’une hyperbole équilatère autour de son axe imaginaire 
(coïncidant avec l'axe OX). 


$ 176. Cône du second degré 


On appelle surface conique toute surface cngendrée par le déplacement 
d'une ligne droite (génératrice) passant par un point immobile {sommet 
de la surface conique). Toute courbe (ne passant pas par le sommet) 
qui coupe la génératrice occupant une position quelconque est appelée 
directrice. 

La surface 


atw ea (1) 


qui, comme nous le montrerons plus bas, est conique, est appelée cône 
du second degré (fig. 194). 

Sa section par le plan XOZ (y = 0) est 
représentée par l'équation 


xt s! 


c'est-à-dire 
Zz 3 x z 
nl Q) 
C'est un couple de droites (XL et K'L') 
passant par l'origine ($ 58). En la coupant 


par le plan YOZ nous obtenons un couple de 
droites (MN et M’N”): 


B+4(-5e 0 


La section par tout autre plan y — Àx 
passant par l'axe OZ est représentée ($ 169) 
par le système | 

a! kxt s! 


y=Rkxs, RU cpu ur (4) 
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C'est aussi un couple de droites: 


3 
soin tes 6 
et 
1 k! 
y = kr, ++ EL (6) 


passant par l'origine. Cela signifie que la surface (1) est conique; le 
int O est son sommet. 
La section du cône (1) par un plan quelconque z = À (quand x £ 0) 
donne une ellipse 
mt ÿ M 
mt ai (7) 
elle se réduit au point © (0, 0, 0) quand h = 0. Toutes les ellipses (7) 
sont semblables, leurs sommets sont situés sur les sections (2) et (3). 
Quand a = b, les ellipses (7) se transforment en circonférences 
et le cône du second degré en cône circulaire 


= 0; (8) 


On peut définir le cône du second degré comme la surface obtenue 
en comprimant uniformément un cône circulaire vers le plan de la sec- 
tion axiale, 

Les sections du cône (1) par des plans parallèles au plan XOZ (ou 
au plan YOZ) sont des hyperboles. 

Remarque. Les sections de tout cône du second degré par des plans ne passant pas 
par le sommet sont des circonférences (%), des ellipses, des hyperboles ct des paraboles. 
Chacune de ces courbes peut être prise pour directrice. C’est pourquoi il est rationnel d'appe- 
ler le cône du second degré cône s« elliptique ». 

EXEMPLE 1. L'équation x? + ÿ* — 2? représente un cône circu- 
laire; la section par le plan XOZ est un couple de droites x — + z. 
Les génératrices et l'axe forment un angle de 45°. 

EXEMPLE 2. L'équation — 3? + 93% + 333 = 0 représente un cône 
(non circulaire) du second degré. La section par tout plan z — h (4 5 0) 
est une hyperbole 4? — 9}? — 3h2; pour h = 0 elle se transforme en 
un couple de génératrices. La même chose pour les sections y = l. 
Les sections x = d (d Æ 0) sont des ellipses. 


(> Le cône circulaire possède un système de sections circulaires parallèles, et le cône 
non circulaire en passède deux. 
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$& 177. Paraboloïde elliptique 


La surface représentée par l'équation 


x! y 
DT Z% (1) 
(p > 0, g > 0) est appelée paraboloïde 
elliptique (fig. 195). 
Les sections par les plans XOZ cet 
YOZ (sections principales) sont des pa. 
raboles (404° ct BOB) 


xt = 2pr, (2) 
y* = 2gqr, (3) 
FIG. 195 dont la concavité est tournée vers Ie 


haut. 

Le plan z = 0 est tangent au paraboloïde au point O, les plans z = 
— }, pour À > 0, coupent le paraboloïde suivant des ellipses sembla- 
bles 

zx! ÿ* 

F4 (1 
de demi-axes }/ 2ph, V2q#. Pour h < 0, ces plans ne rencontrent pas 
le paraboloïde. 

Le paraboloïde elliptique ne possède pas de centre de symétrie: 
il est symétrique par rapport aux plans OZ, YOZ et par rapport à 
l'axe OZ. La droite OZ est appelée axe du paraboloïde elliptique, le 
point O son sommet, les grandeurs p et qg ses paramètres. 

Pour p = q, les paraboles (2) ct (3) sont égales, les ellipses (4) se 
transforment en circonférences et le paraboloïde (1) devient la surface 
engendrée par la rotation d’une parabole autour de son axe (paraho- 
loïde de révolution) ‘*°?, 

On peut définir le paraboloïle clliptique comme la surface que 
l'on obtient en comprimant uniformément un paraboloïde de révo- 
lution vers l’une de ses méridiennes. 

EXEMPLE. La surface z — x? + y? est un paraboloïde de révolution 
engendé par la rotation de la parabole z — x? autour de son axe (l'axe OZ). 


(> Les glaces des réflecteurs ont la forme d'un paraboloïde de révolution (elles 
teansfuriwent les rayons issus du foyer en un faisceau de rayons parallèles). 


Géométrie analytique à trois dimensions 219 


La surface +4 = y? + x? est ce même paraboloïde, mais autrement dis- 
sé (l'axe de rotation coïncide avec l'axe OX). 
REMARQUE. Le plan y = f coupe le paraboloïde elliptique suivant 


2 
Ja courbe z = + É (cc: c'est une parabole égale ($ 50) à la 
q 
? 
parabole AO’ É = a) : son axe est aussi orienté « vers le hauts et 


2 
son sommet est le point D (e. 1, =) . Les coordonnées du point D 
g 


vérifient les équations x — 0, 3? — 2gz, autrement dit D est situé sur 
Ja parabole BOB’. Cela signifie que le paraboloïde elliptique est la sur- 
face engendrée par translation d’une parabole (404”) par laquelle 
son sommet se déplace suivant une autre parabole (BOB). Les plans 
des paraboles mobile et immobile sont alors orthogonaux, et les axes 
identiquement orientés. 


&8 178. Paraboloïde hyperbolique 


La surface représentée par l'équation 


(1) 
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Les sections par les plans XOZ et YOZ (sections principales) sont 
des paraholes (4047, BOB) 


at = êps, | (2) 
= — 24. (3) 


A la différence des sections principales du paraboloïde elliptique ($ 177), 
les concavités des paraboles (2) et (3) sont différemment orientées 
(pour la parabole AO” « vers le haut», pour la parabole BOB” « vers 
le bass). La surface (1) a la forme d’une selle. 

La section du paraboloïde hyperbolique (1) par le plan XOY 
z — 0) est représentée par l'équation 


a y? 


220. (4) 


C'est un couple de droites (* OD, OC ($ 58, exemple 1). 

Les plans z — h, parallèles à XOY, coupent le paraboloïde hyper- 

bolique suivant des hyperboles 
Ll C] 
al el à (5) 

Quand h > 0, l'axe réel de ces hyperboles (par exemple de l'hyper- 
bole UV V'U") est parallèle à l'axe OX; quand h < 0 (l'hyperbole 
LNN'L”), l'axe réel est parallèle à OY. Toutes les hyperboles (5) situées 
d'un même côté du plan XOY sont semblables; elles sont conjuguées 
deux à deux ($ 47) des hyperboles (5) situées de l’autre côté de XOY. 

Le paraboloïde hyperbolique ne possède pas de centre; il est symé- 
trique par rapport aux plans XOZ et YOZ et par rapport à l'axe OZ. 
La droite OZ est appelée axe du paraboloïde hyperbolique, le point O 
son sommet, les grandeurs p et g ses paramälres. 

REMARQUE Î. Pour aucunes valeurs de p et g le paraboloïde hyper- 
bolique (à la différence des surfaces du second degré considérées plus 
haut) ne représente une surface de révolution. 

REMARQUE 2. Le paraboloïde hyperbolique, tout comme le para- 
boloïde elliptique, peut être obtenu par translation d'une section prin- 
cipale (par exemple BOB”) le long de l'autre (404). Mais maintenant 
les paraboles mobile et immobile tournent leur concavité dans des 
sens opposés. 


€°) Le parabalaïde hyperbalique comporte une infinité de lignes droites; cf. $ 180. 
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EXEMPLE. La surface z = x? — ÿ? cest un paraboloïde hyperbo- 
lique; ses deux scctions principales sont des paraboles égales, mais 
oricntées dans des sens opposés. On peut obtenir cette surface par 
translation de l'une de ces paraboles le long de l'autre. La section par 
le plan : = h (4 %# 0) est une hyperbole équilatère de demi-axes a — 


=: VI], b == VI A4 1. Pour # = 0 elle se transforme en un couple de 
droites orthogonalcs (x “+ y — 0, x — y — 0). Si l'on considère ces 
droites comme axes de coordonnées OX”, OY”, le paraboloïde hyper- 
bolique considéré est représenté ($ 36) par l'équation z = 2x°y. 


En fait, l'équation z = ie représente le même paraboloïde hyper- 
a 


+2 
Lbolique que l'équation z = LE. mais dans le premier cas les 
a a 


axes OX ct OY coïncident avec les génératrices rectilignes ($ 180) pas- 
sant par le sommet. 


& 179. Liste des quadriques 


On peut ramener toute équation du second degré 
At + By + Ca + Dxy + Eys + Fsx + Gx + Hy + Ks+L = 0, 
à l’aide des formules de transformation des coordonnées ($ 166), à l'une 


2 2 
des 17 équations dites canoniques. Dans ces cas l'équation _ + … = 0 
a 
(n° 14) représente non pas une surface, mais une ligne droite (x = 0, 
y = U). On dit toutefois qu'elle représente un couple de plans imagi- 
naires (sc coupant suivant une droite réclle) (cf. $ 58, exemple 4). 
2 2 
L'équation = + ss + Le (n° 13) représente un point (0, 0, O). 
a b? oi 
Toutefois (par analogie avec l'équation n° 4) on dit que l'équation 
n” 13 représente un cône imaginaire du second degré (à sommet réel). 
Les équations n% 15, 16, 17 ne représentent aucune image géo- 
métrique. On convient toutefois de dire qu'elles représentent respecti- 
vement un ellipsoïde imaginaire (cf. n° 1), un cylindre elliplique imagi- 
“aire (cf. n° 7) ct un couple de plans parallèles imaginaires (cf. n° 11). 
Utilisant cette terminologie conventionnelle on peut dire que 
toute quadrique est l'une des 17 surfaces rapportées aux pages 222-224. 
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n° Surface $ 
Ellipsoïde (en particu- 
lier, cllipsoïldé de révo- 173 
lution et sphèrc) 
’ Hyperboloïide à une 
Hyperboloïide à deux 
3 nappes l 175 
4 Cône du sccond degré 176 
s Paraboloide elliptique 177 
: Paraboloïde  hyÿperbo- 178 


lique 
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0 Equation 


n canonique | Figure | Surface $ 
x? ;! ds 
7 TAN Te Ù Cylindre elliptique 108 
B 
x? y? : 
8 nn 1 Cylindre hyperboliquo 168 


Cylindre parabolique 163 


[ n 


——— ES PE 


x Fi 
| FT a 


RS, ps SE 


Couple de plans sécauts 


Couple de plans paral- 


reset lèles 


di 


me 
ane EE 


Couple de plans con- 


fondus 
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Equati 
Li Conontque | Figure | Surface { 


Cône imaginaire du sc- 
@ cond degré à sommet 
récl (0, 0, 0) 


N 


Couple do plaus itnagi- 
naires (se coupant sui- 
vant une droite récilc) 


——  ————————…————__“_—__————__ > | mme | es | ce 


Ellipsoïde imaginaire 


EP QE - SR A ES PP D ES 
— —————— ———_—___—_—— 


Cylindre elliptique ima- 
ginaire 


ne manne mnmae Rene eee mm 


Couple de plans paral- 
Rles imaginaires 


& 180. Génératrices rectilignes des quadriques 


Une surface est dite réglée si elle est engendrée par le déplacement d'une 
droite (génératrice rectiligne). Parmi les surfaces du second degré les 
cylindres et le cône du second degré, l'hyperboloïde à une nappe ct le 
paraboloïde hyperbolique sont des surfaces réglées. 

Par chaque point de l'hyperboloïde à une nappe (fig. 197) et du 
paraboloïde hyperbolique (fig. 198) passent deux génératrices recti- 
lignes. Ainsi, sur la fig. 197 par le point À passent les génératrices UU” 
et VV”, par le point V les génératrices VA et VB. 
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FIG. 198 


L'ellipsoïde, l'hyperboloïde à deux nappes et le paraboloïde cllip- 
tique ne possèdent pas de génératrices rectilignes (réelles). 
EXEMPLE. La section de l'hyperboloïde à une nappe 


Fix (1) 


par le plan x = a (le plan P sur la fig. 197) est représentée par l'équa- 


4 
tion ee + CARRE = 1, c'est-à-dire 
ai b? c? 
(1 
F--0 (2 


C'est un couple de droites (UU” ct VV”). Elles passent par le sumimet 
4(a, 0, 0) de l'ellipse de gorge. Exactement de la même façon, par le 
sommeœt 2 (0, b, 0) passe un couple de génératrices rectilignes 


L 1 
+-+-0 y = b. (3) 
L'hyperboloïde de révolution à une nappe (a := b) peut être engendre ‘*? 
par la rotation de la droite UU” (ou VV”) autour de l'axe OZ. 


€) Si l'on perce avec une épingle deux alluinettes non situées dans un mème plan 
ct si, en prenant l'une des allumettes par son cxtrémité, on fait tourner tout le modele 
autour d'elle, l'autre allumctte décrira l'hyperboluide à unc nappe. 


8-1158 
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8 181. Surfaces de révolution 


Soit L une courbe dans le plan XOZ. L'équation de la surface engen- 
drée par la rotation de L autour de l'axe OZ s'obtient de l'équation de 
la courbe L en remplaçant x par Vx?-+ y. 

EXEMPLE 1. Supposons que la droite z = 2x dans le plan y = 0 
(la droite PP” sur la fig. 199) tourne autour de l'axe OZ. Alors, l'équa- 
tion de la surface conique engendrée par la rotation de la droite PP’ 


nr 3 
est de la forme z = 2Wx?-+ y?, c'est-à-dire x2+ ps = 0 (cf. $ 176). 


On a des règles analogues quand la courbe L est située dans un autre 
plan de coordonnées et quand l'axe de rotation est un autre axe de 
coordonnées. 

EXEMPLE 2. Trouver l'équation de la surface engendrée par la 
rotation de la parabole y? — 2px (LOL’ sur la fig. 200) autour de 
l'axe OX. 

Sozuriox. Remplaçant y par |/y?+ 23, c'est-à-dire y? par y? + 
+ :%, nous obtenons y? + z? = 2px (paraboloïde de révolution d'axe OX). 

EXEMPLE 3. Trouver l'équation de la surface engendrée par la 
rotation de la parabole z? — 2px (KOK’ sur la fig. 201) autour de 
l'axe Z. 

SoLUTION. Remplaçant x par f/x2?+ y?, nous obtenons l'équa- 
tion :2= 2px2 + y ou 24 = 4p?{x2 + y?) (surface du quatrième 
degré). 


l'IG. 199 ‘IG. à FIG. 201 
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& 182. Déterminants du second 
ct du troisième ordre 


&  b, 


On appelle ($ 12) délerminant du second vrdre l'expression 


@ 2 
ail, Sr Abe 


On appelle ($ 118) déterminant du troisième ordre 


CA b, CA 
à=!|4, b, cs | (1) 
da ds €s 
l'expression 
Gbics — Gbscs + bicsas — bicsas + ciasbs — ciasbs (2) 
ou, ce qui revient au même, 
b c a c a b 
| 3 —n| : |+al : |. (3) 
b Cs CS €a äs bs 


Les lettres a,, b,, ©, 43, be, Ca, 43, b3, c, sont appelées éléments du 
déterminant. 


Mineurs. Les déterminants G3 Vs 


by €: A2 (Ca 
Es cs 4 Ca as Ds 
figurant dans la formule (3) sont appelés mineurs des éléments a,, 
bis Ce. 

En général, on appelle mineur d'un élément quelconque le déter- 
minant que l'on obtient du déterminant initial en supprimant la ligne 
et la colonne à l'intersection desquelles se trouve l'élément considéré. 

EXEMPLES. Le mineur de l'élément b, du déterminant (1) est lo 


4 à | , d’après le schéma: 
A3 C3 


déterminant 


t 
€} 
--fR--@l" 


 & GG 
Le mineur de l'élément b, est 4 , le mineur de l'élément c; 
Aa a 
act 41 b, . 
az Ds 


g* 
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a À 

A2 0 
neur de l'élément a, est l'élément b,; on peut Ile considérer comme 
un sdéterminant du premier ordre +. L'élément b, s'obtient du déter- 
minant du second ordre en supprimant la ligne supérieure et la colonne 
de gauche. D'une manière analogue le mineur de l'élément a, est l'élé- 


ment b,, etc. 
CoFACTEUR. Dans la formule (3) les éléments a,, b,, c, sont multi- 


! 
pliés par + Da | —|% Al, LI al. Ces expres. 
3 © A3 GC 43  bs 
sions sont appelées cofaclteurs des éléments a,, b,, c. 

En général, on appelle cofacteur de l'élément son minceur pris 
avec le signe plus ou moins conformément à la règle suivante: 

Si la somme des numéros de la colonne ct de la ligne à l’intersec- 
tion desquelles se trouve l'élément considéré cest un nombre pair, le 
mineur est pris avec son signe, s'il est impair avec lo signe opposé. 

Nous désignerons les cofacteurs des éléments a,, b,, c,, a,, etc. 
respectivement par 4,, B,, C;, 4,, etc. 

EXEMPLE 1. L'élément b, du déterminant (1) se trouve à l'inter- 
section de la première ligne et de la deuxième colonne. Comme 1 +. 


lc mi- 


REMARQUE. Dans le déterminant du second ordre | 


+ 2 = 3 est un nombre impair, on a B, = — 
3 C3 
EXEMPLE 2. Trouver le cofacteur de l'élément c.. 
SOLUTION. Supprimant la deuxième ligne et la troisième colonne, 


nous trouvons le mineur |“! di de l'élément c,. Le numéro de la ligne 
& 8 

de cet élément est 2, le numéro de la colonne 3. La somme 2 4- 3 est 

a 

a; D; 

EXEMPLE 3. Dans le déterminant (1) le cofacteur B, de l'élé- 


un nombre impair. C'est pourquoi C; = — 


ment b, est + 4 A4 est un nombre pair). 


A3  Cs 
THÉORÈME 1. Le déterminant (1) est égal à la somme des pro- 
duits des éléments d’une ligne quelconque par leurs cofacteurs, c'est- 
à-dire 


A = 4,4; + b,B; + Ci, (4) 
A = CAP + CAR + CoCas (5) 
A = a,4, + 8,B, + Gi. (6) 


La formule (4) est identique à (3), les formules (5) et (6) peuvent 
ètre directement vérifiées. 
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TuéorëMEe 2. Le déterminant (1) est égal à la somme des pro- 
duits des éléments d'une colonne quelconque par leurs cofacteurs, c’est- 
à-dire 


A =4a;4, +4a,4, + 4,4, (7) 
A = b,B, + 8,B, + b,B,, (8) 
A = CC + CiCs + CsCs: (9) 


Ces deux théorèmes facilitent le calcul du déterminant quand 
il y a des zéros parmi les éléments. 
EXBRMPLE 4. Pour calculer le déterminant 


2 3 — 2 
A=1})3 8 0 
1 3 5 


il est commode d'appliquer (5) ou (9). 
La formule (5) donne: 


A sl. sl v. 3.31 48-123 
3 5 1 s . 
La formule (9) donne: 
A 2 PS +5 D: 2:1+5:1=3 
1 3 3 8 ° 


EXEMPLE $ Pour calculer le déterminant 


4 — 3 2 
A=!|6 11 1 
0 3 0 
le mieux est d'appliquer (6): 
4 2 
a-—s| [=—s-s.n 
6 1 


& 183. Déterminants d'ordre supérieur 


On appelle dHerminan! du qualrième ordre 
a b, Ci di 


= CT LA Ca d (1) 
as b, Co dy 
CF b, €a d, 
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l'expression 
A = 0,4, + 0,B, + Ci + diD, (2) 
où 4,4, P,, Ci, D, sont les cofacteurs ($ 182) des éléments @,, b,, €, di, c'est-à-dire 
b, C d, ds Ce de 
A, = |, cs d, |: D —|4a à d, |» 
b, Ca ds aa Ce ds 
(3) 
y Ds d| Gas Ds ON 
Ci =], b, ds | D, = —|a, bs GQ!° 
&s ba d &; b, Ca 


ExrMPLF 1. Calculer le déterminant 


(Q 3 0 3 
4 4 2 | 
A — . 
0 .4, 4 2 
7 7 8 -5 
SoLuriox. 
4 2 1 4 1 
A=14 4 21=8 B=—|0 4 2|——16, 
7 8 5 7 5 
4 4 2 
D,=—1|0 4 41 =—72 
7 7 8 
(comme €, = 0, il est inutile de calculer C,), 
4A=6:8 + 3(— 16) + 3(— 72) = — 216. 


Les théorèmes 1 et 2 du $ 182 restent en vigueur pour les déterminants du quatrième 
ordre. On peut les réunir dans le théorème suivant: 

Tnéorèue, Un déterminant est égal à la somme des produits des éléments d’une 
ligne (ou d’une colonne) par leurs cofacteurs, c'est-à-dire 


A =a,4, + 8,B, + «C, + dD,, 
A=a,A, + bBs + GC + dia 


pa = a, À, + CAP + CRE + CPV PT 
À =8,B, + 8,B; + b,B, + b,Bs, 


Ses se seen ee seu e 


(4) 


La première formule (4) coïncide avec la formule (2) que nous avons adoptée comme défi- 
nition. On peut vérifier directement les autres formules bien que les calculs soient laborieux. 
11 existe également des démonstrations plus courtes. 

Exempre 2. Calculons le déterminant de l’exemple 1 en le développant suivant les 
éléments de la deuxième colonne. Nous avons: 


A = 3B, + 4B, + 4B, + 7B,, 
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où 
4 2 1 6 (U 3 
DB, = —|u 4 21=—16,, B,l|0 21 = —60, 
7 8 5 7 S 5 
(A 0 3 G U 3 
BR, = —|4 2 11-—66, B,=1|4 2 1 | = 48, 
7 8 5 0 4 2 
de sorte que À = 3:(— 16) + 4 - (— 60) + 4: (— 66) + 7 : 48 = — 216. 


ExFrupre 3. Calculer le même déterminant en le développant suivant Îles éléments 
de la troisième ligne: 


A=0.4,+48B, + 40, + 2D, = 


6 0 3 6 3 3 6 3 0 
=—4|4 2 11+414 4 11—2|4 4 2|-— 216. 
7 8 5 7 7 5 7 7 8 


On appelle déterminant du cinquième ordre 

CA b, CA d, [A 

CA b, Ca d, [ZA 
A=1\a;, b, G d, CA (5) 

4,4 b, € d, CA 

as b, cs d, €; 

l'expression 

A = aid, + 6, + Ci + D, + 4Eu (6) 


où 4,, By, Cn Di, FE, sont les cofacteurs des éléments a,, b,, C1, di, 2,: ces cofacteurs sont 
eux-mémes des déterminants du quatrième ordre. 


On définit d'une manière analogue les déterminants du 61èM€ ordre à l’aide des 
déterminants du cinquième ordre, etc. 
Lé théorème du présent paragraphe est valulle pour un déterminant d'ordre quelconque. 


8 184. Propriétés des déterminants 


1. La valeur d’un déterminant ne change pas si l’on remplace chaque 

ligne par une colonne de même numéro. 
EXEMPLE |. 

& ds 

bb, 


CA b, | 
Gs b, à 
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LXEMPLE 2. 


QT li « au As 
&s b, Cal hu b, b, |. 
as b, C G Cs € 


2. Si on échange, élément à élément, deux lignes ou deux colon- 
nes d'un déterminant, il change de signe en gardant la même valeur 
absolue. 


EXEMPLE 3. 
LR b, Ca CN b, Ci 
Re (la deuxième et la troisième ligne sont inter- 
a bo 6 a bd 0 verties; cf. $ 117, 1). 
as bd, G % Ca à 


EXEMPLE 4. 


2 1 5 5 1 2 
Fe (la première et la troisième colonne sont 
3 6 gr 0 6 3 interverties). 5 
— 4 2 1 1 2 — 4 


3. Un déterminant dont les éléments d'une ligne (ou d'une colon- 
ne) sont respectivement proportionnels aux éléments d'une autre 
ligne (d’une autre colonne) est nul. En particulier, un déterminant qui 
a deux lignes (deux colonnes) identiques est nul. 


EXEMPLE S. 


2 2 2 
— — 3 —3l-0 (la deuxième et la troisième colonne sont identiques} 
0 — 1 — À 


EXEMPLE 6. 
a a° a’’ 
k &’ pl =0 (les éléments de la troisième ligne sont proportionnels aux 
_ éléments de Ja première ligre; cf. $ 117, 1, 3, 4). 
Ja 3a° 3a”° 
4. Si tous les éléments d'une ligne (ou d’une colonne) contiennent 
un même facteur, on peut le mettre en facteur commun dans le déter- 


minant. 


EXEMPLE 7. 


b L’ h" = sn | 0 b” b" (cf. $ 117, 3). 
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5. Si chaque élément d'une colonne (d'une ligne) est la somme de 
deux termes, le déterminant est égal à la somme de deux déterminants: 
dans l'un on remplace chaque somme par le premier terme et dans 
l'autre par le second (les autres éléments dans les deux déterminants 
sont les mêmes que dans le déterminant initial). | 


EXEMPLE 8. 
a b+c d, CA b, d, ai Gi d, 
CA bte dir | b, di t|a Ca d, 
fa b+c d, ds b, ds \4s CG d, 


(cf. $ 117, 2). 

6. Si à chaque élément d'une colonne on ajoute des quantités 
proportionnelles aux éléments correspondants d'une autre colonne, 
la valeur du déterminant ne change pas. Il en est de même pour les 
lignes. 


2 —1 3 
EXEMPLE 9. Le déterminant | 4 1 —3| est égal à 12. 
5 0 2 
Ajoutons aux éléments de la première ligne les éléments de la deu- 
6 O0 0 
xième. Nous obtenons: [4 1 —3]. Ce déterminant est aussi 
5 0 2 


égal à 12, mais il se calcule plus facilement (dans son développement 
suivant les éléments de la première ligne deux termes sant nuls). 
EXEMPLE 10. Pour calculer le déterminant 


4 2 3 
— 1 3 5 
6 3 —1 
ajoutons aux éléments de la première colonne ceux de la deuxième 
0 2 3 
multipliés par — 2. Nous obtenons: | —7 3 5[. On calcule 
0 3 —1 


aisément ce déterminant en le développant suivant les éléments de 
la première colonne [$ 182, formule (7)]. Nous obtenons: 


2 3 
3 —1 
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ExenrzE 11. Pour calculer ic déterminant 


6 3 0 3 
4 4 2 1 
0 4 4 2 
7 7 8 5 


retranchons des éléments de la deuxième colonne les éléments de la troisième. Nous obtenons: 


6 3 0 3 
4 2 2 1 
0 0 4 2| 
7 —1 8 5 


Retranchans maintenant des éléments de la troisième colonne les éléments de la quatrième, 
multipliés par 2. Nous obtenons: 


G 3 — 6 3 
4 1 
0 0 2 | 
7 — 1 — 2 5 


Développant suivant les éléments de la troisième ligne nous obtenons (comme dans 
l'exemple 1 6 181): 


6 3  —6 
— 214 2 0 | - — 216. 
SR 


& 185. Calcul pratique des déterminants 


Le procédé de calcul ci-dessous est particulièrement commode si les 
éléments du déterminant sont des nombres entiers. 

Choisissons la ligne (ou la colonne) suivant les éléments de laquelle 
nous voulons réaliser le développement. Il est souhaitable qu'elle com- 
porte un zéro. Le procédé a pour but de faire apparaître dans la ligne 
choisie de nouveaux zéros. Pour cela on applique la propriété G & 184. 

ExEMPLE 1. Calculer le déterminant 


2 5 3 
A=10 6 À 
7 3 — 1 


Développons-le suivant les éléments de la deuxième ligne (elle 
comporte un zéro). Faisons apparaître (à la place de l'élément 6) encore 
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un zéro. Pour cela multiplions les éléments de la troisième colonne 
par 3 pour les retrancher de la deuxième. Nous obtenons: 


2 —s 3 
2 —4| 
A=lo 0 2 -—2| = — 80, 
| 7 6| 
, 6 —1: 


Effectuons maintenant le développement suivant les éléments 
de la première colonne comportant déjà un zéro. Faisons apparaître 
dans cette colonne (à la place de l'élément 7) encore un zéro. Pour cela 


multiplions les éléments de la première ligne par — pour les retrancher 
2 


de la troisième. Nous obtenons: 


2 5 3 2 5 3 
6 2 
ee 0 6 2|__110 6 2h ve 
29 23 2 2 29 23 
0 us - O 29 23 


REMARQUE. On a pu prévoir que le premier procédé est plus commode: dans la 
deuxième ligne l'élément 6 est un multiple de l'élément 2, alors que dans la première colonne 
l'élément 7 n'est pas un multiple de l'élément 2. 11 serait bon si dans la ligne (ou la colonue) 
choisie tous les éléments soient multiples de l'un d'eux. Si l’un des éléments est égal à 1 ou 
— 1, il convient de choisir la ligne ou la colonne contenant cet élément. 

EXEMPLE 2, Calculer le déterminant 


— 1 — 2 4 1 
2 3 0 6 
A = , 
2 — 2 1 4 
3 1 — 2 — 1 


Nous choisissons la troisième colonne (elle comporte 0 et 1). Pour faire apparaître un 
zéro à la place de l'élément 4, retranchons les éléments de la troisième ligne (elle contient 
l'élément 1 de la colonne choisie) multipliés par 4 des éléments de la première ligne. La pre- 
mière ligne devient 


—9 6 0 —15. 


Pour faire apparaître un zéro à la place de l'élément — 2 dans la troisième colonne, 
ajoutons les éléments de la troisième ligne multipliés par 2 aux éléments de Ja quatrièine. 
Cette dernière devient 


7 — 3 0 7. 


Nous obtenans alors, en développant suivant les éléments de la troisième colanne, 


—9 6 0 — 15 
: — 9 G — 15 
2 3 0 6 
A = = ] 2 3 6|° 
2 — 2 1 4 
7 — 3 7 
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Dans le déterminant du truisième o1dre tuus les éléments de la deuxième coluune sont 
multiples de l'élément — 3. C'est pourquoi nous ajoutons les éléments de la troisième ligne 
(qui contient l'élément — 3) aux éléments de la deuxième, puis, en les multipliant par 2, 
aux éléments de la première ligne. Nous obtenons: 


5 0 —1 
s — 1] 
A=19 0 13 =— | + (— 3) = 222. 
9 13 
7 — 3 7 
ExemPze 3. Calculer le déterminant 
3 7 — 2 4 
— 3 — 2 6 —4 
A = : 
5 5 — 3 2 
2 G —5 3 


11 ne contient pas de zéros, mais on peut facilement faire apparaître deux réros dans 
a deuxième ligno; il suffit pour cela de lui ajouter les éléments de la première ligne. Nous 
obtenons: 


3 7 — 2 4 
0 5 4 0 
A = : 
5 5 —3 2 
2 6 — 5 3 


On peut maintenant faire apparaître encore un zéro dans la deuxième ligne, multipliant 
les éléments de la deuxième colonne par + puis les retranchant de la troisième. Mais il 


est plus commode de créer préalablement un 1 dans la deuxième ligne. I1suffit pour cela de 
retrancher des éléments de la deuxième colonne les éléments de la troisième. Nous obtenons: 


3 9 —2 4 3. _/9 
0 1 4 0 o (1 
A = ES De 
$S 8 —3 2 5 |s 
2 11 —5 3 2 11; 


/ 
(nous avons retranche Jes éléments de la troisième Éidsueles éléments de la deuxième après 
les avoir multipliés par 4). Nous obtcnons maintenant: 


3 — 38 4 
A=15 — 35 2 | = — 303. 
2 — 49 3 


&8 186. Application des déterminants à l'étude 
et la résolution des systèmes d'équations 


Les déterminants ont été introduits pour la première fois pour la réso- 
lution des systèmes d'équations du premier degré. En 1750, Cramer 
proposa des formules générales exprimant les inconnues en fonction 
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des déterminants formés des coefficients du système. Une centaine 
d'années après la théoric des déterminants sortit du cadre de l'algèbre 
ct fut appliquée dans toutes les branches de la science mathématique. 

Dans les paragraphes suivants nous donnons les éléments de l'étude 
ct de la résolution des systèmes d'équations du premicr degré; pour 
plus de clarté nous indiquons partout les liens avec la géométrie analy- 


tique. 


&8 187. Deux équations à deux inconnues 


Considérons le système d'équations 
ax +hy=h, (1) 
a, + by = (2) 


(chacune d'elles représente une droite dans le plan XOY'; cf. $ 19). 
Introduisons Iles notations 


b 
A = de | (déterminant du système), (3) 
CR b, 
h, b, a h | 
Âzr = , Ay= : 4 
F ha , | d ä; ha ) 


Le déterminant À, s'obtient de À en remplaçant les éléments de 
la première colonne par les termes indépendants des inconnues; le déter- 
minant À, s'obtient d’une manière analogue. 

Trois cas sont possibles. 

Cas 1. Le déterminant du système n'est pas nul: À # U. 

Le système possède alors une solution unique 


Eye (5) 


FT A À 


[les droites (1) et (2) se coupent, les formules (5) donnent les coordon- 
nées du point d'intersection)]. 

Cas 2. Le déterminant du système est nul: À = 0 (autrement 
dit, les coefficients des inconnues sont proportionnels). Supposons de 
plus que l'un des déterminants À,, A, n'est pas nul (autrement dit, 
les termes indépendants des inconnues ne sont pas proportionnels aux 
coefficients des inconnues). 

Dans ce cas, le système n’a pas de solutions [les droites (1) et (2) 
sont parallèles, mais non confondues]. 

Cas 3. A=0, A, =0, A,, = 0 (autrement dit, les coefficients 
ct les termes indépendants des inconnues sont proportionnels). 
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_ Dans ce cas, l'une des équations (1), (2) découle de l'autre; le sys- 
tème se ramène à une seule équation à deux inconnues ct possède une 
infinité de solutions [les droites (1) et (2) sont confondues). 


EXEMPLE . 
2x + 3y =58, 7x — 5 = — 3, 


Ici 
2 3 8 3 
a- | |. As= | --s, 
7 — 5 — 3 — 5 
pa : : = — 62 
. | 7 . bé 
Le système possède une solution unique 
X = As = 1, y = LL = 2. 


EXEMPLE 2. 
2x + 3y = 8, 4x + 0y = 10. 


8 3 
10 


Les coefficients sont proportionnels et les termes indépendants des 
inconnues ne le sont pas. Le système n’a pas de solutions. 


2 
Ici a=|. s — 0. En outre À, — — 18 Z 0. 


EXEMPLE 3. 
2x3 +3y=8, 4x + 6y = 16. 
Ici 
A |’ : 0, À Se 0, À | : U 
| ut Re CS 


L'une des équations se déduit de l’autre (par exemple la seconde 
s'obtient en multipliant la première par 2). Le système sc réduit à une 
seule équation et possède une infinité de solutions s'exprimant par la 
formule 

2 


8 3 
ÿY=—sstrloux=—y+04). 


$ 188. Deux équations à trois inconnues 


Considérons le système d'équations 
x +by +ar—h, (1) 
x +bhy +ot—h (2) 


(chacune représente un plan dans l’espace; cf. $ 141). 
Trois cas sont possibles. 
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Cas 1. L'un au moins des trois déterminants 


a b, b, G Ci A; 


(3) 


fs b, b, Cs Cs UP 


n'est pas nul, autrement dit les cocfficients des inconnues ne sont pas 
proportionnels. Le système possède alors unc infinité de solutions ct 
on peut donner une valeur arbitraire à l'une des inconnues. Par excm- 


a db 
e az. 3 e 4 e. 

traire ; les inconnues x, y sont alors déterminées univoquement ($ 187, 

1) à partir du système 


| 
ple, si | ZÆ 0, on peut donner à l’inconnue z une valeur arbi- 


a:,* + b,y = h — Cf ? 
Ci + b,y = LA — Cat 


[les plans (1) et (2) ne sont pas parallèles, le système représente une 
droite, les grandeurs (3) sont les coefficients de direction ($ 143))]. 

Cas 2. Tous les déterminants (3) sont nuls, mais l’un des déter- 
minants 


Ci ha 
Cs LA 


(4) 


a | | bi hi 


ds h b, LA 


n'est pas nul, autrement dit les coefficients des inconnues sont pro- 
portionnels, mais les termes indépendants des inconnues ne le sont 
pas. Dans ce cas, le système n’a pas de solutions [les plans (1) et (2) 
sont parallèles, mais non confondus]. 

Cas 3. Tous les déterminants (3) et (4) sont nuls, autrement dit 
les coefficients et les termes indépendants des inconnues sont propor- 
tionnels. Le système sc réduit alors à une seule équation ct possède 
une infinité de solutions; de plus, on peut donner des valeurs arbitrai- 
res à deux inconnues. Par exemple, si c, # 0, on peut donner des valeurs 
arbitraires à #, y [les plans (1) et (2) sont confondus]. 

EXEMPLE 1. Résoudre le système 


x—2yÿ—3=15, 25 —4y + 2: = 2. 


ici 
b 1 — 2 b — 2 — | 
LE es RE Ce 
‘la ba è — 4 b, Ca — 4 2 
€ a — 1 1 
; |-.| 4 
G 4 2 2 


Parmi ces déterminants il y en a qui ne sont pas nuls. Donc 
le système possède unc infinité de solutions. On peut donner une 
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D St ; b, oc 
valeur arbitraire à l’inconnue x ou à l’inconnue y, car | ! 1|ÆO ct 
3 (à 
C a e Q « ,. 
: 1|-ÆO. On ne pcut donner une valeur arbitraire à l'inconnuc : 
C3 3 


(cf. $ 142, exemple 5). 
Résolvons le système par rapport à y ct z. Nous avons: 


—2y—s=15— 7x, —4yÿ +2: =2— 2x. 
Nous en tirons 
15 — x — 1 — 2 15 — x 
2 — 2x 2 — 4 2— 2x 


1 
+ PU D Re ge te 


(Le systèmc représente une droite perpendiculaire à l'axe OZ.) 
EXEMPLE 2. Le système 


132—4yÿ+3=S, 21x — 12y + 33 = 12 


ne possède pas de solutions, car tous les déterminants (3) sont nuls 

(les coefficients des inconnues sont proportionnels), et le déterminant 

a) ; 7 

As a 21 12 

connues ne sont pas proportionnels aux cocfficients). 
(Les plans sont parallèles, mais non confondus.) 
EXEMPLE 3. Résoudre le système 


7z2—4yÿ+3=S5, 21x — 12y + 35 = 15. 


n'est pas nul (les termes indépendants des in- 


Ici les coefficients et les termes indépendants des inconnues sont 
proportionnels. Le système se réduit à une seule équation. On peut 
donner à chaque couple d’inconnues (disons y et x) des valeurs arbi- 
traires (alors 3 = 5 — 7x + 4y). (Les plans sont confondus.) 


&S 189. Système homogène de deux équations 
à trois inconnucs 


Un système d'équations du premier degré est dit homogëne si dans chaque 
équation le terme indépendant des inconnues est nul. 
Considérons le système homogène 


ax + by + as = 0, (1) 
ar +by+ons: 0. (2) 


Géométrie analytique à trois dimensions 241 


C'est un cas particulier du système du $ 188. Sa particularité est 
que le cas 2 n'est plus possible [les déterminants (4) du $ 188 sont tou- 
jours nuls]. Le système (1)-(2) possède toujours unc infinité de solu- 


tions. 
[Les plans (1) ct (2) passent par l'origine des coordonnées et, par 


conséquent, ou bien se coupent ou bicn sont confondus.) 

Cas !. Les coefficients ne sont pas proportionnels, autrement 
dit, l'un au moins des trois déterminants (3) du $& 188 n'est pas nul. 
On peut alors écrire la solution sous une forme symétrique 


a 4 
Ca : dh 


b, [AA 
b, €s 


a, al (3) 


ds bs 


CA y = !, = 


| 


(le paramètre #{ est un nombre arbitraire; cf. $ 152). [Les équations 
paramétriques (3) représentent la droite d'’interscction des plans (1) 


ct (2).] 


Cas 2. Les coefficients sont proportionnels, c'est-à-dire tous les 
déterminants d'A SE 4 a sont nuls. 
BB» © Co a; DL: 
Le système se réduit à une seule équation (les plans sont con- 
fondus). 


EXEMPLE 1. Résoudre le système 
2x — 5y + 83 = 0, x +4y— 3: = 0. 


Ici 
b, Ci — 5 & Q ad! 8 2 
ur = — 17, nd = 14, 
CA & 3 a el |-3 :1 
a b 2 — 5 
| ‘ | = | | = 13. 
CT b, 1 4 


Nous avons en vertu de (3): 
z = — 171, y = 14/, s = 134. 
Dans cet cxemple on peut donner une valeur arbitraire à l'une (quel- 
conque) des inconnues. Par exemple, posant z — 39, nous trouvons { -- 
= 3, d'où x = — 51, y = 42. 
EXEMPLE 2. Résoudre le système 


x—2yÿ—1:=0, 23 — 47 + 27 = U, 
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Ici 
b c — 2 — 1 c a a b 
1 1 | ei s| 3 1 = = £ | 4 | = 0 
bs Cs — + 2 Ce dy CES be 
Par conséquent, nous avons 
x = — Si, ÿ = — 41, z=0. 


On peut donner une valeur arbitraire à l’une des inconnues x, y, 
mais non à l'inconnue z. Cette dernière ne peut être égale qu'à zéro 
(la droite est située dans le plan XOY). 

EXEMPLE 3. Le système 


73—4ÿ +s3=0, 21x — 12y + 3: = 0 


se réduit à une seule équation. On peut donner des valeurs arbitraires 
à fout couple d'inconnues. 


$ 190. Trois équations à trois inconnucs 


Considérons le système 


Ma thy Fos, (1) 
ax + by + Gt = Mn (2) 
av+by+eors hs (3) 


Introduisons les notations 


a, b, Ci 
Az [a à Co | (délirminant du système), (4) 
CA b, Cs 
h, b, Gi a, h A | & b, h, 
As=l|lh b, Clos Aym le ha Cal A: = LC b, hl° (5) 
hs b, Cs as h, CG [a b, hs 


Le déterminant À, s'obtient de À en remplaçant les éléments de la 
première colonne par les termes indépendants des inconnues. On obtient 
d’une manière analogue À, et A,. 

Si les éléments correspondants de deux lignes quelconques du 
déterminant À, disons ceux de la première et de la deuxième, étaient 
proportionnels, alors les équations (1) et (2) seraient incompatibles 
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($ 188, 2) ou bien se réduiraient à une seule équation ($ 188, 3). Dans 
le premier cas, le système considéré n'a pas de solutions, dans le second 
cas au lieu du système considéré nous obtenons le système des deux 
équations (1) et (3) (ce système peut à son tour se réduire à une équa- 
tion). Vu que nous avons déjà considéré tout cela au $ 188, on peut 
se borner à l'hypothèse que dans le déterminant À fl n'y a aucun cou- 
ple de lignes à éléments proporlionnels [parmi les trois plans (1), (2), 
(3) il n'y a pas de couple de plans parallèles]. 

Dans cette hypothèse trois cas svnt possibles. 

Cas I. Le déterminant du système n'est pas nul 


À £0. 
Le système pussède une solution unique: 


LE Ay Az (6) 


RE ET 
(Les trois plans se coupent en un point.) 

Cas 2. Le déterminant du système est nul: À = 0; de plus, l’un 
des déterminants À,, A4, À, n'est pas nul, alors les deux autres déter- 
minants ne sont pas nuls non plus ‘*: 


A: #0  Ay#0  A:#0. 


x = 


Dans ce cas le système n'a pas de solutions. 

[L'égalité À = 0 signifie que les vecteurs normaux des plans (1), 
(2), (3) sont coplanaires, donc les trois plans sont parallèles à une 
même droite. Dans le cas considéré les trois plans forment une surface 
prismatique (fig. 202).] 

Cas 3. A =0, A, = 0, A, = 0, A, = 0. Dans ce cas, l’une des 
trois équations (n'importe laquelle) se déduit des deux autres. Le 
système se réduit à deux équations à trois inconnues ct possède une 
infinité de solutions ($ 188, cas 1 ; les cas 2 et 3 ne peuvent se présenter 
du fait de l'hypothèse adoptée). 

(De même que dans le cas précédent, les trois plans sont parallè- 
les à une même droite, mais ils forment un faisceau; fig. 203.) 

EXEMPLE |. Résoudre le système 


33 +4 +2: =5, 5x — 6y — 4: =— 3, — 4x +5y +35 = 1. 


C°) Si les éléments correspondants de deux lignes du déterminant À sont proportionnels 
(nous avons exclu ce cas), il peut s'avérer que des trois déterminants Az, A,, À; un seul 
ou deux sont nuls. 
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= 


N 
FIG. 202 FIG. 203 
Ici 
3 4 2 5 4 2 
A = S —6G —4|m12, A:=1—3 —6 —4|= 12 
—4 5 3 1 5 3 
3 5 2 4 5 
Ay = 5 — 3 — 4 = — 24, L = — à —3| = (4. 
—4 1 3 — 5 1 
Le système possède une solution unique: 
sent yen se RE ns. 


EXEMPLE 2. Résoudre le système 
xty+s=s, x—y+z-1, x 4 3 = 2. 


Ici 
1 1 1 
A=1 —1 1|-0 
1 0 1 
et 
5 1 1 
Az=|1 —1 | 2 
2 0 1] 


(il est inutile de calculer les déterminants À,, et A,'‘*). Le système 
ne possède pas de solutions. On peut s'en convaincre direc- 
tement: additionnant terme à terme les deux premières équations, 


(°) Les lignes du déterminant À ne sont pas proportionnelles deux à deux; cf. le 
renvoi précédent. 
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nous obtenons 2x + 2sr — G, c'est-à-dire x + z = 3, ce qui contredit 
Ja troisième équation. 
EXRMPLE 3. Résoudre le système 


X+y+1=5, X—y+ts=l1, tr, 


Jci 
1 1 1 
A=ll — 1 11=-0 
1 0 1 
et 
5 1 1 
Âr=lI|1 — 1 11 =0. 
3 0 1 


Les déterminants A, et À, sont évidemment nuls ‘*?. 

Le système considéré se réduit à un système de deux équations 
(n'importe quel couple des trois équations données, la troisième découlant 
des deux autres) et possède une infinité de solutions. On peut donner 
une valeur arbitraire à l’une des inconnues +, z (mais non à y; cf. $ 188, 1). 

Prenons la première et la troisième équation et résolvons-les en x 
ct z. Nous avons: 


x+y = 5—2, x = 3—15. 
Nous en tirons 
Æ= 3—, y = 2. 


Remarque. Si le système de trois équations à trois inconnues est homogène (4, == 
=h,=h,=0), le second cas est impossible. Dans le premier cas l'unique solution est x = 0, 
y = 0,x = 0 (les plans se coupent à l'origine des coordonnées). Dans le troisième cas, en 
prenant deux quelconques des équations du système, disons (1) et (2), nous trouvons toutes 
les solutions du système donné d’après les formules (3) du $ 189 (les trois plans forment un 
faisceau dont l'axe passe par l'origine des coordonnées). 

Exeupre 4. Résoudre le système 


xt+ytsz=0, 3x—y12:=0, x—3y=0. 


1 1 1 
© A = 3 — | 2 = (. 
1 —3 0 


Ce) Les lignes du déterminant À ne sont pas proportionnelles deux à deux; cf. le ren- 
voi page 243. 
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L'une des équations découle des deux autres. On pcut donner une valeur arbitraire 
à l'une quelconque des inconnues. En prenant la première et la troisième équation, nous 
trouvons d’après les formules (3) du $ 189: 
1 1 


—3 0 


ZX = 


1 1 | 1 
t = 31, ÿ = 1=1, : = 
0 1 1 


& 190a. Systèmes de n équations à »# inconnues 


Il est trop difficile d’énumérer tous les cas possibles. C'est pourquoi nous nous hornons aux 
données suivantes. < 
Soit donné un système de n équations à n inconnues 
a,x + b,y + Ci1t +. +fu=h,, 
x ty + +... +fu—=h, 


anX + bay ont +... + fau=hn. 


(1) 


1. Si le déterminant du nièM€ ordre 
4 b, CG . se hf 


A = : (déterminant du syslème) (2) 


An ta Cn .. În 
n'est pas nul, le système possède une solution unique 


ae a _ du 
A ? YA ..s, = A (3) 


x — 


où A£ est le déterminant que l'on obtient de À en remplaçant respectivement les éléments 
Ayo duree. san Par les termes indépendants des inconnues h,,h,,..., A; on obtient de manière 
analogue les déterminants A3, Ar,...,Au. 

2. Si A = 0 et si parmi les déterminants Az, Ay,..., An il y en à qui ne sont pas 
nuls, le système n'a pas de solutions. 

3. Supposons maintenant que À = Az = 44, =...—As = 0 et que l'un des mineurs 
du (n — 1yième ordre du déterminant À (par exemple le mineur que l'on obtient en sup- 
primant la deuxième ligne et la troisième colonne) n'est pas nul. Le système se réduit alors 
à n — 1 équations; l'une des équations (la seconde, ce qui correspond au numéro de la ligne) 
découle des autres. On peut donner à l'une des inconnues (à l'incoanue s, ce qui correspond 
au numéro de la colonne) une valeur arbitraire. Les autres ñn — 1 inconnues sont déterminées 
d'une manière unique à partir du système de n — 1 équations. 

Rswangue. Dans le cas où tous les déterminants du (n — 1ème ordre repré- 
sentant les mineurs du déterminant À sont nuls, le système peut ne pas avoir de solutions 
et peut se réduire à # — 2 ou à un plus petit nombre d'équations. 
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ExEeMrLe 1. Resvudre le système 
3x + 7y — 25 + 4u = 3, 
— 3x — 2y + 6s — 4u = 11, 
Sx + Sy — 3: + 24 = 6, 
2x + 6y — 52 ++ 34 = 0. 


Le déterminant du système À (cf. $ 185, exemple 3) est égal à — 303. Appliquant les 
procédés donnés au $ 185, nous trouvons: 


Âes = — 303, Ay = — 606, Àz =,— 303, Au = 909. 
Nous avons alors en vertu des formules (3): 
x=1,y=2,:3=1,;u = — 3. 
Exrumezer 2. Résoudre le système 
x—y+21:—-u =), 
x+y+ts+u=é4, 
2x + 3y — Su = 0. 
5v + 2y 4 S5zs — Eu = 0. 


Ici 
1 — 1 2 — 1 
7 1 1 1 1 — 
2 3 0 — 5 
s 2 5 — 6 
Par ailleurs, nous obtenons 
1 —1 2  —1 1  —1 2 —1 
4 1 1 1] __|0 5 — 7 5 
&= lo 3 0 —s5| lo 3 Re Mi 
0 2 5 — 6 0 2 5 —6 


C'est pourquoi le système n'a pas de solutions (si l'on multiplie la première équation 
par 2 et que l'on ajoute l'équation obtenue à la seconde et à la troisième, on obtient 5x + 
+ 2y + Sr — Gu == 6, ce qui contredit la quatrième équation). 

ExEMPLE 3. Résoudre le système 


x—y+2—u=1, 
xX+y+sztu= 4, 
2x + 3ÿ — Su = 0, 


Sx + 2y + Sz — Eu = 6. 
Ici 


A=A4;=A,=A;=As=0. 
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Supprimant la quatrième ligne et la quatrième coluunc nous obtenuns le mineur: 


CR D 
1 1 1l=—3+40, . 
2 3 0 


Le système se réduit à trois équations: 
Zs— y+t2:—4U=lI, 
+ + s+umt4, (4) 
2x + 3y — 54 = 0. 


La quatrième équation découle de celles-ci (cf. exemple 2). On peut donner à w une valeur 
arbitraire, Nous trouvons de (4): 
.—21#+21 lin — 14 _ 161 — 19 
TRE 3 ’ Ÿ Fe 3 , ue 3 . 


TROISIÈME PARTIE 


Notions fondamentales de l’analyse 


g 191. Remarques préliminaires 


On appelle analyse mathématique le système de disciplines aux carac- 
téristiques suivantes. 

Leur étude porte sur les relations quantitatives du monde réel 
(à la différence des disciplines géométriques qui s'occupent de ses pro- 
priétés spatiales). Ces relations sont exprimées à l'aide de grandeurs 
numériques comme en arithmétique. Toutefois si en arithmétique (et 
en algèbre) on considère principalement des grandeurs constantes (elles 
caractérisent les éfafs), en analyse, par contre, on étudie des grandeurs 
variables (elles caractérisent les processus; $ 195). A la base de l'étude 
des relations entre les grandeurs variables on pose la notion de fonciion 
(ÿ 196) et de limite ($$ 203-206). 

Nous considérons dans cet ouvrage les branches suivantes de l'ana- 
lyse: le calcul différentiel, le calcul intégral, la théorie des séries et la 
théorie des équations différentielles. Nous préciserons l'objet de chacune 
de ces branches en temps et lieu. 

Nous devons les premiers éléments des méthodes de l'analyse 
aux mathématiciens de la Grèce antique (Archimède). Ces méthodes 
connurent un développement systématique au XVIIe siècle. A la 
limite du XVII et du XVIII* siècle Newton et Leibniz créèrent dans 
ses grandes lignes le calcul différentiel et intégral et posèrent les bases 
des théories des séries ct des équations différentielles. Au XVIIIS® siècle 
Euler élabora les deux dernières branches et posa les fondements des 
autres chapitres de l'analyse mathématique. 

A la fin du XVIII® siècle un énorme matériel avait été recucilli, 
mais il était insuffisamment élaboré du point de vue logique. Cette 
lacune fut comblée par les efforts des grands savants du XIXe siècle 
tels que Cauchy en France, Lobatchevski en Russie, Abel en Norvège, 
Riemann en Allemagne, etc. 
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$ 192. Nombres rationnels 


Les premières notions de nombres apparurent lorsqu'on commença 
“ compter les objets, ce qui donna les nombres 1, 2, 3, etc., qu'on appelle 
aujourd'hui nombres naturels. Plus tard apparut la notion de fraction: 
la source en fut la mesure des grandeurs continues (longueur, poids, 
ctc.). Les nombres négatifs ainsi que le nombre zéro firent leur apparition 
en mathématiques avec le développement de l'algèbre. 

Les nombres entiers (c'est-à-dire les nombres naturels 1, 2, 3, etc. 


— 1, — 2, —3, etc. et le zéro) et les fractions sont appelés nombres 
ralionnels (à la différence des nombres irrationnels; $ 193). Tout nombre 
p 


rationnel peut s'écrire sous la forme — (où p et g sont des nombres 


enticrs). 


$ 193. Nombres réels 


EN PRATIQUE, les mesures sont effectuées à l'aide d’un instrument. 
Leur résultat s'exprime par un nombre rationnel (par exemple, l'épais- 
seur d’un fil métallique, mesurée à l’aide d'un micromètre, s'exprime 
en millimètres, disons par le nombre 0,023). Tout instrument possède 
une précision limitée. C’est pourquoi pour les activités des hommes ja 
réserve des nombres rationnels est plus que suffisante. Toutefois, dans 
lA THÉORIE mathématique où les mesures sont supposées d'une 
exactitude absolue on ne peut se limiter aux seuls nombres rationnels, 
Ainsi, aucun nombre rationnel ne permet d'exprimer de façon exacte 
la longueur de la diagonale du carré dont le côté est pris pour unité 
de longueur, non plus que le sinus d'un angle de 60°, le cosinus d'un 
angle de 22°, la tangente d'un angle de 17°, le rapport de la longueur 
de la circonférence à son diamètre, etc. En général, le rapport des seg- 
ments incommensurables ne peut être exprimé exactement par un 
nombre rationnel, et, pour l’exprimer exactement, il faut introduire de 
nouveaux nombres, les nombres irrationnels (®, Un nombre irrationnel 


Ce) Le rapport des segments commensurables peut étre exprimé par le rapport des 
nombres entiers, ce qui n'est pas possible pour des segments incommensurables. Les ma- 
thématiciens de la Grèce antique n'avaient considéré au début que les rapports des nom- 
bres entiers. C'est pourquoi, quand on découvrit les grandeurs incommensurables, on les ap- 
pela irrationnelles, c’est-à-dire « ne possédant pas de rapport » (le terme latin « irrationnels 
est la traduction du grec « alogose). Plus tard (au 1V6 siècle avant J.-C.) les mathémati- 
ciens grecs (Eudoxe et après lui Euclide) considérèrent les rapports des grandeurs incommen- 
surables. Quand de nouveaux nombres furent introduits pour exprimer ces rapports, on 
les appela également irrationnels. 
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exprime la longueur d'un segment incommensurable avec l'unité de mesure. 
Les nombres rationnels et les nombres irrationnels forment l’ensemble 
des nombres réels (à la différence des nombres imaginaires ; cf. remarque 
2). À l'aide des nombres réels on peut exprimer exactement la longueur 
de n'importe quel segment. 

Un nombre irrationnel ne peut être exactement égal à un nombre 
rationnel. Toutefois, pour tout nombre irrationnel on peut trouver des 
nombres rationnels (en particulier décimaux) aussi approchés que 
l'on veut (par excès ou par défaut). 

EXEMPLE. Pour le nombre (irrationnel) 1g 3 on peut trouver la 
valeur approchée 0,4771 (par défaut) ou 0,4772 (par excès); leur diffé- 
rence est 0,0001, de sorte que l'erreur de chacune d'elles n'est pas supé- 
rieure à 0,0001. Si l'on demande que cette erreur ne soit pas supérieure 
à 0,00001, on peut trouver les valeurs 0,47712 (par défaut) et 0,47713 
(par excès). On verra plus loin ($$ 242 et 272) les divers procédés de 
calcul des logarithmes. 

REMARQUE Î. Parfois les nombres rationnels s'expriment aussi 


par leur valeur approchée. Ainsi, au lieu de la fraction » on prend 
3 


souvent les valeurs approchées (par défaut) 0,33, 0,333, etc. (suivant 
le degré d'exactitude imposé) ou les valeurs approchées (par excès) 
0,34, 0,334, etc. 

REMARQUE 2. Un nombre tmaginaïre est de la forme bi, où b 
est un nombre réel et à l'e unité imaginaire », définie par l'égalité 5 — — 1 
{aucun nombre réel ne vérifie cette égalité). L'expression de la forme 
a + bi est appelée nombre complexe. Les nombres complexes ont été 
introduits en algèbre vers le milieu du XVI siècle lors de la résolution 
de l'équation cubique. Depuis la fin du XVII siècle ils sont appliqués 
également en analyse. 

Dans ce livre, sauf indication contraire, tous les nombres sant 
supposés réels. 


$ 194. Droite numérique 


Choisissons sur la droite X”°X (fig. 204) une origine O, une unité graphique 
OA ct un sens positif (disons de ZX” à X). Alors à chaque nombre réel 
x correspond un point déterminé A dont l'abscisse est égale à x. 
er mm nd meer PRES 
À 0 A HX 
FIG. 204 
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En analyse (pour plus de clarté) les nombres sont représentés par 
des points de la manière que nous venons d'indiquer. La droite X’x 
sur laquelle ces points sont pris est appelée droil: numérique. 


8 195. Grandeurs constantes et variables 


Une grandeur est dite variable si, dans les conditions de la question 
considérée, elle prend diverses valeurs. A la différence de la grandeur 
variable, une grandeur est dite constante si, dans les conditions 
de la question considérée, elle conserve Ja snême valcur. Une même 
grandeur peut être constante dans un problème et variable dans un 
autre. 

ExEMPLE 1. La température T d'ébullition de l'eau est une gran- 
deur constante dans la plupart des problèmes physiques. Toutefois, 
si l'on doit tenir compte de la variation de la pression atmosphérique, 
T est une grandeur variable. 

EXEMPLE 2. Dans l'équation de la parabole y? = 2px les coordon. 


nées x, y sont des grandeurs variables. Le paramètre f est une grandeur 
constante si nous considérons une seule parabole. Si par contre nous 
considérons l'ensemble des paraboles d'axe commun OX et de même 
sommet O, le paramètre p est une grandeur variable. 

On désigne habituellement les grandeurs variables par les dernières 
lettres de l'alphabet latin (x, y, z, 1, v, w) et les constantes par les pre- 
mières lettres &, b, c, … 


& 196. Fonction 


DÉFINITION Î. On dit que la grandeur y est une fonction de la varia- 
ble x si à chacune des valeurs que peut prendre x il correspond une ou 
plusieurs valeurs déterminées de y. La variable x est alors appelée 
argument de la fonction y. 

On dit également que la grandeur y dépend de la grandeur x, la 
fonction est appelée alors variable dépendante et l'argument variable 
indépendante. 

ExempLe 1. Soient T la température d'ébullition de l'eau et f 
la pression atmosphérique. Les observations montrent qu'à chaque 
valeur que peut prendre p correspond toujours une valeur de T. Par 
conséquent, T est une fonction de l'argument p. 
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Cette dépendance permet, en observant la température d'ébulli- 
tion de l'eau, de déterminer sans baromètre la pression d'après la 
table (dont nous donnons un extrait): 


Table ! 
T °c 70 75 60 85 90 95 100 
p mm 234 289 355 434 S26 634 760 


De son côté p est une fonction de l'argument T; cette dépendance 

rmet, en observant la pression, de déterminer sans thermomètre 

la température d’ébullition de l'eau d’après la même table 1. Il est 
toutefois plus commode d'utiliser une table de la forme suivante: 


Table 2 


ms | mn? À tn | ms À mm + mme À a. | ———m— 


p croît ici à intervalles réguliers (de même que l'argument T 
dans la table 1). 

REMARQUE 1. On peut compléter la table 1 par d'autres valeurs 
de l'argument 7, disons 65°, 73°, 104°. Il existe toutefois des valeurs 
que la température d'ébullition de l'eau ne peut prendre; elle ne peut 
ainsi être inférieure au + zéro absolus (— 273°). À la valeur impossible 
T = — 300° ne correspond, bien entendu, aucune valeur de p. C'est 
pourquoi il est précisé dans la définition 1: « à chacune des valeurs que 
peut prendre x … » (et non « à chaque valeur de x ..»). 

EXEMPLE 2. Un corps est lancé verticalement; soient s l'altitude 
atteinte et f le temps écoulé depuis le départ du corps. 

La grandeur s est une fonction de l'argument f, car à chaque instant 
le corps se trouve à une hauteur déterminée. De son côté f est une fonc- 
tion de s, car à chaque hauteur où le corps peut se trouver correspon- 
dent deux valeurs de f (l’une quand Ile corps monte, l'autre quand il 
descend). 

DÉFINITION 2. La fonction cst dite wniforme (ou à une détermi- 
nation) si à chaque valeur de l'argument correspond une seule valeur 
de la fonction, et mudltiforme (ou à plusieurs déterminations) si à une 
valeur de x correspondent deux ou un plus grand nombre de valeurs 
de y (à deux, trois déterminations). 


254 MATHÉMATIQUES SUPÉRIEURES 


Dans le secund exemple s est une fonction uniforme de l'argument 
{ ct ! une fonction biforme de l'argument s. 

Si l'on ne mentionne pas spécialement que la fonction est multiforme 
on sous-entend qu'elle est uniforme. | 

EXEMPLE 3. La somme (s) des angles d'un polygonc est une fonc. 
tion du nombre (x) de côtés. L'argument # ne peut prendre que des 
valeurs entières non inférieures à 3. Cette dépendance s'exprime par 
lu formule 


s = r{n — 2) 


(on a adopté le radian en qualité d'unité d'angle). D'autre part, n çst 
une fonction de l'argument s, cette dépendance s'exprime par la for. 
mulc 


D 


ne ER 
7 


L'argument s ne peut prendre que des valeurs multiples de x (x, 2x, 3 
ctc.). 

ÉXEMPLE 4. Le côté x du carré est une fonction de son aire 
S(x = JS). L'argument peut prendre n'importe quelles valeurs po- 
sitives. 

REMARQUE 2. L'argument cest toujours une grandeur variable, 
En règle générale la fonction est aussi une grandeur variable, mais il 
n'est pas exclu qu'elle soit constante. Ainsi, la distance d'un point mobile 
à un point fixe est une fonction du temps et en règle générale varie. 
Toutefois, quand lc point décrit une circonférence, sa distance au centre 
est constante. 

Dans le cas où la fonction est une grandeur constante, on ne peut 
intervertir les rôles de la fonction et de l'argument (dans notre exemple 
la durée du mouvement suivant une circonférence n'est pas une fonc- 
tion de la distance au centre). 


& 197. Modes de définition d'une fonction 


On cstime que la fonction est donnée (connue) si pour chaque valeur 
de l'argument (parmi les valeurs possibles) on peut connaître la valeur 
correspondante de la fonction. On peut donner une fonction soit sous 
forme de tables, soit sous forme graphique, ou encore sous forme analy- 
tique. 

- a) Tables. Ce procédé est bien connu (tables de logarithmes, de 
racines carrées, ctc.; cf. également exemple 1 $ 196). Il donne directe- 
ment la valeur numérique de la fonction. C'est là son avantage. 
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Les inconvénients du procédé sont E£ 
les suivants: 1) on peut difficilement EE 
se faire une idée d'ensemble de la 25 DE 
table; 2) souvent la table ne contient _ 

as les valeurs de l'argument quinous 2/0 
intéressent. 

b) La représentalion graphique 205 
consiste à tracer une courbe (le gra- 
phe, la courbe représentative) dont 799 
les abscisses représentent les valeurs 
de l'argument et les ordonnées les 95 
valeurs correspondantes de la fonc- ” 
tion. Pour la commodité de la repré- A 
sentation, les échelles varient souvent S0 100 10 29 28 

n les axes. 
ci EXEMPLE 1. Sur la fig. 205 on Rene 
a représenté la relation entre le 
module d'élasticité E du fer forgé (en t/cm*) et la température { du 
fer. Les échelles des abscisses (/) et des ordonnées (E) sont désignées 

des chiffres. On peut lire par exemple sur le graphique que pour { = 
= 170°, le module d'élasticité E Æ 20,75 t/cm?. 

L'avantage de la représentation graphique est de permettre une 
vue d'ensemble et la continuité de variation de l'argument; ses incon- 
vénients sont lé degré d'exactitude limité et la difficulté de lire les 
valeurs de la fonction avec la précision maximale possible. 

c) La méthode analytique consiste à donner la fonction par une ou 
plusieurs formules. 

EXEMPLE 2. La relation fonctionnelle centre Île rayon r d'une 
circonférence et sa longueur s s'exprime par la formule 

s = 2nr. (1) 

EXEMPLE 3. La relation fonctionnelle centre Ile volume V{(m) 
et la pression p(t/m?) d'un kilogramme d'air à la température 0° 
s'exprime par la formule 


t° 


pV = 8,000. (2) 


Si la relation entre x et y s'exprime par une équation résolue par 
rapport à y, la grandeur y cst dite fonction explicite de x, dans le cas 
contraire elle est appelée fonction #mplicite. Dans l'exemple 2, la gran- 
deur s est une fonction explicite de l'argument r et r une fonction impli- 
cite de s. Dans l'exemple 3, la grandeur p cst une fonction implicite de 
l'argument F et la grandeur F une fonction implicite de l'argument p. 
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Si l'on met l'équation (2) sous la 
forme 
8,000 
P= — y: (3) 
p devicnt unc fonction explicite de 
l'argument Y. 

EXEMPLE 4. Une fonction donnée 
graphiquement (fig. 206) par la ligne 
brisée ABC peut être représentée 
par deux formules, Notamment, pour 
x < 2 (c'est-à-dire pour le tron- 
çon BA) nous prenons la formule 


INITITII TT. 


5H 
SE 
+" 
EE 
EE 
EE 
LpE) 
Ha 
LEE) 
pl 


ah 
4 2 ” 


ct pour x > 2 (c'est-à-dire pour le tronçon BC) la formule 
1 | 
y = 3 + 3 x. 


Pour x = 2, les deux formules donnent y = 1 (le point DB). 

EXEMPLE S. La distance sur la route cntre deux localités À ct L 
cst 90 km. Une automobile a franchi la moitié du trajet AB à la vitesse 
de 0,6 km/mn et l’autre moitié à la vitesse de 0,9 km/mn. Soit s (km) 
la distance de la voiture à la localité À. Le temps # (mn) du trajet 
est une fonction de l'argument s. On peut le donner à l'aide de deux 
formules: 


& 198. Domainc de définition d'une fonction 


1. L'ensemble de toutes les valeurs que peut prendre (dans les conditions 
de la question) l'argument x de la fonction f(x) est appelé domaine de 
définition de cette fonction. 

REMARQUE. À une valeur de x n'appartenant pas à l'ensemble 
considéré ne correspond aucune valeur de la fonction. 

EXEMPLE {. Dans les conditions de l'exemple 5 $ 197 le domaine 
de définition de la fonction { = f{s) est l'ensemble de tous les nombres 
de 0 à 90 (y compris les bornes 0 et 90): 


0<s< 9. 
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En cffet, à chaque distance comprise entre O et 90 km correspond un 

temps déterminé { du trajet et aux distances s < 0 et s > 90 ne corres- 
nd aucune valeur de f. 

EXEMPLE 2. La somme des termes de la progression arithmétique 


Sml+3+5+...+(2n —1) 
est une fonction du nombre de termes n; elle s'exprime par la formule 
$s = ni. 


Cette formule possède par elle-même un sens pour tout n. Toute- 
fois dans le problème considéré n ne peut prendre que des valeurs 
entières 1, 2, 3, 4, Le domaine de définition est l’ensemble de tous 


lcs nombres naturels (aux valeurs # — : , N=—5, n = y3, etc. 
2 


ne correspond aucune valeur de la fonction). 

2. On donne souvent la fonction par une formule sans indiquer le 
domaine de définition ; on sous-entend alors que le domaine de définition 
est l'ensemble de toutes les valeurs de l’argument pour lesquelles la 
formule a un sens. 

EXEMPLE 3. La fonction s est donnée par la formule s — a? (sans 
indication relative au domaine de définition). On sous-entend que le 
domaine de définition est l’ensemble de tous les nombres réels (cf. exem- 
le 2). 

EXEMPLE 4. La fonction y est donnée par la formule 


Y = Vs —2 + ÿ7 — 1 
qui a un sens uniquement pour 2 & x < 7. Le domaine de définition 
est l'ensemble de tous les nombres de 2 à 7 (y compris les bornes). Le 


graphique (fig. 207) est situé uniquement au-dessus du segment 4°B’. 


EXEMPLE 5. La fonction y est donnée par la formule y — . 


x 
Le domaine de définition est l'ensemble de tous les nombres, excepté 
lc nombre zéro. À la valeur x = 0 ne correspond aucun point du graphi- 
que (fig. 208). 

EXEMPLE 6. Le domaine de définition de la fonction y — Yz 
est l'ens:mble des nombres positifs et du nombre zéro (fig. 209). 

3. Quand le domaine de définition d'une fonction est l’ensemble des 
nombres naturels, la fonction est dite fonction entière; on dit des valeurs 
d’une telle fonction qu'elles forment une suite ou qu'elles sont les fermes 
d'une suil:. 

EXEMPLE 7. La fonction {, = 1-2:3...n est une fonction entière. 
Les valeurs{, =1,/4,=1-:2=2,1,=1:2:3—6,... forment une suite. 


9-1158 
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{234 567X 
FIG. 207 FIG. 203 FIG. 209 


Le produit 1:2...n cst noté #1! (on lit faclorielle n), de sorte 
que la fonction considérée peut être représentée par la formule 


1 
EXEMPLE 8. La fonction ni. où # prend les valeurs 1, 


2, 3, …, est une fonction entière. Les valeurs 1, = —: u, =—; 


Es 
2 
Hz = _ , + (les termes d'une progression géométrique) forment unc suite. 


EXEMPLE 9. La fonction s — ss + L +— + + _ (la somme 
2 


4 
des # termes d’une progression géométrique) est une fonction 


7 
entière. Les valeurs s, — a 9 Sa=—3 S$3—= Fe , .… forment une 
2 


suite. 


$ 199. Intervalle 


Le domaine de définition des fonctions considérées en analyse est 
souvent constitué par un ou plusieurs intervalles. 

On appelle intervalle (a, b) l'ensemble des nombres x compris entre 
les nombres a et b; dans l'écriture (a, b) la première lettre désigne habi- 
tuellement le plus petit nombre et la seconde le plus grand, de sorte que 


a<z<b. 
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Les nombres a et b sont les cxfrémilés ou les bornes de l'intervalle. 
Souvent on inclut dans l'ensemble des points de l'intervalle ses extré- 
mités «a ct b (intervalle fermé ou segment) ou l’une de ses extrémités. 

On appelle intervalle (a, ©) l’ensemble de tous les nombres supé- 
rieurs à a; intervalle (— ©, a) l'ensemble de tous les nombres inférieurs 
à a; intervalle (— ©, ) l’ensemble de tous les nombres réels. 

EXEMPLE Î. Dans les conditions de l'exemple 5 $ 197 le domaine 
de définition dela fonction { est l'intervalle fermé (0, 90), autrement 
dit, l'argument $s peut prendre toutes les valeurs vérifiant l'inégalité 


O<s< 9. 


EXEMPLE 2. Le domaine de définition de la fonction y = |1 — x1 
est l'intervalle fermé (— 1, 1). Le graphique (demi-circonférence) est 
situé au-dessus de cct intervalle (fig. 210). 

EXEMPLE 3. Le domaine de définition de la fonction 

1 
DUR Fr 


est l'intervalle (— V2. V2) (ouvert). Aux extrémités de l'intervalle 

la fonction n'est pas définie (elle s devient infinies). Le graphique 

(fig. 211) est situé au-dessus des points inférieurs à l'intervalle. Il ne 

possède pas de points aux extrémités et en dchors de l'intervalle. 
EXEMPLE 4. Le domaine de définition de la fonction 


y=—Yx—1 


est le couple d'intervalles (— 0, — 1) ct (1, + 00) où les extrémités 
— 1 ct 1 font partie des intervalles. Le graphique (demi-hyperbole 
inférieure x? — y? = 1, fig. 212) cest situé au-dessous de ces intervalles. 


_{ 0 ! X 
F1G. 210 FIG. 211 FIG, 212 
gs 
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& 200. Classification des fonctions 


a) Les fonctions sont classées en fonctions uniformes ct fonctions multi- 
formes ($ 196, définition 2). 

b) Les fonctions représentées par des formules sc divisent en fonc- 
tions expliciles et fonctions implicites ($ 197). 

c) Les fonctions sont partagées en fonctions élémentaires ct fonc- 
tions non élémentaires ‘°. 

La liste des principales fonctions élémentaires est donnée au & 201; 
chacune d'elles représente une certaine «opérations que l'on doit 
accomplir sur l'argument (élévation à la puissance, extraction d’une 
racine cubique, calcul du logarithme, recherche du sinus, etc.). Par une 
application réitérée de ces opérations, ainsi que des quatre opérations 
de l’arithmétique (en nombre fini) on obtient de nouvelles fonctions: 
elles sont aussi considérées comme élémentaires. 


3 
EXEMPLE Î. Les fonctions y — Se , Y = lg sin ÿ1 — 3 sinx, 


1 +Ig x 
y = lg Ig(3 + 2Ysin x) sont élémentaires. 
Les fonctions que l'on ne peut exprimer de la manière indiquée sont 
considérées comme non élémentaires. 
EXEMPLE 2. La fonction s=1+2+3+...+n cst élémen- 


(1 + n)n 
2 


taire, car on peut l'exprimer par la formule s — comportant 


un nombre fini d'opérations élémentaires. 

EXEMPLE 3. La fonction s — 1-:2-:3..n n'est pas élémentaire, 
car on ne peut l’exprimer par un nombre fini d'opérations élémentaires 
(plus # est grand ct plus le nombre de multiplications à effectuer devient 
grand; on ne peut transformer l'expression 1:2:3... n de façon 
à l'exprimer sous une forme élémentaire). 

RENARQUE. C'est à bon escient que nous ne parlons pas ici de la division des fonc- 
tions en fonctions algébriques et transcendantes, car la définition exacte d’une fonction 
algébrique ne peut étre donnée qu'à l’aide de notions plus subtiles (continuité ou différen- 


tiabilité). 11 est en outre superflu, dans le cadre de ce livre, de faire une distinction entre 
fonctions algébriques et transcendantes. 


& 201. Principales fonctions élémentaires 


1) La fonction puissance y — x" (n est un nombre réel constant). 
Pour # — 0 la fonction puissance est une constante (y = 1) (cf. $ 196, 
remarque 2). 


ce) Cette dernière division est d’un caractère plutôt historique que mathématique. 
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2) La fonction cxponcntielle y = a, où a est un nombre positif ‘°? 
(la base de la puissance ). 

3) La fonction logarithmique y — logs x, où a est un nombre 

sitif, non égal à l'unité ® //a base du logarithme). 

4) Les Jonclions trigonométriques (ou circulaires) ÿ — sin x, y — 
= COS #, ÿY = (g À, y = cotg x, y — Sec x, y = coscc +. 

5) Les fonctions trigonométriques (circulaires) inverses 

y = arcsin x, ÿ = arc cas x, Y = arctg 


ÿ = arc coig x, y = arc sec +, j" = arc cosec rx. 


$ 202. Notation des fonctions 


Le symbole f(x) (se lit / de x) équivaut à l'expression + fonction de +e. 

Si l'on considère deux ou un plus grand nombre de fonctions de x, 
on peut utiliser d'autres notations que /(x), par exemple, f(x), f(x). 
F(x), (x), ®(x). 

L'ÉCRITURE 

y = f(x) (1) 

exprime le fait que la grandeur y est égale À une certaine fonction de x, 
autrement dit y est une fonction de l'argument +. 

Le symbole f(x) peut être utilisé pour noter une fonction inconnue 
de mème qu'unc fonction connue. 

EXEMPLES. 1) L'écriture f(x) = 1g x exprime le fait que f(x) est 
une fonction logarithmique. 

2) L'écriture @(x) = x" exprime le fait que (x) est une fonction 
puissance. 

3) L'écriture F(x) = (x) + f(x) signifie que F(x) est la somme 
des fonctions @(x) et f(x). Si f(x) = 1g x et @(x) = x", alors F(x) = 1g x + 
+ x. 

4) L'écriture f(x) = /,(x) signifie que les fonctions f(x) ct /,(x) 
sont égales (soit identiquement, soit pour certaines valeurs de x). 

5) L'écriture #1 = o({v) signifie que la grandeur # est une fonction 
de l'argument v. 

La lettre / (ou F°, ®, ctc.) que l'on utilise dans ces écritures cst appe- 
lée la caractéristique de la fonction. 


C2 Certains auteurs exclucnt le cas a—1 (dans ce cas y est une grandeur constante). 
(°°) Pour la base a = 1, aucun nombre autre que l'unité ne possède de logarithme, 
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Si l'on doit exprimer le fait que y se trouve dans la même dépen. 
dance de x que # de v, on utilise la même caractéristique pour noter ces 
fonctions, autrement dit on écrit 


u=œ(r) ct y = ç(x) (2) 
ou 

u = F(v) et y = F{x), (3) 
etc. 

Ainsi, si # en fonction de v s'exprime par la formule # = ru, yen 
fonction de x s'exprime en vertu de (2) par la formule y = xx?. Si par 

; Ig v 18 x 
contre 14 = , alors y — 
l1+u 1+7%x 

ExEMPLes. 6) Si f(x) = Vi + x, alors f(f) = 1 + 8. 

7) Si F(x)=1—tga, alors F(B) = 1—tg8? 8, F(y) = 1—tg? y, cte. 

8) Si f(x) = 4 (autrement dit, pour toutes les valeurs de l'argument 
la fonction possède une seule valeur; cf. $ 196, remarque 2), alors 
JU) = 4, f() = 4, etc. 

Les écritures f(1), f(}/3), f(a), etc. expriment le fait que l'on prend 
les valeurs de la fonction f(x) pour x = 1, x — V3, x = a, etc., ou les 
valeurs de la fonction f(y) pour y = 1, y = ÿ3, y = a, etc. 

ExempLes. 9) Si f(x) =Vx®+ 1, alors /(1) V2, f(V3) = 2, 
fa) = Vai+ 1. 

1 T 


10) Si (x) =, alors (0) = 1, e( _ 
1 + sin? « 2 2 


, etc. 


à LA RC 
P{n) e[?) = 


& 203. Limite d'une suite 


Le nombre b est appelé limite de la suile ($ 198, 3) y,, ya, .…, ÿn, …, 
si avec la croissance de # le terme y, se rapproche indéfiniment de b. 

Nous expliquerons plus bas le sens exact de l'expression «sc rap- 
proche indéfiniment es (après l'exemple 1). 


ECRITURE: 
lim ÿn = b 
ou 
lim ÿh = b. 
ñ > 


n— œ veut dire que l'indice n croît indéfiniment (+ tend vers l'infini). 
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LxEMPLE |. Considérons la suite 
Ya = 0,4, Ya = 9,33, Ya = 0,333, … (1) 
Le terme ÿ, se rapproche indéfiniment de 2 | les fractions déci- 
3 


males 0,3, 0,33, 0,333, ... donnent une expression de plus en plus exacte 
de La Par conséquent, — cst la limite de la suite (1) 


: | 
lim Yn—= +: 


REMARQUE. La différence y, + cst successivement égale à 


i 1 Î 1 1 1 


NT — 3%)! 33 — "3 — — 300 Vs — 3 — zywv (2) 
autrement dit 
| 1 
CE RE PET G) 


YA Se rapproche sndéfiniment de <: : la valeur absolue de la différence (3) reste, à 


partir d'un certain indice N, inférieure à fou! nombre positif eg (donné à l'avance). Ainsi, 
si l'un se AL = 0,01, alors N = 2, autrement dit, dès le second indice la valeur 
atsolue | Y'a Fa reste inférieure à 0,01. Si l'on se donne g — 0,005 (- _— ,°n a 
toujours N = 2; si on ae = 0,001, alors N = 3, si e = 0,00001, alors N = 5, etc. 


On comprend désormais la formulation exacte suivante de la définition donnée au 
début de ce paragraphe. 

DériniriON. Le nombre b est appclé limife de la suile y,, je, ..…, ÿ'n, .… Sila valeur 
ahsolue de la différence y, — b reste, à partir d’un certain indice N, inférieure à tout nombre 
pasitif e donné à l'avance: 

ÎYn—bd|<e pourn>N 
(l'indice N dépend de la valeur de e). 


_ nn 
EXEMPLE 2. Dans la suite y, — 2 + _ [erest-a aire %1 — À 


2 
ne 2 , 3 = 1 es Ya = 21, -] le terme y, tend, avec la crois- 
4 
sance de l'indice n, vers 2. Par conséquent, 2 est la limite de la suite. 
En effet, nous avons | ÿn — 2] = 2: la grandeur z., à partir d'une certaine 


valeur de l'indice n, reste infécieure à tout nombre positif g donné à l'avance (si e = ,2 
à partir du premier indice; si & = 0,02, à partir de l'indice 51, etc.). 

L'exemple 2 montre que les termes de la suite peuvent être tantôt 
supérieurs, tantôt inférieurs à la limite. Ils peuvent être aussi égaux 
à la limite (cf. exemple 3). 
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EXEMPLE 3. La suite 


Î Î 
Y1= 0, ÿs = 1, Ya = 0, Yi=—, Ys = 0, Ye gr. 


2 
— 1 (— 1)" 7 
définie par Ja formule y, = — + -——— a pour limite b = O. 
ñn 
1  (—1})" 
En effet, la grandeur | y» — 0 | — É + nr reste, à partir d'un certain 


Indice, inférieure à tout nombre positif e donné à l'avance [si e — 3: à partir du nu. 
méro 7; si e = 0,01, à partir du numéro 201, ete.]. 


EXEMPLE 4. La suite y, — (— 1)" ne possède pas de limite: 
les termes y, = — 1, ya = 1, y3 = — 1, y, = 1, etc. ne tendent vers 


aucun nombre constant. 


& 204. Limite d’une fonction 


Le nombre b est appelé limite de la fonction f(x) quand x —+ a si lorsque 
x tend vers a (à gauche ou à droite), la valeur de /(x) se rapproche indé. 
finiment % {stend vers:s) de b. 
ECRITURE: 
lim f(x) = b. 
44 
REMARQUE 1. On suppose que la fonction f(x) est définie à l'inté. 
rieur d’un certain intervalle contenant le point x — a (en tous les points 
situés à droite et à gauche de a); au point x — a lui-même la fonction 
f(x) est soit définie, soit non définie (le second cas n'est pas moins impor- 
tant que le premier). : 
4x3 — 1 


EXEMPLE {. Considérons la fonction f(x) = ae [ete est dé- 
ZX — 


finie en tous les points, excepté x — A + Prenons + = 6. Alors /(&) = 


= Ti — = 13. Lorsque x tend vers 6 (à gauche ou à droite), le 


numérateur 4x? — 1 tend vers 143 et le dénominateur vers 11. La frac- 


Ce) Le sens mathématique de l'expression « se rapproche indéfiniments est expliqué 
au $ 205. Toutefois, la présente définition (compte tenu de la remarque 1) est entièrement 
suffisante pour la compréhension de l'exposé. 
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tion toute entière tend vers = = 13. Le nombre 13 (égal à la va- 


Jeur de la fonction pour x — 6) est simultanément la limite de la fonc- 
tion pour x — 6: 


_. 4x —1 
1e 7) = 13, 
: 4x? — 1 : 
EXEMPLE 2. Considérons la même fonction f(x) — : : 9 mais 
x — 


prenons # = Le La fonction f(x) n'est pas définie ici |la formule 
donne une indétermination de la forme 5) «< Or, la limite de la fonc- 


tion quand # —+ LA existe et est égale à 2. 
2 


En effet, l'expression . sm. n'est indéterminée que pour x=- _ 9 
x — 1 


mais dans le voisinage je elle est bien déterminée et est tcu;ours 


égale à 2x + 1. Cette dernière expression tend vers le nombre 7. Cela 
signifie, par conséquent, que 


4x1 1 
Î = 2. 
de 2x — 1 
"9 


est la droite 


REMARQUE 2. Le graphe de la fonction y = _ — 
>< — 


UV (fig. 213) sans le point 4 [= , 2]. Le graphe de 
2 


la fonction y = 2x + 1 est la même droite UV 
toute entière. 


EXEMPLE 3. La fonction f(x) — cos (elle est 
x 


définie en tous les points, excepté x = 0) ne pos- 
sède pas de limite quand x — 0. Cela apparaît 
du graphique (fig. 214): quand l’abscisse tend 
vers zéro, l'ordonnée ne tend vers aucune limite 
(le point du graphique effectue des oscillations 
sans fin de même amplitude). FIG. 213 
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& 205. Définition de la limite d'une fonction 


Une variable se rapproche in:léfiniment d'une constante (cf. $ 203): leur différence reste, 
à partir d’un certain moment, inférieure en valeur absolue à tout nombre positif donné 
à l'avance. Conformément à cela on peut donner à la définition du $ 204 la forme rigou- 
reuse suivante. 

Dériniriox. Le nombre b est appelé limife de la fonction f(x) quand x — a si Ja 
valeur absolue de la différence f(x) — b reste inférieure à tout nombre positif & donné à 
l'avance dès que la valeur absolue de la différence x — a pour x non égal à a cest inférieure 
à un nombre positif 8 (dépendant de €). 

En résumé (mais moins rigoureusement): le nombre b est la limite de la fonction 
- f(x) quand x — a si la grandeur | /(x) — b] est aussi petite que l'on veut quand | x — a] 
cst suffisamment petite. 

2 — 

ExexPLe. Le nombre 2 est la limite de la fonction f(x) = . = 
(cf. 6 204, exemple 2). 

En effet, exigeons que la grandeur 


quand r ; 


(rour SE 2) soit inféricure à &. Nous obtenons l'inégalité 


|23—11<s. 


Elle est équivalente à l'inégalité 
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41 — 1 
23 — 1 
tout nombre positif & donné à l'avance dès que la valeur absolue de la différence x — _ 


— 2 reste iuféricure à 


Cela siguifie que la valeur absulue de la différence 


est inférieure à _ . Dans l'exemple considéré nous avons 8 — . . 


g 206. Limite d’une grandeur Constante 


DÉFINITION. La limite d'une grandeur constante b est cette même 
grandeur. 

On introduit cette définition pour que les théorèmes principaux 
sur les limites ($ 213) soient vrais dans tous les cas sans exception. 
Elle est conforme aux définitions des $$ 203 ct 205 (la grandeur |b — b] = 
- 0 est inférieure à tout nombre positif €). 


g 207. Infiniment petits 


On appelle infiniment pelit une grandeur dont la limite est égale à 


zéro. 

EXEMPLE Î. La fonction x?— 4 est infiniment petite quand 
x>2 et *—>—2. Quand x—>1, cette même fonction n'est pas 
infiniment petite. 

EXEMPLE 2. La fonction 1 — cos « est infiniment petite quand 
a+ 0, car lim (1— cos «) = 0. 


a—0 
On dit également: «la grandeur 1 — cos x est infiniment petite 
quand « est infiniment petit ». 


EXEMPLE 3. La grandeur LS 


n'est pas infiniment petite 
2x — 1 


quand rs. car sa limite est égale à 2 ($ 204, exemple 2). 


EXEMPLE 4. La fonction entière y = , ($ 198, exemple 7) est 
n 


1 
, - ,.… est 


1-2 1:2:3 


infiniment petite, car la limite de la suite o , 
1 


égale à zéro. 
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REMARQUE 1. Les affirmations sle nombre b est la limite de 1à 
grandeur y + et « la différence y — b est un infiniment petite sont équi. 
valentes. 


2 
EXEMPLE 5. Nous avons lim ot — 2. On peut également dire 
— _ 2x — 1 
4x3 — 1 us: : 
«la grandeur > — 2 cest un infiniment petit ». 
de 


REMARQUE 2. Parmi les grandeurs constantes, seul le zéro est 
infiniment petit (cf. $ 206). 


& 208. Infiniment grands 


On appelle infiniment grand une grandeur variable dont la valeur 
absolue croît indéfiniment. 

Le sens exact de l'expression s cro:t indéfiniment e est expliqué 
à la fin du paragraphe. 

EXEMPLE 1]. La fonction entière y — n! cest un infiniment grand, 
car les termes de la suite 1, 1:2,1-2-3,... croissent indéfiniment. 


Li 1 e e e 
EXEMPLE 2. La fonction — est infiniment grande quand x est 
x 
infiniment petit, car à mesure que x s'approche de zéro, la valeur 


absolue de la grandcur 3 croit indéfiniment. 
x 
EXEMPLE 3. La fonction tg x est un infiniment grand quand 


T 
x > —. 

2 

Aucune grandeur constante n'est un infiniment grand. 


REMARQUE. L'expression «la valeur absolue de la grandeur ÿ croît indéfiniment s 
signifie qu'à partir d’un certain moment | y| devient supérieure à tout nombre positif 
donné à l'avance. Partant, on donne la définition rigoureuse suivante d'un infiniment 
grand. 

DéFiNiTIOoN 1. La fonction entière y est un infiniment grand sila valeur absolue 
de ÿ\ reste, à partir d'un certain indice N, plus grande que tout nombre positif Af donné 
à l'avance (cf. $ 203). 

DérinitiON 2. La fonction f(x) est un infiniment grand, quand x -+ a, si la valeur 
absolue de f(x) reste supérieure à tout nombre positif Af donné à l'avance, pourvu que la 
valeur absolue de la différence x — a soit inférieure à un certain nombre positif 8 (dépen- 


dant de Af) (cf. $ 205). 
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& 209. Relation entre les infiniment petits 
ct les infiniment grands 


Si y est infiniment grand, alors — est infiniment petit; si y est in- 
4 


1 2 
finiment petit, alors — est infiniment grand. 
} 


EXEMPLE 1. La grandeur 


est un infiniment grand quand 
x —2 


CS 


x -> 2. La fraction inverse à a - [- 1:- : | est un infiniment petit 
X — 
quand x — 2. 


EXEMPLE 2. La grandeur tg x est infiniment petite quand x - O0, 


1 
la grandeur —— = cotg x est infiniment grande quand x — 0. 
tg x 


$8 210. Grandeurs bornécs 


Une grandeur cst dite bornée si sa valeur absolue n'est pas supérieure 
à un certain nombre (constant) positif arbitraire A1. 

EXEMPLE Î. La fonction sin x est une grandeur bornée sur toute 
la droite numérique car |sin x |< 1. 


EXEMPLE 2. .La fonction est bornée dans l'intervalle 


x —2 

(3, 5), mais n'est pas bornée dans l'intervalle (2,5), car l'argument x, 
tout en restant dans l'intervalle (2, 5), 
peut tendre vers 2, et alors la fonction Y! 
est infiniment grande (fig. 215). 

Toule grandeur constante est bor- 
née. Aucune grandeur infiniment grande 
n'est bornée. à 

Reuarque. Une grandeur non bornée ” 3456 X 
peut ne pas être infiniment grande. Ainsi, la 
fonction entière #n + (— 1)" n n'est pas un in- 
finiment grand, car pour Îles valeurs impaires 
de nelle cst toujours nulle: par ailleurs, clle 
n'est pas bornée non plus, car pour les valeurs 
paires de n, à partir d'un certain indice, elle reste 
supérieure à tout nombre positif arbitraire Af. FIG. 215 
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& 211. Extension de la notion de limite 


Si la variable s est un infiniment grand, on dit (conventionnellciment) 
que setend vers l'infinis ou « possède une limite infinie ». 
ECRITURE: 


$—> ao ou lims== . (1) 
Si l'infiniment grand s reste positif à partir d’un certain moment, 
on dit qu'ils tend vers plus l’infinis et on écrit: 
S—>+o ou  lims= + ©. (2) 
Si un infiniment grand reste négatif à partir d'un certain moment ‘*, 
on dit qu'il stend vers moins l'infinis ct on écrit 
S—> — © ou lim s = — ©. (3) 
Au lieu de l'écriture (1) on écrit parfois pour plus de clarté 
$S—> + © ou lim s = + oc. (1) 
EXEMPLE |. La fonction cotg x possède, quand x -> 0, une limite 
infinic: 
lim cotg x = oc. 
z—0 


Pour souligner le fait que la fonction coty + pour +-:0 peut prendre 
aussi bicn des valeurs positives (pour x > 0), que des valeurs négatives 
(pour x < 0), on écrit: 


lim cotg x = + ©. 
x—0 


« [2 e e. 1 . pe 
EXEMPLE 2. L'écriture lim — — 0 signifie que quand la valeur 
ZI—©@ 


absolue de + croit indéfiniment, la fonction — tend vers zéro. 
x 


EXEMPLE 3. On peut écrire: 


lim 27= + 
z— + oo 
ou 
lim 27 = ©, 
x +o 


La seconde écriture ne précise pas le signe de la fonction 27. Toutefois on ne peut pas dans 
les premiers membres écrire au lieu de x->4- 00 x —» &. Cette dernière écriture aurait inclus 


(2 L'expression «à partir d'un certain moments est précisée de la même manière 
qu'au $ 208 (définitions 1 et 2). 
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également le cas où x > — ©, et alors la fonction 2T teud nou pas vers l'infini, mais 
vers zéro, autrement dit, 


lim 2° = 0. 
X-r— © 


REMARQUE. Un infiniment grand n'a pas de limite au sens établi 
précédemment ($$ 203— 205), car on ne peut pas dire, par exemple, que 
« la différence cntre f(x) et co reste inférieure à un nombre positif donné 
à l’avances. Ainsi, l'introduction de la limite infinic élargit la notion 
de limite. À la différence de la limite infinie la limite que nous avons 
définie plus haut est dite finie. 


& 212. Propriétés principales 
des infiniment petits 


On suppose ici que les grandeurs considérées sont des fonctions d'un 
méme argument. 


THÉORÈME I. La somme de deux, trois ou de plusicurs infiniment 
petits en nombre fini est un infiniment petit. 


REMARQUE Î. Si le nombre de termes n'est pas fixe ct varie avec 
la variation de l'argument, le théorème I peut ne plus être vrai. Ainsi, 


: , 1 
si nous avons # termes dont chacun cst égal à — ; alors, quand n — oc, 
n 


Lis : | 1 1 
chaque terme est un infiniment petit, mais la somme — + — +... + 
n 1” 
1 


a, est égale à 1. 

n n 

REMARQUE 2. La différence de deux infiniment petits cst un infi- 
niment petit (cas particulier du théorème 1). 


THÉORÈME 11. Le produit d'une grandeur bornée ($ 210) par un 
infiniment petit est infiniment petit. 


En particulier, le produit d’une grandeur constante par un infini- 
ment petit, ainsi que le produit de deux infiniment petits, est infiniment 
petit. 


THÉORÈME 111. Le quotient de la division d'un infiniment petit 
par une variable tendant vers une limite non nulle est infiniment petit. 


REMARQUE 3. Si la limite du diviseur est nulle, c'est-à-dire si le 
dividende et le diviseur sont des infiniment petits le quotient peut 
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ne pas être infiniment petit. Ainsi, x* et +° sont des infiniment petits 
quand x —> 0. Le quotient x% : x? — x est aussi infiniment petit, mais 


1 
le quotient 4 : x = — cst infiniment grand. Les grandeurs 6x? + x3 
x 


et 2x? sont des infiniment petits quand x —> 0, mais la limite du quo- 
tient (6x2 + x3) : 2x1 est égale à .3. 


8 213. Théorèmes principaux sur les limites 


On suppose ici que toutes les grandeurs données (les termes, les facteurs, 
le dividende et le diviseur) dépendent d'un méme argument x ct possè- 
dent des limites finies (pour x —> a ou pour x —> æw). 


THÉORÈME 1. La limite de la somme de deux ou plusieurs fonc- 
tions (en nombre fint) cst égale à la somme des limites des termes 
(cf. $ 212, remarque 1). 


En résumé, la limite de la sonic csl égale à la somme des limites 
lim (nu, + us +... + ua) = lim , + lim u, + … + lim ue. (1) 


On sous-cntend lim (ou lim). 
x--ra Æ->@ 


THÉORÈME 14 (cas particulier du théorème 1): 
lim (nu, — w,) = lim w, — lim w,. (2) 
THÉORÈME 11. La limite du produit de deux ou plusieurs facteurs 
(en nombre fini) est égale au produit de leurs limites: 


lim uw, mx) = Jim #,-lim uw: lim we. (3) 


THÉORÈME 114. On peut sortir un facteur constant de sous le signe 
de limite: 
lim cu= clim s. (4) 
THÉORÈME II. La limite du quotient est égale au quotient des 
limites si la limite du diviseur n'est pas nulle: 


lim « 
lim v 


(lim v # 0), (5) 


. # 
lim — — 
v 
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EXEMPLE lÎ. 


x +4 


lim = lim(s +4):lim(x —2) =9:3=— 3. 
xs 1 —2  x5 x—5 


Si la limite du diviseur est égale à zéro et la limite du dividende non, 
le quotient a une limite infinie. 
EXEMPLE 2. 
lim = FT 
x2 * — 2 


ici lim (x — 2) = 0 et lim(x + 4) = 6 #0. 
x—»2 


x—2 


REMARQUE Î. Si le dividende et le diviseur tendent vers zéro, le 
quotient peut posséder une limite tant finie qu'infinie ($ 212, remar- 
que 3). Il peut également ne pas avoir de limite. 


Ainsi, lim x! cos TT = Octlims = 0, mais le quotient x! cos TL ;n cos À 
x—0 x x—0 z x 
n'a pas de limite quand x->0 (6 204, exemple 3). 
REMARQUE 2. Dans le cas où lim © = 0, mais lim u = O0, le théorème III reste vrai 
si on l'interprète dans un sens plus large. Plus précisément, il faut comprendre l'écriture 


lim f(x) = _ (c est un nombre non nul) dans le sens que lim f(x) = ©. 
14 ? x—va 


ExewPLE 3. Trouver lim = __ “ 
x>2 3 —2 
La limite du diviseur est égale à zéru ct la limite du dividende à 6. Iuterprétant l’é 


6 
criture TG dans le sens indiqué, nous obtenons: 


t—2 zx — 2 0 
Cxemple 2). 
ReuaRQue 3. Dans le cas où lim v = O0 et lim #w = 0, le théorème III n'es/ plus 
applicable, car l'expression _ est indéterminée. Toutefois, le théorème III ne peut con- 


duire à un résultat erroné dans ce cas non plus. Supposons, par exemple, que l'on doive 
trouver 


lim A Renn 
| 2x —1 ° 
Æ— — 
2 


0 
Appliquant (formellement) le théorème IIT, nous obtenons --. Cette indétermination 


vient nous signaler que la voie directe est fermée et nous oblige à rechercher une voie 
détournée (cf. $ 204, exemple 2). 


; 0 
Bien entendu, on ne peut « simplifier s par 0 et écrire 1 au lieu de 5” 
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& 214. Nombre « 


n 
La fonction entière u, — [1 + =.) croit quand n#-> 00, mais reste 
ñ 


bornée ‘*®?. Or, toute variable croissante, mais bornée admet une limite 
n 


(finie). La limite vers laquelle tend l'expression Ë + =.) , Quand 
n 


n — 00, est notée e: 
lim (1 +5] —e (1 
x— 0 né | ) 
Avec 6 chiffres significatifs exacts on a pour le nombre e (il est 
irrationnel) 
e = 2,71828. 
Il est souvent avantageux de prendre le nombre e comme base des 
logarithmes (cf. $ 242). 


: 1)" 2 
La fonction | 1 + =] tend vers la limite e non seulement pour 
nl 


les valeurs entières de n, mas aussi quand # tend vers l'infini en par- 
courant toute la droite numérique. Plus encore, l'argument # peut 
prendre des valeurs aussi bien positives que négatives pourvu que n 
croisse indéfiniment en valeur absolue. Pour souligner cette circonstance 
remplaçons la lettre » par la lettre x et écrivons 


lim (: + =] =. (2) 
EE A 5 
(cf. $ 211) ou: 
À 1\7 
dim (1+-) = G) 


n 
(°2 On pourrait cruire que la fonction (: +=) doit augmenter indéfiniment 
avec l'exposant. Or la croissance de l'exposant est compensée par le fait que la base 


1 ; : 
1 + ri tend vers 1. Ilest utile de le vérifier en pratique. Nous trouvons par exemple à 


s 10 
l'aide de la table des logarithmes à cinq décimales que (: + =) = 2,48; (: + 5) = 


259; (1 +1)" 269; (14 1" 27 À 10 
en | + %) SSP | + -56 = 2,71. On peut émontrer que | +—) 


est borné à l’aide de la formule du binôme. Son premier terme est 1, ainsi que le second, 


n(s — 1) 1 5 RTE ] Fe ; 
Ar ou est toujours inférieur à 3: le quatrième toujours 


nee 1 1 : 
inférieur à 7: le cinquième à gr ete. C'est pourquoi toute valeur de un est infé- 


1 
LT + _. + …. c'est-à-dire qu'elle est inférieure à 3. 


le troisième, égal à 


rieure à 1 + 1 + (> + 
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1 d 
sin # 


g 215. Limite de quand x -> 0 


1 


six est l'unité d'angle (en radians), alors 


x sin x 
lim - = jet lim — = À. (1) 
x—0 Sn x0 % 


EXPLICATION. Prenons le rayon O.f (fig. 216) pour 
guité de lungueur. Nous avons alors x = AB, sin x = FIG. 216 
Een En, GP, 
suDetzisinx= AB: BD= B'AB: B'B. L'arc B'AB 
1 ns, 
est plus grand que la corde B°B. C'est pourquoi x: sin x > 1. D'autre part, l'arc B’AB 


est plus petit que BC + B'C = 2 BC, autrement dit AB < BC. Par conséquent, 
s: sin 4 < BC: BD = sec x (du triangle DBC). 
zx 


sin # 


Cela signifie que lc rapport est compris entre 1 et sec x. Or, quand x — 0, 


Ja grandeur sec x tend elle-même vers l'unité et, par conséquent, a fortiori 


4 
sin + ‘ 
g 216. Infiniment petits équivalents 


DÉFINITION. Deux infiniment petits sont dits équivalents si leur 
rapport tend vers Î. 
EXEMPLE 1. x et sin x, infiniment petits quand #—>0, sont 
sin x 


équivalents, car ($ 215) lim = 1. Les infiniment petits 2x et 
40 
sin 2x sont équivalents, ainsi que #? et sin? x. 
EXEMPLE 2. Les infiniment petits a? + 32% et x? — 423 (x -> 0) 
sont équivalents, car 
dim HR um LÉ 3 
a02" — #2 %0 1—4#2 | 
L'équivalence des infiniment petits est noté =. Ainsi, 
sin x = x, sin 2r = 2x, sin x = 1, 
at + 3x — a — 4x. 
RewarqQue. Les grandeurs équivalentes sont en fait approximativement égales 
(l'ésalité est d'autant plus cxacte que les grandeurs équivalentes sont proches de zéro). 
Ainsi, pour & =0,01 la grandeur a? + 343 est égale à 0,000103 et «3—#a? à 0,000096. La diffé- 


rence est 0,000007, c'est-à-dire environ 7% de l'une des grandeurs équivalentes. Plus clles 
sont proches «le zéro et plus ce pourcentage cst petit. 


THÉORÈME. La limite du quotient (du rapport) de deux infiniment 
petits ne change pas si l'on remplace l'un d'eux (ou les deux) par une 
grandeur équivalente. 
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. sin 2# 
EXEMPLE 3. Trouver lim ————-. 
z—0 x 


Remplaçant sin 2x par la grandeur équivalente 2x, nous obtenons 
sin 2x 


EXEMPLE d. 

. sin 2x : 

lim = Jim — 
x0 Sin 57 3,0 55 
EXEMPLE S. Trouver 


SoLUTION. Nous avons: 


1—cos zm2sin, 


et comme 
x x)! 
sin 5) , 
alors 
z s 
21— 
lim US lim G) = 0. 
z—0 z—0 di 
$ 217. Comparaison des infiniment petits 
DÉFINITION Î. Si le rapport À. de deux infiniment petits cst infini- 
œ 
ment petit [c'est-à-dire si im = 0 ct, par conséquent ($ 209), 
. œ 


lim = = 00 , Best dit infiniment pelit d'ordre supérieur par rapport 


à a; dans ce cas « est appelé infiniment pelit d'ordre inférieur par 
rapport à f. 
DÉFINITION 2. Si le Fnpbort de deux infiniment petits tend 
œ 


vers une limite finie non nulle, « et B sont appelés infiniment petits 
du méme ordre ‘*, 


c°) Au lieu du rapport 8 un peut prendre 5 , Caril a aussi une limite finis non 
a 


ts 10 , 1 
nulle | si lin Pda m, alors lim — = — 


8 n 
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REMARQUE. Les infiniment petits équivalents sont du mème 


ordre ‘*?. 
EXEMPLE {. Quand +->0, 25 cst d'ordre supéricur par rapport 


à x3, car  . 0. Au contraire, x° est d'ordre inférieur par rapport 
x 
à 
à +°, car lim — = © 
x—0 x 


EXEMPLE 2. Quand x — 0, sin x et 2x sont du même ordre, car 
(ÿ 215) 


EXEMPLE 3. Quand x — 0, 1 — cos x cest d'ordre supéricur par 
rapport à sin x, car ($ 216, exemple 5) 
.. 1—cosr 
Lim —— = 0. 
x0 Sins 
Quand x -> 0, chacune des grandeurs «, a«?, «%, af, «5, .… est d'ordre 
inférieur par rapport à n'importe quelle grandeur suivante de la suite. 
C'est pourquoi la classification ultérieure des infiniment petits est basée 
sur Ja définition suivante. 
DÉFINITION 3. $ est d'ordre »#7 par rapport à «s'il est du même 


ordre que a”, c'est-à-dire (cf. définition 2) si le rapport À possède 
- œ 
une limite finie non nulle. 
EXEMPLE 4. Quand x — 0, l'infiniment petit — 2° est du troi- 


1 É-Se 
sième ordre par rapport à x, car lim Ë x3: xl = FL l'infiniment pe- 
x—0 


Te x? est du second ordre, l'infiniment petit | x est de l'ordre —. 
2 


ExEMPLE 5. L'infiniment petit 1 — cos & (x -> 0) est du second 
ordre par rapport à «, car (cf. remarque de la définition 2) 


! 
1— cos a — 25e 2(S) : 


EXEMPLE 6. T'infiniment petit — a + 1000 at (x > 0) est du 


(ce) La proposition inverse n'est pas vraie. Ainsi, les grandeurs 2x et 3x pour x > O0 sont 


2 La 
du même ordre | lim _ = <) , mais ne sont pas équivalentes. 
x—0 
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: Ï 
troisième ordre, c'est-à-dire du mème ordre que le termc— aœ% dont 
4 


l'ordre est inférieur à celui de l’autre terme. Il en est ainsi pour toute 
somme de deux ou plusieurs termes. 

EXEMPLE 7. 4°. sin? x (x — 0) est du cinquième ordre par rapport 
à + (le nombre 5 est la somme des ordres des facteurs; il en est ainsi 
pour tout produit de deux ou plusieurs facteurs). 

Tuéorèue 1 La différence « — f de deux infiniment petits équivalents « et fi 
est d'ordre supérieur tant par rapport à « que par rapport à f. 

ExeuPpie 8. Quand x—+0, nous avons x sin x. C’est pourquoi x — sin x est 
d'ordre supérieur par rapport à x (ainsi que par rapport à sin x). 

TuéorRÈME 2 (INVERSE). Si la différence des infiniment petits & ct fi cst d'ordre 
supérieur par rapport à l’un d'eux (elle est alors d'ordre supérieur par rapport à l'autre), 
alors a — f. 

ExeuPpe 9. La différence des infiniment petits a* + 3a° et a? (x —> 0) est égale 
à 34°; c'est un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport à æ'. C'est pourquoi 


at + 3a° — a!. 


8 217a. Accroissement d’une variable 


DÉFINITION. Si la variable z prend d'abord la valeur z = z,, puis la 
valeur z = z,, la différence z, — z, est appelée accroissement de la varia- 
ble z. L’accroissement peut être positif, négatif ou nul. L’accroissement 
est noté À et l'écriture Az (se lit « delta ze) signifie s l'accroissement de 
la variable z»+, de sorte que 
Âs = 3 —1:. 

L'accroissement d'une grandeur constante est nul. 

EXEMPLE. La valeur initiale de l’argument est # = 3, l’accrois- 


sement de l'argument Ax = — 2. Trouver l'accroissement correspon- 
dant Ay de la fonction y — +. 

SOLUTION. Comme x, = 3 et x, — x, — — 2, alors x, = 1. La 
fonction y = x? prend d'abord la valeur y, — 3? — 9, puis la valeur 
Ya = = 1. 

L'accroissement de la fonction est Ay = y, — y, = 1—9— —&@. 


& 218. Continuité d'une fonction en un point 


DÉFINITION. La fonction f(x) est dite confinue au point x = a si les 
deux conditions suivantes sont vérifiées. 

1. Pour x — a la fonction f(x) admet une valeur déterminée b. 

2. Quand x — a, la fonction a une limite égale à b. 

Quand l’une au moins de ces conditions n’est pas remplie, on dit 
que la fonction est discontinue au point # = 4. 
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FIG. 218 


cst continue au point x — 


EXEMPLE 1. La fonction f(x) — 


—= 5 (M sur la fig. 217), car 1) pour + = 5 elle a une valeur bien déter- 


minée /(5) = — ; 2) quand x ->5, elle a une limite égale à . La fonc- 
2 


tion est discontinue au point x = 3; ici la première condition n'est 
pas remplie (la fonction n'a pas de valeur déterminée). La seconde con- 
dition n'est pas remplie non plus. 

EXEMPLE 2. Définissons la fonction œ(x) de la manière suivante: 


1 
ri quand x £ 3, 
çg(x) = 2 quand x = 3. 

Cette fonction (son graphe s'obtient du graphe de l'exemple 1 en y 
ajoutant le point N; cf. fig. 217) est aussi discontinue au point x — 3. 
La première condition est maintenant remplie, mais la seconde ne 
l'est pas: quand x —> 3, la fonction @(x) n’a pas de limite. 

EXEMPLE 3. La quantité de chaleur Q communiquée à un corps 
est fonction de la température T du corps. La fig. 218 donne la courbe 
représentative de cette fonction. La ligne RB correspond à l'état solide 
(T,; est la température initiale, T, la température de fusion), la ligne 
CE à l'état liquide (T; est la température de formation de gaz), la ligne 
FS à l'état gazeux. La fonction Q est discontinue pour T = T,et T=T;; 
en ces points elle n'a pas de valeur déterminée. Ainsi à la température 
de fusion T, correspondent toutes les valeurs possibles de la quantité 
de chaleur comprises entre Q = AB ct Q — AC. 


Q(x) = 


&8 219. Propriétés des fonctions continues en un point 


PROPRIÉTÉ 1. La somme, la différence et le prodüit de deux fonctions 
continues au point x — a sont continus en ce point. Le quotient 
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14 ù ; : : : 
— de deux fonctions continues au point x — a est continu si le déno- 
U 
minateur v ne s'annulc pas pour x — 4. 

PROPRIÉTÉ 2 (®. Si la fonction f(x) est continue pour une certaine 
valeur de x, l'accroissement de la fonction est un infiniment petit 
quand l'accroissement de l'argument l'est également. 


EXEMPLE. La fonction f(x) =— - 
D» 4 — 


et f(5) = n ($ 218, exemple 1). Quand + = 5 + À x, la fonction prend 


est continue au point x = 5, 


la valeur 
(5 + As) = = , 
L'accroissement de la fonction est égal à 
J(S + Ax) — J(5) = 7745 


Tlest infiniment petit quand Ax est un infiniment petit. 


$ 219a. Limite à droite, limite à gauche; 
saut d’une fonction 


Si la valeur de la fonction f(x) tend vers le nombre b, quand x tend vers a par valeurs 
plus petites que a, le nombre b, est appelé limite à gauche de la fonction f(x) au point x=0Q 


et on écrit: 
lim f(x) = b.. (1) 
x—>a—0 
Si /(x) tend vers b, quand x tend vers a par valeurs plus grandes que a, le nombre b, 
est appelé limite à droite de la fonction f(x) pour x + a et on écrit: 
lim f(x) = bs. 
+—a+0 - (2) 
La grandeur | b, —b,] est appelée saut (discontinuité) de la fonction. 


ExeurLe 1. La fonction Q, représentée sur la fig. 218, prs£ de au point T, la limite 
à gauche 4B et la limite à droite AC. Le saut est représenté par le segment BC = AC—AB. 


ExEMPLE 2. La fonction f(x) = ET (fig. 219) possède au point s = 0 une 


limite à droite b, = 0 et une limite à gauche b, = 1. Le saut est égal à l'unité. 
Les deux limites de la fonction f(x) au point x = a peuvent être égales. Si en outre la 
fonction est déterminée en ce point x = a, elle est alors continue en ce point. 


— a au point #s = 2 ses deux limites égales 
à 4. Toutefois au point x = 2 la fonction n'est pas déterminée et, par conséquent, 
elle est discontinue. Le graphe (fig. 220) est la droite y = # + 2 sans le point Af(2, #4). Si 
l'on convient en outre que /(2) = 4, la fonction f{x) devient continue. Le graphe est alors 
complété par le point Af. 


EXEMPLE 3. La fonction /(x) = = 


(°2 On peut prendre la propriété 2 pour définition de la continuité d’une fonction 
en un point (équivalente à la définition du $ 218). 
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FIG. 219 FIG. 220 


Si, en imposant une hypothèse supplémentaire déterminant la fonction f(x) au point 
a, on peut transformer la focction discontinue en fonction continue, on dit que la disconti- 
nuité est artificielle. Dans l'exemple 3 la discontinuité est artificielle, et elle ne l'est pas dans 
les exemples 1, 2. 


& 220. Continuité d’une fonction 
sur un intervalle fermé 


DÉFINITION. Une fonction est dite confinue sur un intervalle fermé si elle est 
continue en chaque point de cet intervalle, y compris les deux extrémités. 


ExEMPLE. Considérons la fonction Re (fig. 221). Elle est 
4x(x — 1) 


continue sur l'intervalle fermé LE 21, mais discontinue sur l'inter- 
2 


valle fermé (0,1), car les deux extrémités x — 0 et x = 1 sont des 
points de discontinuité. Elle est discontinue également sur l'intervalle 
fermé (1, 2), car elle admet une discontinuité à l'extrémité x = 1. Elle 


est encore discontinue sur l'intervalle fermé L3 ; 2) car un point de dis- 
2 


continuité x = 1 est intérieur à cet intervalle. 


&S 221. Propriétés des fonctions continues 
sur un intervalle fermé 


Supposons que f(x) soit continue sur l'in- 
tervalle fermé (a, b). Elle possède alors les 
propriétés suivantes. 

1. La fonction a aux points de l'inter- 
valle considéré la plus grande et la plus 
petite valeur. 

REMARQUE 1. Cette propriété peut ne pas 
exister dans le cas d’un intervalle ouvert (a, b). 

Ainsi, la fonction 2x ne possède ni de 
plus grande, ni de plus petite valeur dans FIG. 221 
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l'intervalle ouvert (1, 3) (elle aurait pu prendre ces valeurs aux extré- 
mités # = 1 ct x = 3, mais un intervalle ouvert ne comprend pas ses 
extrémités). 

2. Sim est la valeur de la fonction f(x) pour + = a ct n sa valeur 
pour x = b, f(x) prend à l’intérieur de l'intervalle (a, b) au moins une 
fois toute valeur p comprise entre #1 et n. 

GÉOMÉTRIQUEMENT, toute droite tracée parallèlement à l'axe 
des abscisses au-dessus du point À, mais au-dessous du point B (fig. 222) 
coupe au moins une fois la courbe 4B (trois fois sur la fig. 222). 

REMARQUE 2. Une fonction discontinue peut ne pas posséder la 
propriété 2 (cf. fig. 218 et 219). 

2a. En particulier, si la fonction a une valeur positive à l’une 
des extrémités de l'intervalle et une valeur négative à l'autre extré- 
mité, elle s’annule au moins une fois à l’intérieur de cet intervalle. 

GÉOMÉTRIQUEMENT, si l’un des points À, B (fig. 223) est situé 
plus haut que l'axe OX et l’autre plus bas, alors la courbe AB rencontre 
au moins une fois l’axe OX (deux fois sur la fig. 223). 

3. Si les variables x ct x’ varient de sorte que la différence x — x’ est 
un infiniment petit, la différence f(x) —/f(x°) est aussi un infiniment petit. 

REMARQUE 3. Si x’ est une grandeur constante c, la différence 
f{{x) — f{c) est un infiniment petit en vertu de la propriété 2 $ 219. En 
vertu de la propriété 3 du présent paragraphe, quand x — x’ est un in- 
finiment petit, la différence f(x) — f(x’) est aussi un infiniment petit non 
seulement quand x” est constant, mais aussi quand x” est variable. 

REMARQUE 4. Quand la fonction est continue dans un intervalle 
ouvert où semi-ouvert, la propriété 3 peut ne pas avoir lieu. Ainsi, la 


bicton est continue dans l'intervalle semi-ouvert (0, 1) où l’extré- 
x 

mité x = 0 est exclue. Supposons que x et x’ varient de sorte que x’ —2x 

et x —> 0. La différence x — x’ est un infiniment petit, mais la diffé- 


rence f(x) — f(x") = L LE = = est un infiniment grand. 
2x 2x 
_. 
p 
A 
À 


FIG. 222 FIG. 223 


QUATRIÈME PARTIE 


Calcul différentiel 


& 222. Remarques préliminaires 


Deux problèmes sont à l'origine du calcul différentiel: 

1) la recherche de la tangente à une courbe quelconque ($ 225), 

2) la recherche de la vitesse pour une loi arbitraire du mouvement 

$ 223). 
Ils ont conduit à un même problème qui a constitué la base du 
calcul différentiel, à savoir: on demande de définir, d’après la fonction 
f(®, une autre fonction f’(f), qui a été plus tard appelée dérivée et qui 
représente la vitesse de variation de la fonction f(f) par rapport à la 
variation de l'argument (la définition rigoureuse du la dérivée est 
donnée au & 224). 

C'est sous cette forme générale que le problème avait été posé par 
Newton, puis, sous une forme semblable, par Leibniz dans les années 
70 et 80 du XVII® siècle. Toutefois, au cours du demi-siècle qui précéda, 
Fermat, Pascal et d'autres savants avaient déjà formulé les règles 
permettant de trouver les dérivées de nombreuses fonctions. 

Newton et Leibniz ont parachevé l'œuvre; ils ont introduit les 
notions générales de dérivée ‘*? et de différentielle ‘*, ainsi que des 
notations facilitant grandement les calculs; ils ont développé au maxi- 
mum l'appareil du calcul différentiel et l'ont appliqué à la résolution de 
nombreux problèmes de géométrie et de mécanique. L'insuffisance 
de la rigueur logique ne fut comblée qu'au XIX® siècle (cf. $ 191). 


& 223. Vitesse (°°° 


Pour déterminer la vitesse d'un train nous le repérons à l'instant { —#, 
et à l'instant # — /,. Supposons que les trajets soient s, et s,. Nous 


(92 La « fluxion s de Newton. Le terme «dérivées a été introduit par Arbogast à la 
fin du XVIIIe siècle. 
ce°) Le terme s« différentielles a été introduit par Leibniz. 
(90°) Ce paragraphe sert d'introduction au $ 224. 
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divisons l'accroissement ($ 217a) du chemin parcouru As : 5, — S, 
par l'accroissement du temps At = 1, —1,. Le quotient 


As 
"A (1) 


donne la vitesse moyenne du train dans l'intervalle (f,, /,). Dans le cas 
d'un mouvement non uniforme la vitesse moyenne n'est pas une carac- 
téristique suffisante de la vitesse du mouvement à l'instant # = /.. 
Mais plus At cest petit, et plus cette caractéristique est précise. C’est 
pourquoi on appelle vitesse à l'instant t = t, la limite vers laquelle tend 


le rapport ‘ quand A! — 0: 
l 


‘ As 
u— lim -- 


A10 Ai (2) 


EXEMPLE. CHUTE LIBRE D'UN CoRPs. Nous avons: 
sl 
s = 2 US (3) 
Comme {, = {, + A, il vient 
As ms,—s ns (t + an —+ ni 
3 172 UT : 2 gr. 


Par conséquent, 


| 
+ + AN 
Po G) 


Calculant la limite nous trouvons: 
v= gl. (5) 


Nous avons introduit la notation f, pour souligner la constance 
de t lors du calcul de la limite. Comme {,'est un instant arbitraire, il est 
préférable de rejeter l'indice 1; on voit alors de la formule 


v — gt, (Sa) 


que la vitesse v, de même que le chemin parcouru s, est une fonction 
du temps. La forme de la fonction v dépend entièrement de la forme 
de la fonction s, de sorte que la fonction v « dérive + en quelque sorte 
de la fonction s, et on l'appelle fonction dérivée. 
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$ 224. Définition de la dérivée ‘*? 


Soit y = f(x) une fonction continue de l'argument x définie dans l'in- 
tervalle (a, b) ct soit x un point quelconque de cet intervalle. Donnons 
à l'argument x un accroissement Ax (positif ou négatif). La fonction 
y = (x) acquiert un accroissement Ay égal à 


Ay = f(x + Ax) — f(x). (1) 
Quand A+ est infiniment petit, l'accroissement Ay est aussi infiniment 
petit (8 219). 
Ay 


La limite vers laquelle tend le rapport Fe quand Àx — 0, c'est- 
x 
Do f(x 4 As) —f0) 
EE LE et À 6 À 
Ax-+0 As Q) 


est elle-même une fonction de l'argument x (cf. $ 223). Cette fonction 
est appelée dérivée de la fonction f(x) et est notée f(x) ou y’. 

En résumé, on appelle dérivée de la fonction la limite °° vers laquelle 
tend le rapport de l'accroissement infiniment petit de la fonction à l'accrois- 
sement infiniment petit correspondant de l'argument. 

REMARQUE. Lorsqu'on recherche la limite (2), la grandeur x est 
supposée constante. 

EXEMPLE 1. Trouver la valeur de la dérivée de la fonction y — 
= 41 pour # = 7. 

SoLurTion. Pour x = 7 nous avons y — 7? — 49. Donnons à l'argu- 
ment + l'accroissement Ax. L'argument devient égal à 7 + Ax, ct la 
fonction prend la valeur (7 + Axj)i. 

L'accroissement A de la fonction est égal à 


Ay = (7 + Ar) — 71 = 14 Ar + Az! 
Le rapport de cct accroissement à l'accroissement Ax cst 


Ay : 144% + Ax! 


re À = 14 + Ar. 


Nous trouvons la limite vers laquelle tend Ÿ quand Ax —> 0: 
x 


lim Ay = lim (14 + Ax) = 14. 
Ax-»0 ŸY Axr0 


La valeur cherchéce de la dérivée est 14. 


(*) Nous recommandons de lire au préalable $ 223. 
cee) Cf. $ 231 pour les cas où cette limite n'existe pas. 
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ExEMPLE 2. Trouver la dérivée de la fonction y = x? (pour une 
valeur arbitraire de x). Donnons à l'argument un accroissement Az 
L'argument prend la valeur #+ Ax. L'accroissement Ay de la fonc. 


tion est (x + Ax)? — x? = 2xAx + Axî. Le rapport _ est égal à 
x 


(x + Ax)? — x1 


Ax 
quand Ax —> 0: 


— 2x 4 Ax. La dérivée est la limite de ce rapport 


y = 2 x) = 2x. 
Y° pus <= ne x + Ar) 
La dérivée cherchée est y’ — 2x. Quand x = 7, nous obtenons 
— 14 (cf. excmple 1). 
EXEMPLE 3. Trouver la dérivée de la fonction y = sin x (l'argument 
est exprimé en radians). 
SoLUTION. Donnons à l'argument l'accroissement Ax. L'accrois- 


sement de la fonction est Ay = sin(x + Ax) — sin x = 2 cos + 


Ax Ax 
— | sin —: 
+ 2 
Le rapport Ay est égal à 
Ax 
2 cos + D] - sin Ax 2 sin = 
a cos [x + — . 
Az 2 Az 


La limite de ce rapport, quand AÀx -> 0 ($$ 213, 215), est égale à 


2 sin 2 


UT Nico 


x + — ) um 
Ax—0 Az Ax—0 Azx—0 7 às 


Par conséquent, y’ = cos x. 
8 225. Tangente 
On dit que la droite T’MT est fangente à la courbe L au point A 


(fig. 224) si la sécante AfA!’ tend vers la position T’MT * lorsque Af’, 
tout en restant sur Z, tend vers A1. 


te) L'expression « tend vers la position » signifie que l'angle aigu de la droite immobile 
T'AIT avec la droite mobile Af AS’ tend vers zéro. 
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ré 


FIG. 224 F1G. 225 


IÈHMARQUE. On voit (fig. 225) que-la tangente peut avoir avec 
la courbe des points communs autres que le point de tangence. 

Si L est la courbe représentative de la fonction y = f(x), le coeffi- 
cient angulaire de la tangente cest égal à la valeur de la dérivée au point 


correspondant ‘° 
Cela apparaît de la fig. 226. Le coefficient angulaire À de la sécante 


M° 
cst égal à À = Qu” = ày + Si A1’ tend vers M, alors À a pour limite 
MQ Ax | 
le coefficient angulaire »7 de la tangente. Cela signifie que #1 = 


= lim Ay, autrement dit ($ 224) m = f'(x). 
Art-0 AÀx 

EXEMPLE 1. Trouver le coefficient angulaire ct l'équation de la 
tangente à la parabole y — x? au point Af(1, 1) (fig. 227). 

SoLuTION. Nous avons y’ = 2x ($ 224, exemple 2). Pour x = I 
nous obtenons y’ — 2. Le coefficient angulaire cherché de la tangente 
cest »1 = 2. L'équation de la tangente est y — 1 — mx — 1), c'est-à-dire 
ÿ = 2x — 1. 


FIG. 226 FIG. 227 


te) Si la courbe représentative ne possède pas de tangente, la fonction f(1) n'a pas 
de dérivée, et inversement. 
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EXEMPLE 2. Trouver l'équation de la tangente 
à la courbe y = sin x (sinusoïde, fig. 228) au 
point O, (0, O). 

SoLzurTiox. Nous avons y’ = cos x ($ 224 

FIG. 228 exemple 3). Pour x = 0 nous obtenons y’ = 1. 

L'équation de la tangente est y = x. 

Notons que la sinusoïde est située de part et d'autre de la tan- 
gente T'OT. 

EXEMPLE 3. Le cocfficient angulaire (égal à a) de la ligne droite y — 
= @x + b est la dérivée de la fonction y = ax + b (la tangente à une 
droite cest cette droite elle-même). 


$ 226. Dérivées de quelques fonctions simples 


1. La dérivée d'une constante est égale à zéro 
(a) = 0. (1) 

Signification physique ($ 223): la vitesse d'un point immobile est 
nulle. 

Signification géométrique: le coefficient angulaire de la droite 
y = a (UV sur la fig. 229) est nul (cf. $ 225, exemple 3). 

REMARQUE. Pour certaines valeurs de + la fonction peut avoir 
uue dérivée nulle sans pour cela tre constante. Ainsi, la dérivée 


(sin x)” = cos x ($ 224, excmple 3) cst nulle pour x = > , 4 — 


3 
PL ctc. 


Or, si la dérivée f’(x) est identiquement nulle, la fonction f(x) est 
nécessairement constante ($ 265, théorème 1). 
2.'La dérivée de la variable indépendante est égale à l'unité: 


(x) = 1. (2) 

Signification géométrique: le coefficient 
angulaire de la droite y = x est égal à l'unité. 
Signification physique: si le chemin par- 
couru par un corps cst numériquement égal 


à la durée du mouvement, la vitesse est numé- 
TIG. 229 riquement égale à l'unité. 
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3. La dérivée de la fonclion linéaire y = ax + b cest la constante a: 
(ax + b)° = a. (3) 
4. La dérivée de la fonclion puissance cest égale au produit de l'expo- 


sant de la puissance par la fonction puissance avec un exposant infé- 
ricur d'unc unité: 


(at) = nant, (4) 
EXEMPLES. 
1) (x?) — 2x 
2) (x) = 3x2. 
Les ci 

3 = (2) = — Pine =. 
) (Ÿx)'= (11°) se FF 

1) 2 
4 — — 2) — __92 7, 
) | } (r-2) = — 24 À 


8 227. Propriétés de la dérivée 


1. On peut sortir un facteur constant de sous le signe de la dérivée: 
{uf(u)} = af'(x). 
L'XEMPLES. 
1) (3x2) = 3(x2)° = 3 : 2x = Gr. 


ÉCES RS 


Es 2 | 
3) (Ÿ2x)° = FA(Y x)’ Sr 
2Vx }2r 
2. La dérivée de la somme algébrique de plusieurs fonctions (en 
uombre fixe) est égale à la somme algébrique de leurs dérivées 
Lts) + ff) — ON = Ji) + fix) — fs). 
EXEMPLES. 
4) (0,34° — 2x + 0,8)’ — (0,342) — (2x)° + (0,8)° = 0, Gr — 2 (la 
dérivée du dernier terme cst nulle; $ 226, 1). 
3 —)! 3)’ j= 6 3 
5)1——6Yx| — à] —6(} x)" = — — — —. 
+2 x # x 


10-1158 
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$ 228. Différentielle 


DÉFINITION. Supposons que l'accroissement ($ 217a) de Ja fonction /(+) 
est la somme de deux termes: 

Ay = AAÂx +oa, (1) 
où À ne dépend pas de Ax (c'est-à-dire est constant pour une valeur 
donnée de l'argument x) et « est d'ordre supérieur ($ 217) par rapport 
à Ax (quand Ax —+ 0). 

Dans ce cas, le premier terme proportionnel à Ax est appelé la 
différentielle de la fonction f(x) et cst noté dy ou d/f(x). 
EXEMPLE Î. Prenons la fonction y — x*. Nous avons alors (° 


Ay = 3x'Ax + (3rAr° + Ar!). (2) 
Ici le coefficient À — 3x2? ne dépend pas de Ax. de sorte que le 
premier terme est proportionnel à Axet l’autre terme x = 3rAx? + Ax3 


est d'ordre supérieur (deuxième) par rapport à Ax. Par conséquent, 
le terme 3x?Ax est la différentielle de la fonction #*: 


dy := 3xAx ou d{s') = 31'Ar. (3) 


THÉORÈME Î. I.e coefficient À est égal à la dérivée f’(x), en d'autres 
termes la différentielle de la fonction cst égale au produit de la dérivée par 
l'accroissement de l'argument: 


dy = y'Ax (4) 
df{x) = f'{x) Av. (43) 


EXEMPLE 2. Nous avons trouvé dans l'exemple Î que d{1*) — 
= 3x2Ax. Le coefficient 3x? est égal à la dérivée de la fonction x. 


ou 


EXEMPLE 3. Si y — e »s alors y’ = — _ ($ 226, 4). C'est pour- 
x x 
quoi dy = — _ . 
x? 
1 1 — x 


Vérifions cette affirmation. Nous avons Ay = Si 


+4) + x +) 
l'on décompose cette expression en deux termes dont le premier est — un . le secoud sera 
A1! 
x'(x + Ax) 
THÉORÈME 2. Si la dérivée n'est pas nulle, la différentielle de la 
fonction et son accroissement sont des infiniment petits équivalents 


. Le second terme est d'ordre supérieur (deuxième) par rapport à Ar (°), 


€) L'écriture Az! signifie la mème chose que (Ar)' (nous omettons les parenthèses). 
Si l'on doit désigner l'accroissement de la fonction x', on le note A(x!). 


st EL Ne 
(°°) On suppose que x = 0 (pour x = 0 la fonction Te est pas définic). 
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(quand Ax > 0); si la dérivée est nulle (dans ce cas la différentielle 
est aussi nulle). ils ne sont pas équivalents. 

EXEMPLE 4. Si y = x3, alors Ay = 2xAx + Ax et dy = 2xAx. 
Pour #* = 3 les grandeurs Ay — 6Ax+ Ax? ct dy = 6Âx% sont des 
infiniment petits équivalents, pour x — 0 les grandeurs Ay = Ax? et 
dy = 0 ne sont pas équivalentes. 

On utilise souvent l'équivalence de la différentielle et de l'accrois- 
sement dans les calculs approchés (il est généralement plus facile de 
calculer la différentielle que la dérivée). 

EXEMPLE 5. Soit donné un cube métallique d’arête x — 10,00 cm. 
Quand on chauffe le cube, l'arête s’allonge de Ax = 0,01 cm. Trouver 
l'accroissement du volume Ÿ du cube. 

Sozution. Nous avons V — x, de sorte que dV — 3x13Ax — 
— 3:10?-0,01 — 3 (cm). L'accroissement AV du volume est équiva- 
lent à la différentielle dV, de sorte que AFP Æ 3 cm$. Un calcul exact 
aurait donné AV = 10,01%— 163 — 3,003001. Toutefois, dans ce résultat 
tous les chiffres à l'exception du premier ne sont pas sûrs; cela signifié 
que l'on doit de toute façon arrondir cette valeur jusqu'à 3 cm. 

On donnera plus bas [$ 243 (exemple 4) et $ 248] d’autres exemples 
d'application de la différentielle dans les calculs approchés. 


& 229. Interprétation mécanique 
de la différentielle 


Soit s — f(t) la distance parcourue par un point en mouvement recti- 
ligne à partir d’une position initiale (f est la durée du trajet). L'accrois- 
sement Às est le chemin parcouru par le point dans l'intervalle de temps 
At et la différentielle ds — f’(t) At ($ 228, théorème 1) le chemin que le 
point aurait parcouru pendant le mème intervalle de temps At s'il 
avait conservé la vitesse f”’(f) atteinte à l'instant {. Quand At est infini- 
ment petit, le chemin virtuel ds diffère du chemin véritable Às d’un 
infiniment petit d'ordre supérieur par rapport à At. Si la vitesse à 
l'instant { n'est pas nulle, ds donne une valeur approchée d'un petit 
déplacement du point (cf. $ 228, théorème 2). 


& 230. Interprétation géométrique 
de la différentielle 


Soit Z (fig. 230) la courbe représentative de la fonction y = f(x). 
Nous avons alors 


Az = MQ, Ay = QM". 
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La tangentce AIN partage le segment Ay 
en deux parties, ON et NM”. La première est 
proportionnelle à Ax et égale à ON = MQx 


MN 
x tg QMN = Axf'(x) (cf. $ 225), autrement dit, 
ON est la différentielle dy. 

La seconde partie NM” est la différence 
Ay — dy; c'est un infiniment petit d'ordre su- 
péricur par rapport à Ax. Dans le cas considéré 

FIG. 230 où f’(x) 0 (la tangente n'est pas parallèle à 

l'axe OX), les segments DA” et ON sont équiva- 

lents ($ 228, théorème 2); en d'autres termes, NA’ est aussi d'un 
ordre supérieur par rapport à Ay = QM”. Cela apparaît de la figure 
(plus A” s'approche de Af et plus la part du scgment NA’ dans le 
segment OM” devient petite). 

Ainsi, la différentielle de la fonction est représentée graphiquement 
par l'accroissement de l'ordonnée de la langcnic. 


8 231. Fonctions différentiables 


Une fonction continue possédant (en un puint donné) une différentielle 
est dite différentiable (au point donne). 

Unc fonction discontinuc ne peut avoir au point de discontinuité 
ni de dérivée, ni de différentielle (la courbe représentative n’a pas de 
tangente; cf. fig. 214 et fig. 219). 

Une fonction continue en un point donné peut ne pas avoir de 
différentielle en ce point. Nous considérons plus bas trois cas caracté- 
ristiques. 


Cas 1. La function y = f(x) possède au point considéré une deritée infinie, autre- 
ment dit, 


Jin ây = + © 
Ar0 As 
ou 
lim -—— = — © 
Ax0 Ax 


(en d’autres termes A}: est d'ordre inférieur par rapport à 4x). La courbe représentative 
possède une tangente verticale. 
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ECRITURE (conventionnelle): 
f'(1) — ©. 


Exeurze 1. La fonction f(x) — Ÿ: (fig. 241) 
n’est pas différentiable au point x = 0. La grandeur 


Ay _ Vo + ax — ÿo 
Az Ax 
a la limite infinie -+ © quand Ax — 0. 

La tangente au point x= 0 coïncide avec l'axe OY'. 


REMARQUE 1. Une fonction possédant (en un point donné) une dérivée finie 
est différentiable. Inversement, une fonction différentiable possède une dérivée finie. 


F1G. 231 


Cas 2. Le rapport Re n’a pas de limite quand Ar-»0 (autrement dit, la fonc- 


tion y = /(x) ne possède pas de dérivée), mais possède une limite à droite (quand 
Ar + +0, $ 219a) et une limite à gauche (quand Ax-+>—0). La première est appclée 
dérivée à droile ct notée f'(x + 0) et la seconde dérivée à gauche et notée f’(xr — 0). 

Au point considéré (M sur la fig. 232) la courbe représentative n'a pas de tangente 
unique, mais une demi-langenle à droite AIT, et une demi-langenle à gauche MT,, autroincent 
dit, la sécante Af M” tend vers la position AT, quand Af° tend vers Af à droite, et la posi- 
tion AT, quand Af° tend vers Af à gauche. 

ExewpLr 2. La fonction f(x) = 1 —|[1—x{| (fig. 233) n'est pas différentiable 
au point x = 1. La courbe K’A[K n’a pas de tangente au point N/(1, 1). La dérivée à droite 
JU + 0) = — 1, la dérivée à gauche J'{ — 0) = 1. 

Cas 3. La fonction y = f(x) n'a pas de dérivée à droite ou de dérivée à 
gauche (ou ni l'une, ni l’autre). La courbe représentativo n’a pas de demi-tangente 
correspondante. 


1 
EXEMPLE 3. La fonction donnée par la formule f(x) — x sin ms (fig. 244) cst, avec 


se # , » ® 1 
la condition supplémentaire f(0) = 0 (l'expression sin = n'a pas de sens pour x = 0), 


cntinue au point x = 0. 

Toutefois quand Af’ tend vers O à droite (ou à gauche), la sécante OM” oscille entre 
les droites UF (y = x) et U’F” (ÿ — — x) et ne tend vers aucune droite. La cnurlx re- 
prsrutative ne possède au paint O ni de demi-tangente à droite ni de demi tangente À 
gauche ct la fonction f(x) ni de dérivée à droite, ni de dérivée à gauche. 


Y M1) 


FIG. 232 FIG. 233 
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Y 


N 


FIG. 214 


REMARQUE 2. On pcut même imaginer des fonctions continues qui ne possèdent 
pas de dérivée en aucun point (°). Par conséquent, l'existence de la dérivée ne découle 
pas logiqueinent de la cuntinuité des fonctions. Ce fait fut découvert par Lobatchevski. 


$ 232. Différentielles de quelques fonctions 
simples 


1. La différentielle d'une grandeur constante est nulle: 
da =0. (1) 
2. La différentielle de la variable indépendante cest égale à son 
accroissement : 
dx = Ax. (2) 


(Nous ne pouvons ni construire, ni même nous imaginer la courbe figurative de cette 
fonction; en effet, nous acquérons l'idée d'une courbe en faisant abstraction des objets 
réels, et elle s'avère indissolublement liée à la notion de direction. Déjà dans l'exemple 3 


la «courbes y == x sin - n'a pas de direction au point # = 0. Mais dans ce cas le fait 


qu'au voisinage du point O la courbe a une direction déterminée vient aider notre 
imagination. 
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3. En général, la différentielle d’unc fonction linéaire est égale 
à son accroissement : 
d{ax + b) = A(ax + b) = aAx. (3) 


Pour les autres fonctions la différentielle et l'accroissement ne 
sont pas égaux (mais leur différence est un infiniment petit d'ordre 
supérieur par rapport à Ax; $ 228). 

4. La différentielle de la fonction puissance x" est égale à 
ux"71Ax [cf. (4) $ 233): 


di = n11-1Ar. (4) 


& 233. Propriétés de la différentielle 


1. On peut sortir un facteur constant de sous Île signe de la différen- 
ticile: 
d{af(x)) = adf{x). (1) 
2. La différenticlle de la somme algébrique de plusieurs fonctions 
(en nombre fixe) est égale à la somme algébrique de leurs différentielles: 
dIf(x) + fils) — fa) = dfi(x) + dflx) — dfifx). (2) 
3. La différentielle d'une fonction cst égale au produit de la dérivée 
par la différentielle de l'argument: 
df(x) = f'(x) dr. (3) 
Cela découle du $ 228 (théorème 1) et du $ 232, 2. 
En particulier (cf. $ 232, 4). 
d{x®) = n1%-1dr. (4) 


&8 234. Invariance de l'expression f’(x) dx 


L'expression f’(x) Ax représente ($ 228, théorème 1) la différentielle df(x) 

quand on considère x comme argument. Si la grandeur x cile-même est 

considérée comme une fonction d’un certain argument f, l'expression 

f'{(x)Ax ne représente pas en règle générale la différenticlle (cf. plus bas 

exemple 1); le cas de la fonction linéaire x = af + b fait exception. 
Au contraire, la formule (3) du $ 233 


df(x) = f'{x) dx (1) 


est valable aussi bien dans le cas où x est un argument (dans ce cas dx = 
= Ax) que dans le cas où x est une fonction de # (cf. plus bas exem- 
ple 2). 
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Cette propriété de l'expression f(x) dx cst appelée son rauvariance. 

EXEMPLE 1. L'expression 2xAx cest la différentielle de la fonc. 
tion y = x? quand x est l'argument. 

Posons maintenant 


er (2 
et considérons { comme argument. Nous avons alors | 
y= at =, L (3) 
Nous trouvons de (2): 
Ar = 2AI + AN. (4) 
Cela signifie que 
2xAx = 2(2AI + Af). (S) 


Cette expression n'est pas proportionnelle à Af, de sorte que 2x4: 
n'est pas égale à la différentielle. Nous trouvons de (3) la différentielle 
de la fonction y: 

dy = 4AI. (6) 


CompParant (5) et (8) nous voyons que la différence entre 2rAx et dy est égale 4 
21*A! qui est du second ordre par rapport à At. 


EXEMPLE 2. L'expression 2xdx représente la différenticlle de 
la fonction y — x? pour n'importe quel. argument !. Supposons, par 
exemple, que x = f?. Nous avons alors 


dx = 21. 
Cela signifie que 
‘ 2xdx = 2U1.21A) = 4/AI. 
Comparant avec (6), nous voyons que 

dy = 2xdr. 


$ 235. Expression de la dérivée 
en fonction des différentielles 


La dérivée de la fonction ; par rapport à l'argument x cst égale au 
rapport de la différentielle de la variable 3 à la différentielle de la varia- 
ble x: ; 
. _ dy 
a wi : 
L'indice x dont on a affecté le symbole y’ souligne le fait que lors 
du calcul de la dérivée l'argument est précisément x. Par contre, les 
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différentielles dy ct dx peuvent être prises par rapport à n'importe quel 
argument (cf. $ 234). 
Les notations les plus commodes de la dérivée sont souvent l'expres- 


dy : 
sion —— et les expressions analogues: 
dx 


4 (la dérivée de la fonction f(x) par rapport à x), 


dp(!) 


TS (la dérivée de la fonction @(f) par rapport à #), 


d(3x° + 2x + 1) 


Pr = 6x + 2, etc. 


On utilise également les notations conventionnelles 
d d 
7/6) ‘dx (32° + 2x + 1), etc., 


particulièrement commodes quand on calcule la dérivée d'une expres- 
sion compliquée. 


& 236. Fonction de fonction (fonction composée) 


La grandeur y est appelée fonclion de fonclion (ou fonction composée) 
si elle est considérée comme une fonction d’une certaine variable (au- 
xiliaire) # qui à son tour dépend de l'argument x: 


y = fu), u = çlr). (1) 
Donc, y s'avère être une fonction de x, ce que l'on peut écrire ainsi: 
y = fr). (2) 


Si f(#) et o(x) sont des fonctions continues, la fonction /{[?(x)] 
est aussi continue. 

EXEMPLE. Si y = #% et 1 — 1 + x, alors y est une fonction com- 
posée de x, ce que l'on peut écrire 


y=(1+3:t). 


$ 237. Différentielle d’une fonction composée 


La recherche de la différentielle d'une fonction composée n’exige pas 
de règles particulières (du fait de l'invariance de l'expression f(x) dx; 
$ 234). : 
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ExEMPLE Î{. Soit à différentier la fonction y == (1 + :1*}°. 
SOLUTION. Considérant y comme une fonction composée (y = 13, 
tt — 1 + x?), nous avons: 


dy = 3u'du, du = 2xûr. 
Nous en tirons: 
dy = 3(1 + x!) - 2rdx = (6x + 12:° + 61!) dx. 
Nous pouvons obtenir directement ce résultat: 
dy = d(1 + 3x" + 3ut + at) = (6x + 12x92 + Gxt) dx. 


REMARQUE. On n'introduit pas dans la pratique une notation spé. 
ciale pour la variable auxiliaire #. Dans l'exemple 1 on procède ainsi: 


di + x} = 301 + at)te dft + x) — 3(1 + at) 2rdr. 
EXEMPLE 2. Trouver d|'a? — x?. 
SOLUTION. 


xdx 


AVE du — 9) = 7 (ar — 29) ter — 49 = — Va 


& 238. Dérivée d’une fonction composée 


La dérivée d'une fonction composée est égale à la dérivée de la 
fonction par rapport à la variable auxiliaire, multipliée par la dérivée 
de cette variable par rapport à l'argument: 


dy dy du, 
dx du dx (1) 


EXEMPLE 1. Trouver la dérivée de la fonction 
y= Ya"! 


(par rapport à l'argument x). 
Posant 


nous avons: 
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Nous obtenons d’après la formule (1): 


dy | zx 


— à (2m — —— 


dx 2Va—:» Vaï — st 


REMARQUE. Quand ils utilisent la notation (Va? — xt}, les débutants cominctte 


souvent une erreur. Sachant que (Ÿx)’ = = » ils écrivent le résultat sous la forn 
2} zx 
1 
» en oubliant de multiplier par (u* — x°)’ = — 2x. L'erreur est due à 
2Vat — 1! 


notation défectueuse (on ne voit pas par rapport à quel argument la dérivée est calculé: 
C'est pourquoi on utilisera au début l'écriture suivante: 


Ve ee ————— 
dx 2} — x! dx 2Yar — st 


Quand une habitude suffisante est acquise, on accomplira mentalement la transfu 
mation auxiliaire. 


On évite le mieux l'erreur en calculant au préalable la différentielle dYa* — 1 


Obtenant ($ 237, exemple 2) 


» nous Prenons le coefficient de dr (autr 


a — x! 


ment dit, nous divisons par dx) et nous trouvons pour la dérivée l'expression D net 


ExEMPLE 2. Trouver la dérivée de la fonction y — sin? 2x. 
SozuTiox. Nous avons ici trois dépendances successives: 


y=u, u=sinr, v©—2r. 
dy dy du dv 


Par analogie avec (1) nous avons: —— — ——. —. Vu qu 
| dx du du dx 


du d sin v 
du dv 


— cos vu ($ 224, exemple 3), nous trouvons: 


2 = 2u- cos 0: 2 æ 4 sin 2x + c0$ 2x = 2 sin 4x. 


Pour ne pas commettre d'erreur il est préférable de procéder ainsi: 
d sin? 2x = 2 sin 2x. d sin 25 = 2 sin 2x cos 2x. d{2x) = 
= 4 sin 2r. cos 2x - dr. 


Divisant par dr nous obtenons: 


d sin? 2x 


= 4 sin 2x cos 2r. 
ds 


300 MATHÉMATIQUES SUPÉRIEURES 


&$ 239. Différentielle et dérivée d'un produit 


RÈècze. La différentielle du produit de deux fonctions est égale à la 
somme des produits de chacune de ces fonctions par la différentielle 
de l'autre: 


d{uv) = udv + vdu. (1) 
Pour le cas de trois facteurs nous avons 
d{uræ) = vw. du + uw. du + uv: dir, (2) 


on procède de façon analogue pour un nombre arbitraire de facteurs. 
La dérivée du produit est calculée d'après la même règle (le mot 
+ différentielle + est remplacé par le mot « dérivée »): 


(uv) = uv” + vu’, (la) 
(cie) = eru” + mur” + une”. (22) 


EXEMPLE Î. Trouver la différentielle ct la dérivée de la fonction 
(2x2 + 3x) (x — 2). 


SOLUTION. 
di(2x ++ 32) (3% — 2)] = (22? + 3x) dx? — 2) + (1° — 2) x 
x d{22 + 3x) = (2x1 + 3x) 3atdx + (2° — 2) (4x + 3)dv = 
æ (10xt + 1239 — 8x — 6) dx. 


Le coefficient 10zx%-+ 12x9 — 8x — G est la dérivée. Nous aurions 
trouvé d'après la formule (1a): 
[(22% + 3x) (a9 — 2)}° = (2x? + 3x) (x — 2) 4- (x? — 2) (2xt + 3), cte. 
EXEMPLE 2. 


| 
af sin —) = an + See dx — sn a(=) + Re dr — 
x x zx x x x 


1 
— X COS — 
1 | 1 
ce ———" ds + sin Le (—-+ cs + sin ;) dx. 
z x x x x 
Nous en tirons 


d 1 1 1 1 

es Î = = > -— _— Î — 

ss) n cos — + sin — (3) 
1 

REMARQUE. On suppose que x Æ 0. Pour x = 0 la fonction x sin pa n'est pas déter- 


minée. Toutefois, même si on la complète ($ 231, cxemple 3), elle n'est pas dérivable 
pour x = 0 (quand x — 0, la dérivée (3) ne tend vers aucune limite; cf. fig. 234). 
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g 240. Différentielle ct dérivéc d'un quotient 
(d'une fraction) 


RÈèGLE. La différentielle d’une fraction est égale au produit du déno- 
minateur par la différentielle du numérateur moins le produit du numé- 
rateur par la différentielle du dénominateur, le tout divisé par le carré 


du dénominateur: 
u v du — 1 du 
On a la méme règle pour la dérivée d'une fraction (le mot « dif- 
férenticlle s cst remplacé par le mot + dérivée ») 


u \’ TH” — ur 
Cie (12) 
EXEMPLE 1. Trouver y’ si y = ce . Nous avons: 
+ 
CH DO + 1) — (2x +1) (x +1) (a+ 1) 2— (2x + 1) 2x 
eme 0 
c'est-à-dire 
s_ _A—x—-s+)), 
PS ri 
EXEMPLE 2. Trouver d Er > . 
Nous considérons d’abord cette expression comme une fonction 
— 1 
cumposée Ê = Ju; 0 = LE . 
1— x 
a] = VE à 1+5 DR (1— x)dr +(1+a)dx, 
1—7r Via = +5 (1 — x)! 


Après simplifications nous obtenons: 
F ] +x dr 
ls  (—xÿi—z 
$ 241. Fonction inverse 


Si de la relation y = f(x) découle la relation x = (y), la fonction œ(y) 
est appelée fonction inverse de la fonction f(x). 


EXEMPLE 1. La fonction inverse de y = x? est x = +YŸy (fonction 
à deux déterminations). 

EXEMPLE 2. La fonction inverse de y = sin x cest la fonction à 
une infinité de déterminations x = arc sin y (définie pour toutes Îles 
valeurs de y inférieures à 1 en valeur absolue). 
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REMARQUE. En règle générale, la fonction inverse est multiforme ®). On peut faire 
abstraction de cette complication si l’on rétrécit le domaine de définition de la fonction 
initiale. Ainsi, dans l'exemple 1 on peut faire abstraction des valeurs négatives de l'argument 


x ct alors la fonction inverse x = + Wy sera uniforme. 


Avec les notations précédentes, le graphe de la fonction y = f(x) 
est également celui de la fonction inverse x = o(y). 

Toutefois, les notations des variables sont d'ordinaire interverties 
et l'on désigne l'argument de la fonction inverse par x, de même pour 
l'argument de la fonction donnée. 


EXEMPLE 3. La fonction inverse de y = +? est y = x (fonction 
uniforme), la fonction inverse de y = 2* est la fonction y = log, x. 

Avec ces notations les graphes d'une fonction et de son inverse 
sont symétriques par rapport à la droite y = x (fig. 235). 

DÉRIVÉE DE LA FONCTION INVERSE. Etant données deux fonctions 
inverses (au sens de ce paragraphe), la dérivée de chacune d'elles est 
l'inverse (au sens arithmétique) de la dérivée de l'autre ‘°°’: 

dx dy 
“dy RE de ” (1) 


EXEMPLE 4. Considérons la fonction y = x* pour les valeurs 
positives de x. La fonction inverse (fig. 236) cst x — ÿ 3. Nous avons: 


FIG. 235 FIG. 236 


(°3 A l'exception des cas où, avec la croissance de l'argument, la valeur de la fonc- 
tion initiale ne cesse de croitre ou de decroître (de telles fonctions sont dites monofones). 


; : d 
(°°) Si la dérivée s’annule, on doit comprendre la furmule (1) dansce sens que 


la fonction inverse possède en ce point une dérivée infinie, autrement dit, lim _ = © 


(cf. 5 231, cas 1; $ 213, remarque 2). 
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g 242. Logarithmes népériens 


La formule de dérivation de la fonction logarithmique ($ 243) prend 
une forme simple quand la base du logarithme est le nombre 


e— lim (: + =) # 2,11828 
z—0 # 
($ 214). Le logarithme est alors appclé népérien ct noté In (*. 
Pour passer des logarithmes népériens aux logarithmes de base a, 
on doit les multiplier par le module égal à log, c: 


loga x = loga ein x. (1) 


Inversement, pour passer du logarithme de base a au logarithme 
népérien, il faut le multiplier par In a (c'est-à-dire par log, a) ‘‘°: 


Inx=ina logs x. (2) 


RÈGLE UNÉMONIQUE, Écrivant la formule (1) sous sa form: complète, nous obtenons 
lora v -= 19ga € loge x. Si l'on rejette les symboles leg et si avec les lettres restantes on forme 


; X € x : : 
des «fractions » Pr la preruière cest le produit des deux autres. Il en est de 


méme pour la formule (2). 
Ice module relatif au passage des logarithmes népériens aux logarith- 
mes décimaux (ou vulgaires) cest noté Af: 
AM = ge = 0,43129 (3) 


{on retient aisément les quatre premicrs chiffres A = 0,4343). Les 
formules (1), (2) s'écrivent alors ‘°° 


li x= Mlnxzx, (4) 
hNx= _ lg x, (5) 

où 
À In 10 + 2,3026. (6) 


Af 


(°2 Le nombre e est irrationnel; de plus, il est transceudant, autrement dit, ilne 
peut étre la racine d'une équation algébrique à coefficients rationnels. De même, tous les 
logarithmes népériens des nombres entiers sont transcendants, ainsi que les logarithmes 
décimaux de tous les nombres entiers (sauf 1, 10, 100, 1000, etc.). La transcendance du 
nombre « a été déinontrée en 1871 par Hermite, la transcendance des logarithmes en 1934 
par Guclfond. 

ce) Les quantités logs «# et log, a sont inverses (loÿa 6 : l'ige 4 mm 1). 

(*°°) Pour ne pas se tromper lorsqu'on multiplie par Af et par x’ il est utile de 
tenir compte du fait que le logarithme décimal de tout nombre supérieur à l'unité est 
plus pelit que le logarithme népérien (par exemple, in 10 # 2,3 et 1g 10 == À). 
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Pour multiplier par Af ct par = on peut utiliser des tables spé. 
4 


ciales (pr. 831-832). 
EXEMPLE 1. Trouver In 100. 
En vertu de la formule (5) nous trouvons In x =3 2,3026 : 24,605, 
EXEMPLE 2. Calculer €% à l'aide de la table des logarithmes déci- 


maux. 
Nous avons: Ig(e3) = 3 1ge — 3. — 1,3029, d'où e* = 20,09, 


On peut utiliser la table des logarithmes népériens (pp. 828-830). 
Nous avons: In (e%) — 3; pour trouver les quatre premicrs chiffres du 
nombre e% il faut réaliser une interpolation. 

EXEMPLE 3. Le logarithme décimal d'un nombre est égal à 0,504]; 
trouver son logarithme népérien. Nous avons: 


In x = _ lg x 2 2,303 - 0,5041 + 1,161. 


On peut trouver ce produit à l’aide de la table de la paye 832: 
notamment, 


1 : 
Ai . 0,59 = 1,1513 


] 
— + 0,0011 = 0,009 
FT 0,0011 L 


1 
ag 501 & 1,161 


&S 243. Différentielle ct dérivée de la fonction logarithmique 


La différentielle ct la dérivée du logarithme népérien ($ 242) s'expri- 
ment par les formules 


dx 
dinr=—, (1) 
d', 1. 
PTE (2) 
Si la base du logarithme est un nombre arbitraire, alors ‘* 
dx 
d loga x = loge à (3) 
d 1 
TH 6e sx = lee. (4 


(®On peut obtenir la formule (3) de (1) en tenant compte de la formule (1) du $ 242. 
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En particulier, pour les logarithmes décimaux on a 


die Afdr | (3a) 
x 
digzx 1 
de (4a) 


Ici M & 0,4343 cst le module relatif au passage des loyarithmes népé- 
riens aux logarithmes décimaux. 


EXEMPLE lÎ. 
d 1 d : a 
2 NE) rie ares 
EXEMPLE 2. 
1+x dx dx 2dx 
din = da dite ris in 


EXEMPLE 3. Trouver la valeur de la dérivée de 1g x pour x = 100. 


La formule (4a) donne (Ig x)’ — Li) = _— = 0,00#3. 
x 


EXEMPLE 4. Trouver, sans utiliser les tables, 1g 101. 


L'accroissement À 1g x est approximativement égal à la différen- 
MAx 


x 


tielle dIg x = + Pour x — 100 et Ax = 1 nous obtenons: AlgxÆ= 


‘0,4343 : 1 
100 


Æ 0,0043. Par conséquent, 


ly 101 = Îg 100 + À Ig 100 # 2 + 0,0043 = 2,0043, 
ce qui coïncide avec la valeur lue dans la table. 


8 244. Dérivée logarithmique 


Lors de la dérivation on peut prendre au préalable le logarithme des 
expressions se prêtant bien à cette opération. 
EXEMPLE 1. Dériver la fonction y = xe 
1) En prenant le logarithme dans le système de base €, nous trou- 
vons: 


zx! 


In y = In x — 2? (1) 
2) Dérivons maintenant les deux membres de l'égalité (1): 
dy dx 


— = — — Lrds. 
y x 
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3) KRemplaçant y par xe *’, nous trouvons: 
dy == xe x° (= _— 2x)4x =6 ot — 21!) dx. 


EXEMPLE 2. Dériver la fonction y = x”. Nous obtenons succes. 
sivement: 


1) Iny=#xin x, 

2) Y = A(In x) + In x = 1 +in x, 
4 

3) y” = y(1 + In x) = x7(1 + In x). 


LxXEMPLE 3. Dériver la fonction 


1+x 
ÿ = 


1— x: 


(cf. $ 240, cxcmple 2). 


1) In y — A In(1 + x) — 2. In(1 — »), 
2 2 


; 1+x 1! l 
3) y” —  — = NEC TERRE 
1—x 1— 33 (1—x:)Y1— 4 
EXEMPLE 4. Dériver la fonction 


Œ+iP  , 
x + 2 (x + 3) 


1)Iny = 21n(x + 1) —31n(x + 2) — 4#In(x + 3), 


y = 


4 2 3 4 
2) == — — — — , 
y x +1 x +2 x +3 
re (x + 1)? | 2 3 4 |= 
(x +233 (x 1-3} x +1 x 42 x +3 


2 MN CrE#wEs) 


(x + 2Y (x + 3)° 
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Le procédé exposé cst appelé /a dérivalion logarithmique, et la déri- 
véc du logarithme de la fonction y = f(x) 
Sade Tin 
CN ST 7 


la dérivée logarithmique de la fonction f(x). 


& 245. Différentielle et dérivée de la fonction exponentielle 


La différentielle et la dérivée de la fonction exponentielle e? [où e = 


x®@ 


L< 
= lim (: + :) 2828] s'expriment par les formules ‘*? 
x 
der = dx, eee (1) 


(la dérivée de la fonction e* est égale à cette même fonction). Pour 
une base arbitraire a nous avons: 


dat = atina dx, _ aï=atina. (2) 
En particulier, 
dior = 107 dr 105 = 107 À (2a) 
AM dx M ° 


Ici £ = ]n 10 = 2,3026. 
M 


EXEMPLE |. _ (et) = 7 e (3x) — 36°. 
dx dx 


EXEMPLE 2. 


+1 — si — si 11 _ sv! — 11 
d(xe Th = re ‘ + € Ydx= xe F d—r)+e dx=s * (1—2st)dr. 
EXEMPLE 3. 


et — et > (et + e-t) d(et— et) — (et — et) det + et) _ 


el + st (et + et} 
(et Het} — (et — tt = ad! , 
CE TE EL 


ExemPe 4. 47! = 7" In7 d(f?) = 27" In7 dt. 


«*> On peut obtenir les formules (1) et (2) par dérivation logarithmique ($ 244) ou, 
considérant la fonction exponentielle comme l'inverse de la fonction logaritbmique 
241). 
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8 246. Différenticlles et dérivées 
des fonctions trigonométriques ‘*? 


Différentielles Dérivées 
I. dsin x = cos x dx, La sin # = COs #, 
dx 
: d ; 
II. dcos x — — sin x dx, — COS # — — sin #, 
dx 
II. d'tg x = ei ; — tg x = , 
cos? x dx cos? x 
IV. d'cotg x = — SL = Cobra ‘ 
sin? + dx sin? x 


Ces formules doivent être apprises par cœur. Par contre, il n'est pas 
nécessaire de retenir les deux formules suivantes: 


d 
V,. dsec x = tg x sec x dx, — sec x = tg x sec x, 
dx 
: d 
VI. d cosec x = — cotg x: cosec x dx; Fa COSCC # = — cotg x + COS +. 
/ X 


EXEMPLE Î. d sin 2x = cos 2xd(2x) = 2 cos 2x dx. 
EXEMPLE 2. 


1 
2 sin 2x ° ‘dx 


d à : 
re In sin 2x = sin 23 = cutg 21. 


+ In ain 2e = 
EXEMPLE 3. 
La htgs= Dh ls =" = ‘ 
da tgo do cos'® sin 2% 
EXEMPLE 4. 


d , : sin r 
ssinx  ,sin 2 (cos sin xt ] . 
dx : 


(°) Pour établir la formule I cf. $ 224 exemple 3; la formule II est établie de manière 
analogue, et les formules II, IV à l’aide des relations: 
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S'obtient par dérivation logarithmique ($ 244). Fosant y = zsinx, 
nous trouvons In y = sin x In x, d'où 


1 d sin 
Ge ee 


$ 247. Différentielles et dérivées 
des fonctions trigonométriques inverses (°? 


Différenticlles Dérivécs 
. dx d : 1 
1. d'ArcSnr = ——— 79 — ATCSIN # = ———— » 
V1 — x? dx Vi — x»? 
II. d'arc cos x ed s arc cos # ue 
: to — — = — 9 
V1 — x? dx Yi — x 
d 
1]. d'arc tg x = à 9 ne , 
1 + x! dx 1 + x? 
dx d 
IV. d'arc cotg x = — ; — arc cotgx = — . 
1 + x? dx 1 + 42 


On doit apprendre ces formules par cœur. Par contre, il n’est pas besoin 
de retenir les deux formules suivantes: 


dx d 1 

V. d'arc sec # = ———— ; — AICSCE = ———— ) 

x}x2—1 dx xx — 1 

dx d 1 
VI. d aATrC COSEC # = — —— ; —— AC COSEC # = — —— 0 
x} x3—1 dx x} xt — 1 

() 
EXEMPLE À. d'arcsin L RE ,4a>0. (1) 


FE 


EXEMPLE 2. darctg © = a ee. 


x\? 2 2 (2) 
FAT 
a 


(°) On établit les formules I-VI à partir des formules correspondantes du $ 246 
(cf. $ 241). 
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EXEMPLE 3. 


ER es) fr + + (=)"] - 


3 4 
T2 at + 30x + 29 an 


3 i1-(2) 3 
4x — 1 a); (=) 


d'arc cos ——— = 
3-4.dx  Y(4x—1} — 0 6dz 


(4s— 1)" |4x—1l 4x —1]#4ai— 25 —2 


ee arc t 
dx . 


EXEMPLE d. 


fer 


c'est-à-dire soit pour x > 1, soit pour x< — _ Dans l'intervalle (-> “ elle n'est 


Remarque. La fonction arc cos : 9 i est définie uniquement pour 


pas définie. Si l'on porte formellement une ice quelconque qui ne convient pas (par 
exemple x = 0) dans l'expression de la différentielle, cette dernière perd le sens. 


$ 247a. Quelques exemples instructifs 


Les exemples que nous rapportons ci-après servent à illustrer certaines questions délicates 
qui se posent lors de la dérivation des fonctions trigonométriques inverses. 
EXEMPLE 1, 


1 
le TT 0 )- DE ET 


L'expression obtenue coïncide avec la différentielle de la fonction arccotg s. Toutefois, . 
ce n'est que pour les x positifs que l'on a l'égalité: 


Î 
arctg— = arcootg x. (1) 
Pour les x négatifs nous avons (°): 
arctg— arccotg # = —". (2) 


(°2 On peut aisément vérifier la formule (2) pour le point x =— 1, pour lequel nous 
avons: 


os s 7 pen 
8 4 ! 8 4° 


D'autre part, la différence arc tg - — arc cotg x est constante pour les x négatifs, car sa 


——_—7 
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FIG. 237 FIG. 238 


1 : : 
Pour x = 0 la fonction arctg (fig. 237) est discontinue (sa limite À gauche est 


égale à — . et sa limite à droite à + . ; Cf. $ 218), et, par conséquent, elle n'est pas 
dérivable, tandis que la fonction arc cotg x (fig. 238) est continue et sa dérivée pour x = 0 
est égale à — 1. La branche de droite de la courbe représentative de ÿ = arctg : cofncide 


avec la partie de droite de la courbe de y = arc cotg x, et la branche de gauche avec la 
partie de gauche de la courbe en pointillé de la fig. 238 (cette dernière est une détermina- 
tion secondaire de la fonction multiforme ÿ = arc cutg x). 

EXEMPLE 2. 


d 1+5x 1+5s 1+3x 
de La 4 (1): MIE 
2 Q— sp 


Os (Gti taer — = 


L'expression obtenue coïncide avec la dérivée de la fonction arctg x. 
Pour x < 1 cette fonction est liée avec la fonction donnée par la relation (°) 


1+7x nr 
arctg—— —arctg r + — (3) 
(fig. 239) et, pour x > 1, par la relation 
1+7x 31 
are tp = antR rs — ——. (4) 
dérivée | —— en tons les x < 0 (cf. $ 226, 1). Cela signifi 
it its :) cst nulle pour tous Îles x (cf. $ ). Cela signifie que 


la formule (2) est valable pour foules les valeurs négalives de x; posant x = + 1 et raison: 
uant de même nous voyons que c'est la formule (1) qui est valable pour loules les valeurs 


positives de x. Pour x — 0 la fonction arc &— n'est pas définie et, par conséquent, n'a 


pas de dérivée. C’est pourquoi on ne peut affirmer que la fonction arc tg - — arccotg x 


est constante sur foule la droile numérique (cf. $ 265, théorème 1). 
(°) La démonstration est celle du renvoi précédent. 
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X 


FIG. 239 FIG. 240 


Pour x = 1, la fonction arctg = re admet une discontinuité AB = net nc pos- 


— Zz 
sède pas de dérivée. 


EXEMPLE 3. 
d : 1 d . cos + 
— Arc Sin (Sin x) = °° — sin x — , 
dx Vi—sintz dx | cos x] 


Cette dérivée est égale à +1 quand cos x > 0, et à — 1 quand cos x < 0. Pour 


x = (2n +1) Us quand cos x — 0, la dérivée n'existe pas. 

REMARQUE. Dans l'intervalle — TE << _. nous avons arcsin(sin x) = x; dans 
l'intervalle — ÇLI< #, arc sin (sin x) = r — x; dans l'intervale Lu Lr« =, 
arc sin (sin x) = x — 2x, etc. (fig. 240). C'est pourquoi à l'intérieur du premier intervalle 


la dérivée est égale à 1, à l'intérieur du second à — 1, etc. Aux points x = (2k + 1) _. 


la dérivée admet une discontinuité; en chacun de ces points il existe une dérivée à droite 
et une dérivée à gauche (cf. $ 231, exemple 2). 


& 248. Différentielle et calculs approchés 


1 arrive souvent que la fonction f(x) et sa dérivée f’(x) se calculent 
facilement pour x — a, et que pour les valeurs de x proches de a le 
calcul direct de la fonction est malaisé. On utilise alors la formule ap- 
prochée 

{ta + h) & f{a) + f'(a) à. (1) 
Elle signifie que l'accroissement (a + h) —f(a) de la fonction (x) 
est, pour de petites valeurs de #, approximativement égal ‘* à la dif- 
férentielle f’(a) h (cf. $ 228, théorème 2). 


Ce) Si f'(a) = 0, la formule (1) signifie que l'accroissement de la fonction est petit 
par rapport à k; alors pour les valeurs de h suffisamment petites on peut pratiquement 


considérer que f(a +) = f(a). 
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On indiquera plus loin ($ 265%) un procédé d'estimation de l'er- 
reur ‘*® commise sur /(a -{- À) dans la formule (1), mais cette cstima- 
tion est souvent liée à des calculs laborieux. Pour des calculs non rigou- 
reux on se limite à appliquer la formule (1). 

EXEMPLE 1. Extraire la racine carrée de 3654. 


SoLuTION. Il faut trouver la valeur de la fonction f(x) = Vx 


pour + = 3654. On calcule aisément les valeurs de f(x) et f’(x) — Es 
2F x 
pour x = 3600. La formule (1) donne pour a — 3600,  — 54: |/3654 & 


z 60 + ES +54 60,45. Ici tous les chiffres sont exacts. 
+ 60 


ExemMPLe 2. Trouver 1021. 
SoLuTIoN. Nous posons f(x) = 10", de sorte que ($ 245) f'(x) — 


—= LE 107 TZ 2.3026) La formule (1) pour a = 2, h — 0,1 donne 


M 
alors: 


10% % 100 + ï * 100 : 0,1 + 123,0, 


Ce résultat est assez grossier (en effet, avec quatre chiffres signi- 
ficatifs exacts on a 1021 — 125,9). 

Si l'on calcule de même 10%! {maintenant # — 0,01), nous obte- 
nons 102,3. Ici tous les chiffres sont exacts. 

ExEMPLE 3. Trouver, sans utiliser la table, tg 46°. 

SoLUTION. Posons f(x) = tg x, a = 45°, h — 1° — 0,0175 radian; 


1 
nous avons alors: f’(a) = ———— = 2. Par conséquent, tg 46° = 
cos? 45° 


Æ 1 +2:-0,0175 = 1,0350. 

Seul le dernier chiffre cst faux; nous lisons en effet dans la table 
tg 46° = 1,0355. 

J1 est utile de rapporter les formules approchées suivantes (°° 
(x est petit): 


1 
# 1—a, Ts tte: (2) 


& 1 — 2a, = 1l+2a; (3) 


1 | 
(1 + a)! (1—a) 


En à 


C9) Cf. également $ 271, remarque. 
(9°) Les formules (2)-(6) sont des cas particuliers de la formule (1 + a)"&1 + na; 
on obtient cette dernière de (1), en posant f{x) = x*,4a=1,hÀ=0@. 
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nn RE 1. 
Vituxzi+a, Fi—uxi—-u; (4) 
1 1 1 
site <= #1l+ "4, (5) 
Yi Fa 2 Yi—a 2 
1 1 
Vitasit-a, Vius1—-a; (6) 
In (1 + u) + a, "In(l—a) + —a; (7) 
[| 
æz<14tu, WRI +: a; (3) 
. | 
sina + a, ea & 1 ur, tgu zu. (9) 


8 249. Application de la différentielle aux calculs 
d'erreurs résultant des formules 


La précision insuffisante des instruments de mesure est à l'origine 
de l'erreur commise sur la valeur de la quantité à mesurer. On appelle 
borne supéricure de l'erreur absolue un nombre positif supérieur à cette 
erreur en valeur absolue (ou, au pis aller, égal à cette erreur). I.c rap- 
port de la borne supérieure de l'erreur absolue à la valeur absolue de 
la grandeur mesurée cest appelée borne supérieure de l'erreur relalive. 

EXEMPLE 1]. On a mesuré la longucur d'un crayon avec une règle 
graduée en millimètres. La mesure a donné 17,9 cm. L'erreur commise 
est inconnue, mais celle est certainement inférieure à 0,1 cm. C'est pour- 
quoi 0,1 cm est la borne supérieure de l'erreur absolue. La borne supé- 


. Arrondissant par excès 


ricure de l'erreur relative est égale à 
0 
nous trouvons 0,6%. 

RECHERCHE DE LA BORNE SUPÉRIEURE DE L'ERREUR ABSOLUE. 
Supposons que la fonction y soit calculée d'après la formule exacte 
y = f(x), mais qu'on ait commis une erreur sur la valeur de x obtenue 
par mesure. On trouve alors la borne supérieure de l'erreur absolue 
| Ay | d'après la formule 

LAyÿlÆ=ldy|=1/()11Ax], (1) 
où | Ax {est la borne supérieure de l'erreur absolue sur l'argument. 
On arrondit la grandeur | Ay | par excès (du fait de l'inexactitude de 
la formule elle-même). 

EXEMPLE 2. Le côté d’un carré est 46 m. La borne supérieure de 
l'erreur absolue est égale à 0,1 m. Trouver la borne supéricure de l'er- 
reur absolue sur l'aire du carré. 
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SoLuTion. Nous avons y — x? (x désigne le côté du carré, y son 
aire). Par conséquent, | Ay|Æ 21x1:1Ax |]. Dans notre exemple x — 
- 46 et | Ax | = 0,1. Cela signifie que | Ay | Æ 2:46-0,1 = 9,2. La 
vorne supérieure de l'erreur absolue est égale (en arrondis:ant) à 10 mf, 


et celle de l'erreur relative à = Z 0,5%. 


On peut également trouver la borne supérieure de l'erreur relative 
| ày par dérivation logarithmique ($ 244) à l'aide de la formule 


pd 


y 


Ay 
[| =tampt. (2) 
D de ndx 
En particulier pour y = x" [aans ce cas d In y — =] nous avons 
x 
Ay Az : 
Hi 6) 


autrement dit, la borne supérieure de l'erreur relative sur la puissance x" 
est égale à n fois la borne supérieure de l'erreur relative sur l'argument. 
EXEMPLE 3. Dans les hypothèses de l'exemple 2 la borne supé- 


0 
ricure de l'erreur relative commise sur l'aire est égale à 2: & 0,5%. 


EXEMPLE 4. La mesure de la longueur de l’arête d’un cube a donné 
x = 12,4 cm. La borne supérieure de l'erreur absolue est 0,05 cm. 
Quelle sera la borne supérieure de l'erreur relative sur le volume du 
cube? 

SOLUTION. La borne supérieure de l'erreur relative pour x est 


égale ri 0,004; pour x* elle est égale à 3 - 0,004 = 0,012. 

RÈGLE Î. La borne supérieure de l'erreur relative sur un produit 
est égale à la somme des bornes supérieures des erreurs relatives sur 
les facteurs. 

RÈGLE 2. La borne supérieure de l'erreur relative sur une fraction 
est égale à la somme des bornes supérieures des erreurs relatives sur 
le numérateur et le dénominateur. 

Ces règles découlent des $$ 239, 240 ‘*?. 


€) La formule din = = = se donne la borne supérieure de l'erreur rela- 
tive [= | + — | et non + ê car les quantités = et < peuvent être de 


signes différents. 
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EXEMPLE S. Pour trouver le poids spécifique d'un corps on a 
mesuré son poids p = 20 g ct le poids du volume d'eau qu'il déplace 
u — 40 g. La borne supérieure de l'erreur absolue sur p est égale à 
0,5 g et celle sur u à 1 g. Déterminer la borne supérieure de l'erreur 
relative sur le poids spécifique. 


SozuTioN. Le poids spécifique y est égal a? - Nous avons: 
vu 


= ée 


EXEMPLE 6. La hauteur h et le rayon de la base # d'un cylindre 
sont mesurés à 1% près. Trouver la borne supérieure de l'erreur rela- 
tive 1) sur l'aire S de la surface latérale, 2) sur le volume FV du cylindre, 

SOLUTION. Nous avons S = 2xrh. Le facteur 2x ‘est un nombre 


0,5 1 
= "20 + 30 = 0,05. 


exact. La borne supérieure de l'erreur relative sur S cest | — | — Cu 
r 
Ah h 
+ h = 2%; et sur V” —= xr?h: 2 _ + _ = 3%: 
r 


$ 250. Dérivation des fonctions implicites 


Supposons que l'équation reliant + et y et vérifiée pour les valeurs y = 

= ÿo €t x = #, définisse y comme une fonction implicite de x. Pour 

rechercher la dérivée _ au point # = x9, y = Yo, il n'est pas néces- 

x 

saire de rechercher au préalable l'expression explicite de cette 

fonction. Il suffit d'égaler les différenticiles des deux membres de 
l'équation et de trouver de l'égalité obtenue le 

{4 rapport dy : dx. 

REMARQUE. L'équation reliant x et y peut dé- 
finir y comme une fonction multiforme de x (F(x)). 
Toutefois la donnée du couple de valeurs x = x, 
et y = y, permet d'isoler l'une des déterminations 
de la fonction. 

GÉOMÉTRIQUEMENT, une droite parallèle à 
OY (fig. 241) peut couper la courbe L en plusieurs 
points Af,, Af,, M, …, mais la donnée du point Af, 
a pour effet d'isoler l'arc AÀf,B qui est une 
FIG. 241 fonction uniforme. 
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EXEMPLE |. Trouver la dérivée de la fonction 

implicite donnée par l'équation x1 + ÿ?— 25 au 
int x = 4, y = —3. 

PREMIER PROCÉDÉ. Résolvant l'équation, nous 


obtenons y = — £ 25 — x3 (nous choisissons le signe 
moins, car pour x — 4 nous devons avoir y = — 3). 
Nous trouvons maintenant: 
dy x 4. FIG. 242 


dx Y25 — x! 3 


SECOND PROCÉDÉ. Egalant Iles différentielles des deux membres 
nous trouvons: 


2x dx + 2» dy =0, 
d'où 


Nous avons trouvé le coefficient angulaire de la tangente AZ,T à la 
circonférence x? + y? = 25 (fig. 242) au point M, (4, — 3). Le coecf- 


ficient angulaire du rayon OA, st— + . Le produit des coefficients 
angulaires cest égal à — 1, autrement dit, OM, | Af,T. 


Le @ or 
Exempce 2. Trouver la dérivée 7 de la fonction implicite don- 


dx 
née par l'équation ‘°? 
x! L'al 
FN (2) 
Nous trouvons en prenant les différentielles 
2xdx 2ydy 
a pe 
d'où : 
y BE x 
a a y G) 


L'équation (2) représente une ellipse. En vertu de (3) 
k coefficient angulaire de Ja tangente AT (fig. 243) est 
tb: 


Fe FT . Le corfficient angulaire du diamètre Af AS” est 


; | ,_E 
— Le produit dles cnefficients angulairez est égal à ai: FIG. 243 


Ce L'équation (2) détermine ÿ comme une fonction biforme de r, maïs dès que l'on 
œnnaît les valeurs des deux variables, on peut isoler l’une des deux déterminations de la 
fonction (cf. exemple 1). 


318 MATHÉMATIQUES SUPÉRIEURES 


Cela signifie ($ 55) que les directions AfT et AfAf° sont conjuguées, autrement dit, que 
le diamètre Af 41° est le lieu des milieux des cordes parallèles à AIT. 
Les diamètres de l'hypervule et de la parabole possèdent la même propriété. 


$8 251. Courbes définies paramétriquement 


On appelle paramètre ‘* toute variable { déterminant la position d'un 
puint sur une courbe. En mécanique, c'est le temps qui joue le plus 
souvent le rôle de paramètre. 

Les coordonnées du point de la courbe L sont des fonctions du 
paramètre: 


x = f(1), (1) 

y = qi). (2) 
Les équations (1)-(2) sont apprlées Iles égualions paramétriques de la 
courbe L (cf. $ 152). 

Si l’on veut trouver l'équation reliant les coordonnées x, y dela 
courbe L, il faut éliminer f entre les équations (1)-(2) (cf. cexem- 
ples 1 ct 2). 

11 pcut arriver tautcfois que l'équation vobtenuc par élimination de { ne représente 
la courbe L que parti:llement (cf. exemple 3). 

EXEMPLE 1. Soicnt O (fig. 244) la position jusqu'à laquelle monte 
un point matéricl, lancé sous un angle donné par rapport à l'horizon, 
ct # Ie temps compté à partir de l'instant où il atteint la plus haute 
position. La position du point Af sur la trajectoire AOB cst déterminée 
par la grandeur {, de sorte que f{ est un paramètre. Les équations para- 
métriques de la trajectoire dans le système XOY sont: 


sr x=0P=v, (3) 
: 1 
X y =PM=—-c", (4) 


c'est-à-dire que suivant la direction horizontale 
le point se déplace d'un mouvement uniforme à 
la vitesse v, ct suivant la verticale il descend d'un 


mouvement uniformément accéléré (où g est l'ac- 
FIG. 244 célération de la pesanteur). 


(°r On utilise également le terme « paramètres pour désigner une grandeur qui est 
invariable pour une courbe donnée, mais varie quand on pasie d'une courbe du type consi- 
déré à une autre. Ainsi la grandeur p dans l'équation de la parabole ;* = 2px est cuns- 
tante pour une parabole donnée, inais varie quand on passe à une autre parabole. 


Calcul différentiel 319 


F1G. 245 F1G. 246 
EÉliminant /, nous trouvons l'équation 


: 21, (5) 


2v! 


y=— 


indiquant que le point en mouvement décrit une parabole. 
EXEMPLE 2. La position du point Af sur la circonférence 4 BA’'B’ 


de rayon R (fig. 245) est déterminée par la valeur de l'angle 9 = AOÏ!, 
de sorte que @ est un paramètre. Disposant les axes comme l'indique 
la fig. 245 nous trouvons les équations paramétriques de la circonfé- 


rence 
x = Roos, (6) 


y = R sin 9. (7) 
Pour éliminer ®, élevons (6) ct (7) au carré ct additionnons-les, nous 
obtenons: 


4 y R. (8) 

EXEMPLE 3. Considérons la courbe représentée par les équations paramétriques 
- 1 

x = Yi, "= 3 1. (9) 


| 
Eliminaut /, nous vbtenons l'équation y = 3 31, représentant la parabulc AOB (fig. 216). 
La courbe (9) cst la demi-parabole (OL), correspondant aux valeurs positives de x. 


8 252. Fonctions définies paramétriquement 


Soient données deux fonctions de l'argument !: 
2 x = (1), y = ç(t). (1) 


Dans ce cas, l’une d'entre elles, par exemple +, est fonction de l’autret*. 
On dit alors que cette fonction cest définie paramétriquement par les 
égalités (1) et on appelle paramètre la variable auxiliaire /. 


(°2 Elle est généralement multiforme, même quand /(t) et g(f) sont uniformes. 


320 MATHÉMATIQUES SUPÉRIEURES 


Pour obtenir l'expression explicite de y en fonction de x, il faut 
résoudre l'équation + = f(t) par rapport à # (cela n'est pas toujours 
possible) et porter l'expression trouvée de ! dans l'équation y = o(1). 

D'autre part il est souvent plus commode de passer de la repré. 
sentation non paramétrique à la représentation paramétrique. Le choix 
de l'une des fonctions /(f), @(f) étant arbitraire, on s'efforce d'assurer 
l'uniformité et, dans la mesure du possible, la simplicité des deux fonc- 
tions. 


La dérivée A s'exprime en fonction du paramètre { par la formule 
x 


dy _ del) _ gt ; 
ax YO JO (2) 


Lors de la représentation paramétrique les deux variables x et y jouis- 
sent de mêmes droits (cf. $ 251). 
EXEMPLE 1. Soient données deux fonctions: 


x = Roos!i, y = Rsint. (3) 
Elles donnent paramétriquement y comme une fonction biforme de x 


(ct inversement). Nous trouvons de la première équation: cos { = nd ) 
R 


2 e 
de sorte que sin {= + V: AS . Portant dans la seconde équation 


nous obtenons: 
y=+VR— 3. (4) 
C'est l'équation d'une circonférence (cf. 8 251, exemple 2). Le 
paramètre { est l'angle XOM (cf. fig. 245). La dérivée 7 exprimée en 
x 
fonction du paramètre / est 
dy d(R sin!) 
“ds ” dRoost) 
C'est le coefficient angulaire de la tangente MT. 
EXEMPLE 2. L'équation 


1! sv? 


rh (6) 


= — cotg!. (5) 


D 
représentant une ellipse, donne la fonction biforme y — +4 — Va? — x2, 
a 


Pour la donner paramétriquement, on peut exprimer l'une quelconque 
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des variables, par exemple x, en fonction de 


t. Posant À = cos t, nous trouvons L = 
a 
— +siné. Le choix du signe est arbi- 
traire. Prenons le signe plus. Nous obtenons 
les équations 


x =ac0st, y = bsint. (7) 


La signification géométrique du paramè- 
tre { est révélée par la fig. 247 où ANA” est 
la circonférence de rayon a et N le point 
situé sur la même verticale et du même 
côté ‘* de l'axe 44” que le point Àf de l'ellipse. Nous avons { — AON. 


La dérivée ? s'exprime en fonction de # par la formule 


x 


FIG. 247 


dy d(bsini) b 
‘dx  dfacost) a Et 


C'est le coefficient angulaire de la tangente MT. 


RemArRQUE. La représentation habituelle de la fonction ÿ = f(x) peut être consi- 
dérée comme un cas particulier de la représentation paramétrique si on l'écrit sous la 
forme 


x =, y =. 


$ 253. Cycloïde 


On appelle cycloïde la courbe décrite par le point Af d'un cercle roulant 
sans glisser sur une droite fdirectrice). Le cercle est appelé cercle géné- 
raleur. 

Prenons la directrice pour axe des X (fig. 248); la position initiale 
du cercle générateur est celle où le point Af vient au point du contact 
du cercle et de la droite. Figurons une position quelconque (NME) 
du cercle. 

REMARQUE. La condition de roulement sans glissement est que 
la distance du point de contact N à sa position initiale O est égale à 
la longueur de l'arc NM: 


ON = NM. (1) 


ER 


«> Si l'on prend _ = — sin ft, on doit prendre N de l'autre côté. 


11-1158 
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FIG. 248 


EQUATIONS PARAMÉTRIQUES DE LA CYCLOÏDE. Si l'on dispose les 
axes de coordonnées comme l'indique la fig. 248 et si l'on prend l'an- 
gle t — MÎCN pour paramètre, on obtient les équations paramétri- 
ques ‘* de la cycloide: 

x = aff — sin), (2) 
où a est le rayon du cercle générateur. 

Si l'on résout (3) par rapport à { et que l'on porte l'expression obtenue de { dans (2) 
nous obtenons une fonction à une infinité de déterminations de ÿ: 

s = 2nah& (a arcoos “V5 — 5), (4) 
où À est un entier quelconque (°°). 


L'ordonnée y est une fonction uniforme, mais non élémentaire 
de x (cf. fig. 248). 
Le coefficient angulaire À de la tangente est égal à 


__ dy a sint 
sin? (5) 


et le coefficient angulaire k’ de la droite NM est 
Y—Yny  4(1— cos!) 


&k' = = = n 
ZX — y —45sin 


(6) 


(°2 L'’angle f peut être positif et négatif et posséder une valeur absolue arbitraire: 
pour 0SIS . les équations (2) - (3) sont aisément déduites de la fig. 248: 


PR, 
x =OP=ON— PN = NM — MQ = ai —asint, 
y = PH=NC—QC=a—acost. 


(92 Sur la fig. 248 aux points Af, M,, etc. correspond le signe plus devant la paren- 
thèse, et aux points Af,, Af,, etc. le signe moins. 
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Par conséquent, Rk’ — — 1, autrement dit, MT | AN. Cela signifie 
que pour construire la tangente à la cycloïde, il suffit de joindre Xf 


au point le plus haut du cercle générateur (l'angle NME est droit, car 
c'est un angle inscrit interceptant un diamètre). 


8 254. Equation de la tangente à une courbe plane 


Soit MT (fig. 249) la tangente à la courbe L au point M(x, y). Dési- 
gnons par À, Ÿ les coordonnées courantes du point N situé sur la 
tangente. 

Quel que soit le mode de représentation de la courbe L (expli- 
cite, implicite ou paramétrique), l'équation de la tangente peut être 
représentée sous la forme symétrique: 


X — x Y — y 
dx dy (1) 
Si la courbe L est donnée par l'équation y = f(x), nous obtenons ‘*: 
Y—y fx) (X —:). (2) 
Si la courbe L est définie paramétriquement nous obtenons: 
X Te Y ee 
r = ÿ 4 (3) 


où +” et y’ sont les dérivées par rapport au paramètre. 

Quand la courbe Z est donnée 
sous forme implicite, nous égalons les 
différentielles des deux membres de 
l'équation (cf. $ 250), et dans l'éga- 
lité obtenue nous remplaçons dx, dy 
par les quantités proportionnelles 
X —X, Y —- 7. 

EXEMPLE 1. Trouver l'équation 
de la tangente à la parabole y — 
= #?— 3x + 2 au point (0, 2). 


Nous avons: y’ — 2x —3 — — 3, 
En vertu de (2) l'équation cherchée 
est Y—2—— 3x. FIG. 249 


C2 On suppose que la dérivée f(x) au point Af est finie. Si par contre f’{x)= © ($ 231, 
cas 1), nous avons au lieu de (2) l'équation 


X—x—0 
(la tangente est parallèle à l'axe des ordonnées). 


11° 
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EXEMPLE 2. Trouver l'équation de la tangente à l'ellipse 
x = 5Ÿ2 cos, y = 3Ÿ25sint (4) 

au point M(—5, 3) (cf. $ 252, exemple 2). 

SOLUTION. Au point donné correspond la valeur { — = * Nous 
trouvons de (4): 

s=—5Y2snt= 5 y = 3Y2 cost = —3. 
En vertu de (3) l'équation de la tangente est 
X +5 = Y —3 


— 5 —3 


c'est-à-dire 
3X — 5Y + 30 = 0. 


EXEMPLE 3. Trouver l'équation de la tangente à l'hyperbole 
es : m 
équilatère xy = #? au point 2 / 2m|° 


SOLUTION. Egalant les différentielles des deux membres de l'équa- 
tion, nous obtenons: 


xdy + ydx = 0. 
Remplaçant dx, dy par X — x, Y — y, nous trouvons: 
a(Y — y) + SX — x) = 0. (5) 
Comme xy = #%, on peut écrire (5) sous la forme 
zY + yX = 2m. (6) 


Portant x = L »s y — 2m dans (5) ou dans (6), nous trouvons: 


Y +4XY = 4m. 


& 254a. Tangentes aux courbes du second degré 


Equation de la courbe Equation de la tangente 
2 X Y- 
Elipe © +Ÿ.1 +1, 
aî bi a b? 
: X à 
pub el HE APS , 
a? L2 a? b? 


Parabole = 2px, yY = D{X + »). 
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g 255. Equation de la normale 


On appelle normale à la courbe ZL au point M 
(fig. 250) la perpendiculaire MN à la tangen- 
te MT. 

Conformément à l'équation (1) du $ 254 
l'équation de la normale est de la forme: 


(X— x) dx +(Y — 5) dy = 0. (1) FIG. 250 


Conformément aux équations (2) et (3) du $ 254 on obtient l'équation 
de la normale sous la forme: 


1 
nt on cn (2) 


et 
(X— x) +(Y— 9) y = 0. (3) 


Quand la courbe L est donnée sous forme implicite, nous égalons 
les différentielles des deux membres de l'équation et nous éliminons dx 
et dy à l'aide de (1). 

EXEMPLE 1. Trouver l'équation de la normale à la parabole y = 


Li x? au point (— 2, 2). 
2 


Nous avons: y’ = # — — 2, en vertu de (2) l'équation cherchée 
est 
Y—2= TX + 2). 
ExEMPLE 2. L'équation de la normale à la cycloïde 
x = a(t — sin #), y = a(1 — cos f) (4) 
($ 253) est, en vertu de (3), de la forme 
(X — x) (1— 008 1) + (Y — y) sint = 0 (5) 


ou, en utilisant (4), 
X(1— cos f) + Y sin { — at[1 — cos |) = 0. (6) 


Cette équation est vérifiée pour À = af, Ÿ = 0; cela signifie que la 
normale passe (cf. fig. 248) par le point de contact N(af, 0) du cercle 
générateur avec la droite fixe. 

ExEMPLE 3. Trouver l'équation de la normale à l'ellipse 


atyt 
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Nous trouvons en prenant les différentielles: 


xdzx ydy 
rm (7) 


En éliminant les différentielles entre (7) et (1) nous trouvons: 


(X—:)y _(Y—ys 
b? at | 


$ 256. Dérivées d'ordre supérieur 


Soit f’(x) la dérivée de la fonction f(x): la dérivée de la fonction f(x) 
est alors appélée dérivée seconde de la fonction f(x) et notée f”’(x). 

La dérivée seconde est aussi appelée dérivée du second ordre. À Ja 
différence de cette dernière la fonction f’(x) est appelée dérivée au 


premier ordre ou dérivée première. 
La dérivée de la dérivée seconde est appelée dérivée troisième de 


la fonction f(x) (ou dérivée du troisième ordre), elle est notée f’”{x), 

On définit de même les dérivées du quatrième ordre f!V(x), du 
cinquième ordre fY(x), etc. (on utilise les indices numériques au lieu 
des accents pour simplifier l'écriture, et l'on emploie précisément les 
chiffres romains pour éviter la confusion avec l’exposant). 

La dérivée du #"°"® ordre est notée f{")(x). 

Si la fonction est désignée par une seule lettre, par exemple y, 
ses dérivées successives sont notécs: 

sd Yÿ”,  ” yiv, AS as AA 

EXEMPLE 1. Trouver les dérivées successives de la fonction f(x) = 4. 

SOLUTION. f'(x) — 42, f(x) = (4x) = 1243, f(x) = 24x, 
JV) = 24, fx) = 0. 
Toutes les dérivées d'ordre supérieur sont également nulles. 

EXEMPLE 2. Si y = sin x, nous avons alors 


ÿ = 008 x = sin [x + ©), y” = — sin (sx) = sin (x + n), 
nn 


3 é 
y" = — (0 Z = sin É ++). YO) = sin É + 3. L 


Les valeurs des dérivées pour une valeur donnée de l'argument (x = 
= a) sont notées f’(a), f’’(a), f'’’(a), etc. Dans l'exemple 1 nous avons: 


Î'(2) = 32, f'(2) = 48, etc. 
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EXEMPLE 3. Si f(x) = In (1 + x), nous avons alors 


, 1 D = 1 7 us 1-2 
J (x) es T+z , / (x) Re (1 Æ z)* , Hi (x) (1 x) , 
1-2:3 (— 13943 (sn — 1)! 
JIV(s) = tra J'"Xx) = Gr 
Par conséquent, f(0) = 0, f’(0) = 1, f”’(0) = —1, f’’’(0) = 21, 


[IV OO) = — (31), … JO) = (— 14 (n — 1)! 


257. Signification mécanique 
de la dérivée seconde 


Supposons que le point se déplace d'un mouvement rectiligne et, 
après avoir parcouru un chemin s en un temps f, acquiert une vitesse v. 
Supposons encore que cette vitesse varie et que pendant l'intervalle 


de temps (/, f{ + Af) elle reçoit un accroissement Av. Le rapport . 
Î 


donne alors la variation de la vitesse (en moyenne) par unité de temps 
et est appelé accélération moyenne. Plus At est petit, et plus ce rapport 
caractérise bien la vitesse de variation de la vitesse à l'instant f. 
C'est pourquoi on appelle accélération (à l'instant f) la limite du rapport 


Av quand At — 0, c'est-à-dire la dérivée _ + Or, la vitesse v est 
[4 


At 
la dérivée _ + C'est pourquoi l'accélération est la dérivée seconde du 
l 


chemin parcouru par rapport au temps. 

EXEMPLE. La vibration entretenue d'une membrane est repré- 
sentée par l'équation 

2nt 
s = asin + (1) 

où T est la période de vibration, a son amplitude, s l'écart du point de 
la membrane à sa position d'équilibre. 

La vitesse du mouvement est 


2ra 2rt 
RS Mr (2) 


et l'accélération 


— 4n'a 2rt (3) 
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Comparant (1) et (3), nous voyons que 


ânt 
ns (4 


autrement dit la force élastique de vibration (en vertu de la seconde loi de Newton elle est 
proportionnelle à l'accélération) est proportionnelle à l'écart et de direction opposée. 


& 258. Différentielles d'ordre supérieur 


Considérons une suite de valeurs équidistantes de l'argument 
4, zx +Ax, sx +2As, x + 3Ar, 
et les valeurs correspondantes de la fonction 
y=f(x), Y=/f(x + A1), ya = f(x + 24), 
Ya = f(x + 345), … 
Introduisons les notations 
Ay = f(x + As) —J{(x), 
An = f(x + 2Ax) —/(x + As), 
Aya = f(x + 3Ax) —/(x + 245), 
etc. Les grandeurs Ay, Ay,, Ay,, … sont appelées les différences premii- 
res de f(x). Les différences secondes sont les grandeurs Ay, — Ay, AYs — 
— Ay,, etc. Elles sont notées A?y, A£y,, etc.: 
d'y = Ay, —Ay, 
A'ÿi = Aÿs — Ai. 
On définit de même les différences troisièmes A%y = Ay, — A1y, etc. 
EXEMPLE 1. Soit f(x) = «3 et x — 2. Les différences premières sont: 
y = 1(2+ Az) — 2: = 124x + 6Ax! + Ax!, 
Aya = (2 + 24x)° — (2 + Ax)' = 12Ar + 18As! + 74s!, 
Aya = (2 + 3Ax)° — (2 + 2Ax)° == 12Ax + 30Az! + 19As!, 


Les différences secondes sont: 
À'y == Ay, — Ay = 12As! + 6Ar!, 
A = À ÿs — A = 1243! + 12As!, 
Les différences troisièmes sont: 
A'y = A!'y, — A'y = 6A:!, 
Quand A# est infiniment petit, la différence première est en règle 
générale du premier ordre par rapport à Ax, la différence seconde du 
second ordre, la différence troisième du troisième ordre, etc. 
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Nous avons appelé ($ 228) le premier terme proportionnel à Ax 
de la différence première (12Ax dans l'exemple 1) différentielle de la 
fonction. Nous l'appelons maintenant sa différentielle première. La 
différentielle seconde est le premier terme proportionnel à Ax? de 
Ja différence seconde (12Ax? dans l'exemple 1), la différentielle 
troisième le premier terme proportionnel à Ax% de la différence troi- 
sième (6Ax° dans l'exemple 1), etc. Donnons maintenant une formu- 
lation exacte. 

DÉFINITION. Supposons que la différence seconde Ay de la fonc- 
tion y = f(x) soit la somme de deux termes: 


A'y = BAs! +8, 


où B ne dépend pas de Ax et le terme ff est un infiniment petit d'ordre 
supérieur par rapport à Ax4. Le terme BAx3 est alors appelé différen- 
tielle seconde de la fonction y et noté d?y ou d?f(x). On définit d’une 
manière analogue les différentielles d'ordre supérieur. 


THÉORÈME 1. Le coefficient B de Ax? dans l'expression de la 
différentielle seconde est égal à la dérivée seconde f‘’(x). Le coefficient C 
de Ax$ dans l'expression de la différentielle troisième est égal à la déri- 
vée troisième f’”’(x), etc. 


EXEMPLE 2. Si f(x) = 4, alors f’’(x) — 6x. Conformément à cela 
nous avons di(x%) — 6xAx3. Pour x = 2 nous avons: d?(x%) — 12A%î 
(cf. exemple 1). Ensuite f(x) — 6 (pour toute valeur de x); confor- 
mément à cela di(x3) — GA. 

Le théorème 1 peut également être énoncé ainsi: 


THÉORÈME la. La différentielle d'ordre n est égale au produit de 


ja dérivée n!%° par la puissance nl°"° de l'accroissement de la varia- 
ble indépendante: 
df(z) = fx) Asn. (1) 
Comme pour la variable indépendante nous avons: 
As = dx, 
nous obtenons 
dnf(s) = fRx) dan C0), (2) 


(2 Si x n'est pas une variable indépendante, la formule (1) n'est généralement 
vraie pour aucune valeur de n#, même pour # == 1 (cf. $ 234). Mais pour les différentielles 
d'ordre supérieur (n=2, 3, 4, ...) la formule (2) n'est pas valable dans ce cas, tandis qu'elle 
l'est toujours pour # = 1. En d'autres termes, les expressions f(x) dx', f'’"’(x) dx’, … 
ne son pas invariantes. 

Ainsi, si f(x) = x°, l'expression 6x ds? représente d'{x') quand x est une variable 
indépendante. Si l'on pose x = {* et que l'on prenne non pas x, mais { pour variable indé- 
pendante, alors f(x) == {*, et nous obtenons 6xdxt = 24/tdft, tandis que d’/(x) = 304449, 
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EXEMPLE 3. d(x4) = drdx; di(xt) = 1222443; d(xt) — 24% da 
di(at) = 24d54; dix) = 0, dé{x4) = d'A) = … = O (cf. $ 256, exem- 
ple 1). 


EXEMPLE 4. d'(sin x) = sin (- + ] dx" (cf. $ 256, exemple 2). 


Tuéorèue 2. Si l’on considère que la différentielle 2x de l'argument x cest une 
grandeur qui ne dépend pas de x, la différentielle seconde de la fonction f(x) est égale à 1a 
différentielle de sa différentielle première: 

d(df(x)) = d'f(s). (3) 


Dans la même hypothèse la différentielle troisième est la différentielle de la différentielle 
seconde, etc. 

ExemPix S. Soit f(x) — xt. Nous avons: df(x) = 4x°dx. Si l’on considère que d2 
ne dépend pas de x, on doit le considérer constant lors du calcul de la différentielle. Cela 
signifie que d(4x'dx) — d(4x?) dx = 12x'dx. Or, c'est la différentielle seconde de la fonc- 
tion xt (exemple 3). Nous avons ensuits d{d'{x?)] = d(12x°dx!) = d(12x!) dx = 24x dut 
et c'est la différentielle troisième de zx*, etc. 

La différentielle seconde d’une fonction linéaire de la variable 
indépendante est nulle: 

d'(ax + b) = 0. 
En particulier, la différentielle seconde de la variable indépen- 


dante est nulle: dix = 0. 
La différentielle troisième d'une fonction du second degré est 


nulle: 
d'(ax! + bx 4 c) = 0. 


En général, la différentielle d'ordre (n + 1) d’un polynôme de 
degré nest nulle. 


& 259. Expression des dérivées d'ordre supérieur 
en fonction des différentielles 


L'expression de la dérivée seconde en fonction des différentielles ‘*? 


est de la forme 
d — dyd 
Fe Y +, (1) 


Elle est valable pour tout choix de l'argument. 
Si l'on prend + pour argument (dans ce cas d?x — 0), on a alors 


RL 
=: (2) 


d 
C°) Nous avons: y” == TZ. nous portons ici ÿ = A pour trouver la différen- 


tielle nous appliquons le théorème 2 du $ 258. 
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Cette expression découle également de (2) 8 258 (pour n — 2). 
De cette même formule nous tirons les relations 


d'y … y (3) 


dans l'hypothèse que x est la variable indépendante. Leurs expressions 
générales sont compliquées ‘*?. 

d'y 
dx" 
indépendamment du choix de l'argument. Toutefois, on ne peut y 
porter les expressions de x et y en fonction d'un paramètre quelconque. 


REMARQUE. On désigne souvent la dérivée d'ordre n par , 


& 260. Dérivées d'ordre supérieur des fonctions 
définies paramétriquement 


Soit y une fonction de x donnée par les équations 
x = q{t), y = f{). (1) 
Les dérivées du premier et du second ordre sont trouvées d'après 
les formules (°°? 


J'() 
ÿ = eTTÉ (2) 
ÿ'= ®°(8) 17) — (0) &” (1) | (3) 


(CAO)E 

Les expressions des dérivées suivantes sont compliquées ‘°°° ; 
quand les fonctions f(f) et @({) sont données, il est plus simple d'effec- 
uer le calcul de proche en proche, comme dans l'exemple suivant, 

EXEMPLE. Soit 

x—=acost, y=bsint. 
| dy” ne : 
ce) Nous avons: ÿ”” = PTE nous portons ici l'expression (1). Il est préférable 


‘écrire le résultat sous la forme 


dx dx dy | 
da == d : dzt, 
y [ d d'z ds dy ] (4) 


Les expressions ultérieures sont plus compliquées. 
c°e> On établit la formule (3) comme la formule (1) du $ 259; on peut aussi la déduire 
: cette dernière en remplaçant les différentielles par les dérivées correspondantes par rapport 
1 paramètre. 
cos) Cf. second renvoi $ 259. 


d 
d [52 
d'y 
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Nous avons alors (cf. $ 252, exemple 2) 
ÿ == d(b sin f) : d(a cost) — — À cotg 
De même 
=d < : d { — 
y" = (—<2 cote) : d(a cos fi) = — POP 
” b à 3b cost 
Yÿ" = a[— e! avi) : d(a cos i) = — at sint { ? 
etc. 


& 261. Dérivées d'ordre suptrieur 
des fonctions implicites 


Pour trouver les dérivées successives de la fonction y de l'argument + 
définie implicitement par une équation quelconque, il faut dériver 
successivement cette équation, c'est-à-dire égaler les différentielles 
(ou les dérivées) de ses deux membres. Nous obtenons une suite d'éga. 
lités; de la première égalité nous trouvons l'expression de +’ en fonc- 
tion de x et y, la seconde (compte tenu de l'expression trouvée pour y’ 
donne l'expression de y”’ en fonction de x et y, la troisième (compte 
tenu des expressions trouvées de +’ et y‘) donne y‘”, etc. Dans les 
cas particuliers des simplifications sont possibles. 
EXEMPLE. Trouver les trois premières dérivées de la fonction y — 
= f(x) donnée par l'équation 
a+ y = 25 (1) 


et déterminer les valeurs de ces dérivées au point (3, 4). 
SOLUTION. Egalant les différentielles nous obtenons: 


zdx+ydy=0, (2) 

d'où 
z+yÿ = 0. (2a) 
Egalant les différentielles des deux membres de (2a), nous trouvons 
dx + ydy + yyÿ'dz m0, (3) 

d'où 
1+Y +7" =0. (3a) 

Prenons encore une fois les différentielles 

2ÿ dy + Y'dy + yÿ"dx = 0, (4) 

d'où 
3ÿY" + yY" = 0. (4a) 


Nous trouvons de (2a): 
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” 1 + y? 
Nous trouvons de (3a): y”=—————; vu (5) nous obtenons: 
, "+ 
pi. (6) 
De (4a) compte tenu de (5) et (6) nous trouvons: 
0 _ 7 3x(xt + y) 
FE 
Portant x = 3, y = 4 dans (5), (6) et (7) nous trouvons: 
3 ES un 25 
Y=——, Y 7 Y 1024 ° 


REMARQUE 1. Dans le cas considéré on peut simplifier les calculs. En vertu de 
l'égalité x? + y! = 25 la formule (6) se met sous la forme y” — 5 . Nous en tirons 
N d (25 75 75x 


4 dx \y y" ÿ = y 

REMARQUE 2. Il n’est pas nécessaire d'établir (3a) à partir de (3), (4a) à partir 
de (4), etc. Cn peut calculer directement les dérivées. Toutefois, le calcul préalable des 
différentielles permet d'éviter certaines erreurs propres aux débutants (pour la dérivée 
de y’! ils écrivent souvent 2ÿ° au lieu de 2 ÿ’y’”, etc.; cf. $ 238, remarque). 


8 262. Formule de Leibniz 


Pour écrire l'expression de la dérivée d'ordre n du produit uv (par rap- 
port à n'importe quel argument) il faut développer (# + v)" suivant 
la formule du binôme de Newton ct dans le développement obtenu 
remplacer toutes les puissances par les dérivées d'ordre correspon- 
dant, en convenant de remplacer les puissances nulles (#9 — 10 — 1) 
dans les termes extrêmes du développement par les fonctions elles- 
mêmes. 
Nous obtenons: 


(uo)’ = w°0 + uv”, (1) 
(uv)'’ = w°’0 + 24’ + uv”, (2) 
(wo)’’’ = y'”’v + 3u'’0’ + 3u'v’’ + uv’, (3) 
(uv) 93 = php + nu} + D nt LL + 
Er PEN PR AP PS HD paye + un, (4) 


Cette formule due à Leibniz peut être démontrée par récurrence. 
ExEmPLe 1. Trouver la dérivée d'ordre dix de la fonction eTx1. 
SoLuTtion. Nous avons d’après la formule (4) (pour # = #7, vu = 

= x, n = 10): 

(eT31)X en (67)X 39 + 10(e5)1X (at)° + 45(67)VILT (x) + 
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Il est inutile d'écrire les termes suivants, car les dérivées d'ordre trois 
et plus de x? sont nulles. Vu que toutes les dérivées de e* sont égales 
à e7, nous obtenons: 


(eïx1)X = er(xt + 20% + 90). 
EXEMPLE 2. Trouver les valeurs de toutes les dérivées de f(x) = 
= arctg x pour x = 0. 
SoLUTION. Nous avons: 
; 1 
J'(x) = ir (S) 


de sorte que 
J(0) = 0, (0) = 1. (6) 


Le calcul direct des dérivées d'ordre supérieur est Jaboricux. Or, 
on peut représenter (5) sous la forme 
SIDA +3:)=1 
et utiliser la formule de Leibniz (# — f’(x), v — 1 + x?); on obtient 
alors: 
[m4 (x) (1 + 21) + nf00(x) 2x + nfn — 1) f(x) = 0. 
Posant x = 0 nous avons: 
f8#5(0) + n(s —1)/%-0(0) = 0. (7) 
Comme f(9(0) = f(0) = 0, les valeurs de toutes les dérivées d'or- 
dre pair sont nulles: 
f"(0) = f1v(0) = fVi(0) = ,,, = (. (8) 
Comme /f”’(0) = 1, nous trouvons successivement de (7): 
J'"(0) = —1-2f(0) = — (21). 
[V(0) = —3-4f"(0) = + (41), 
{V11(0) = — 5 - 6/V(0) = — (61), 


JAE#D(0) = — (24 — 1) 2AfCE-D(0) = (— 1)E (241). 


& 263. Théorème de Rolle ‘” 


THÉORÈME. Si la fonction f(x) est dérivable dans l'intervalle fermé (a, b) 
et s’annule aux extrémités de cet intervalle, f’(x) s’annule au moins 
une fois à l'intérieur de cet intervalle. 


(2 Rolle estimait que le calcul différentiel est logiquement contradictoire et naturel- 
lement ne pouvait énoncer le théorème en question. 11 lui appartient un théorème d’algèbre 
d'où il découle que si a et b sont les racines de l'équation x" + p,s*t-1 + pxt-28 +... +. 
+ Pa-15 + fn = 0, alors il existe entre a et b une racine de l'équation 
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FIG. 251 FIG. 252 


Sur la fig. 251 il existe entre x = a et x = b, points d'’intersection 
de la courbe représentative de la fonction f(x) et de l'axe OX, trois 
points L, Af, N en lesquels la tangente est parallèle à l'axe OX (autre- 
ment dit f’(x) = 0). 


Sur la fig. 252 il n'y a entre x = a ct x = b aucun point en lequel la tangente est 
“horizontale +. La cause en est qu’au point C la courbe ne possède pas de tangente, autre- 
ment dit la fonction f{x) n'est pas dérivable au point x = c{il existe ici une dérivée à gauche 
ct une dérivée à droite ($ 231)]. 

ReëMARQUE I. Si la fonction dérivable f(x) prend pour x = a ct x — b des valeurs 
égales, non obligatoirement nulles, la dérivée f’(x) s’annule à l'intérieur de l'intervalle 


a, b). 

ReMARQUE 2. Le théorème de Rolle reste valable dans le cas où f(x) est dérivable 
uniquement aux points intérieurs de l'intervalle (a, b), aux extrémités de cet intervalle la 
fonction f(x) peut ne pas être dérivable, mais seulement continue. 

On énonce hatituellement le théorème de Rolle dans ces hypothèses les plus géné- 
rales, ce qui en complique la formulation et l'assimilation. Dans ce qui suit ($$ 264, 268, 
283) nous n'énonçons pas non plus plusieurs théorèmes dans les hypothèses les plus géné- 
rales; ces dernières sont alors données sous forme de remarques. 


8 264. Théorème des accroissements finis 
(théorème de Lagrange) 


THÉORÈME. Si la fonction f(x) est dérivable dans l'intervalle 
fermé (a, b), le rapport —————— f € — (a) est égal à la valeur de la dérivée 


f'(x) en un certain no x = me intérieur à l'intervalle (a, b): 


10 — f(a) = JE). (1) 
INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE. Le rapport f DIE Se) _ = 
— a 


(fig. 253) est le coefficient angulaire de la corde AB et f’(E) le coeffi- 


nan-1 1 (ns — 1) P1X*78 +... + pa-1 = 0. Cette proposition, cas particulier du s théorème 
de Rolles (le premier membre de la seconde équation est la dérivée du premier membre 
de la première équation), est à l'origine de l'appellation du théorème, 
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FIG. 253 FIG. 254 


cient angulaire de la tangente NT. Le théorème des accroissements 
finis affirme que sur l'arc de courbe AB il existe au moins un point N 
cn lequel la tangente est parallèle à la corde AB, à condition que la 
tangente existe en chaque point de l'arc de courbe AB. 

On voit sur la fig. 254 que si cette condition n’est pas remplie, le théorème peut être 
faux. 11 n'existe pas de tangente unique au point C (scules les demi-tangentes à gauche 
et à droite existent). La fonction f(x) représentée par la courbe ACB n'est pas dérivable 
pour = =£, et le théorème te AS pour aucune valeur intermédiaire E la dérivée 

(b) — (a) 


f'(x) n'est égale au rapport =. 


INTERPRÉTATION MÉCANIQUE. Soit f({) la distance du point à 
l'instant { de sa position initiale. Dans ce cas /f(b) —/f(a) est le 
chemin parcouru entre l'instant # = a et l'instant f = b et le rapport 


{() — f{a) 


b—a | 
rème des accroissements finis affirme qu'à un instant intermédiaire la 
vitesse du point est égale à la vitesse moyenne, à condition qu'à chaque 
instant le point possède une vitesse. 

Le théorème peut s'avérer faux si cette condition n'est pas vérifiée . Ainsi, si le point 
se déplace les premières soixante minutes à la vitesse de 20 m/h et la seconde heure à ja 
vitesse de 30 m/h, la vitesse moyenne est égale à 25 m/b; or, le point ne s'est jamais 


déplacé à cette vitesse au cours des deux heures écoulées. Le théorème est violé: à la fin 
de la première heure, le point n'avait pas de vitesse définie (92. 


AUTRE ÉNONCÉ DU THÉORÈME DES ACCROISSEMENTS FINIS. L’équa- 
tion 


la vitesse moyenne dans cet intervalle de temps. Le théo- 


b 
f'{s) = f LS Re 
(si l'hypothèse du théorème est satisfaite) possède au moins une ra- 
cine x = E à l’intérieur de l'intervalle (a, b). 


(92 En réalité, le passage de la vitesse 20 m/h à la vitesse 30 m/h ne s'effectue pas 
instantanément, mais progressivement au cours d’un laps de temps très court, et dans ce 
cas il existe un instant où la vitesse est égale à 25 m/h. 
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La position de cette racine (ou des racines) 
dépend de la forme de la fonction f(x). Si c'est 
une fonction du second degré (la courbe re- 
présentative est une parabole; fig. 255), nous 
obtenons une équation du premier degré; sa 
racine se trouve exactement au milicu de (a, b), 
autrement dit 


t 
0 
E b+a a é 

2 ‘ FIG. 255 


Pour les autres fonctions cette propriété est réalisée approximativement ; notamment, 
si a est constante et b tend vers a, l'une des racines tend généralement (°) vers le milieu de 


l'intervalle (a, b), c'est-à-dire lim & — 


= — 7 Quand b—a. 


EXEMPLE 1. Soit f(x) — x. Nous avons alors f’(£) = 2£. La for- 
mule (1) prend la forme 
b9 — at 


b—a - 26 


d'où 
a+b 


autrement dit, & est exactement au milieu de l'intervalle (a, b). 
EXEMPLE 2. Soit f(x) = 4°, alors f'(x) = 3x7. Posons a = 10, 
b = 12. Nous avons: 
(6) — f{a) 


Ds 364. 


D'après le théorème des accroissements finis l'équation 34? = 364 
doit avoir une racine comprise entre 10 et 12. En effet, sa racine posi- 


tive + = fiat 11,015 est intérieure à l'intervalle (10, 12) et 


est proche de son milieu. 


Rexanque. Le théorème des accroissements finis reste en vigueur dans le cas où 
la fonction f(x) est dérivable aux points intérieurs de l'intervalle (a, b) et continue à ses 
extrémités. 


$ 265. Formule des accroissements finis 


La formule (1) du $ 264 peut être mise sous la forme 
1(b) — f{a) = J'(E) (b— a) (1) 


(°) La seule exception est le cas où la dérivée seconde f’’(a) est nulle ou n'existe pas. 
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ou avec d’autres notations 

{{a + h) — f(a) = f'(E) 4. (2) 
C'est la formule des accroissements finis; on l'écrit également sous la 
forme: 

{{a + h) = (a) + f'(6) x. (3) 

APPLICATION AU CALCUL APPROCHÉ. Plus haut ($ 248) nous avons 

appliqué la formule 

{a + h) = f{a) + J'(a) h (4) 
pour calculer f(a + h). La formule exacte (3) permet (bien que Ë soit 
inconnue) d'estimer l'erreur résultant de la formule (4). Si on pose £ — 


a +b 


dans la formule (3), cette dernière cesse d'être exacte, mais 


donne généralement (cf. $ 264) une bien meilleure approximation que (4). 
EXEMPLE. Trouver sans utiliser les tables I1g 101. 


M 
Posant f(x) = 1g x, nous avons f’(x) — — (Mf = 0,43429). Pour 
x 
a = 100 et h — 1 la formule (4) donne: 
18 101 # lg 100 + M: SL 1 = 2,0043429. (5) 


Pour estimer l'erreur appliquons la formule exacte (3) ; nous obte- 


nons: 
lg 101 = 18 100+ M1. (6) 


1 1 
Ici & est compris entre 100 et 101, de sorte que > me . L'er- 


» et cette va. 


— es —— 


reur donnée par la formule (5) est égale à M 


leur est certainement inférieure à a » c'est-à-dire à 
100 101 


0,00004. C’est la borne supérieure de l'erreur absolue sur 1g 101 (l'erreur 
précise est deux fois plus petite). 


En posant dans la formule (6) £ — = (100 + 101) — 100,5 nous 


obtenons: 
1g 101 # 1g 100 + Af : 0,00995025 - 1 = 2,0043213. (7) 


Ici seul le dernier chiffre est faux; la valeur exacte est d’une unité 
plus grande (soit 4 au lieu de 3). 
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CONSÉQUENCES DE LA FORMULE (1Î). Il découle immédiatement de 
la définition de la dérivée que la dérivée d’une grandeur constante est 
nulle. Le théorème réciproque découle de la formule (1). 


THÉORÈME Î. Si la dérivée f'’(x) est nulle partout dans l'inter- 
valle (sn, n), la fonction f(x) est une grandeur constante dans cet inter- 
valle [autrement dit, pour toutes les valeurs a, b dans cet intervalle ‘*? 
les valeurs de la fonction f(x) sont identiques]. 

EXxPLICATION. Par hypothèse la fonction f(x) est dérivable dans l'intervalle (m, n) 
et 4 fortiori dans l'intervalle (a, b). Cela signifie que l'on peut ($ 264) lui appliquer la 
Sr (1). Par hypothèse on doit poser dans cette dernière f’(E) = 0. Nous obtenons /(b) = 
= j{a). 

I1 découle directement du théorème 1 le théorème suivant: 

THÉORÈME 2. Si les dérivées de deux fonctions f(x), o(x) sont 
partout égales dans l'intervalle (mn, n), alors dans cet intervalle les valeurs 
de ces fonctions ne diffèrent que par une grandeur constante. 


8 266. Théorème généralisé des accroissements finis 
(théorème de Cauchy) 


THÉORÈME DE CAUCHY. Supposons que Îrs dérivées f’(t) ct &’() de deux fonctions /({) 
et ot) dérivables dans l'intervalle fermé (a, b) ne s'annulent simultanément en aucun point 
intérieur de cct intervalle. Supposons encore qu'au moins l’une des fonctions f(f}, o(t) possède 
des valeurs différentes aux extrémités de l'intervalle {par exemple @(b) Æ œ(a)]. Les accrois- 
sements f(b) — f{a) et ç(b) — (a) des fonctions données sont alors dans le même rapport 


que leurs dérivées en un certain point { = + intérieur à l'intervalle (a, b): 


1@) —fla) _ fr) | (1) 
p(b) — œ(a) q'(T) 
La formule (1) du $ 264 est un cas particulier de la for- 


mule de Cauchy (1) pour œ(f) = 4. 
L'INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE cest la même que celle 


du théorème $ 264 mais la courha ACB (fig. 256) est représen- 
tée par les équations paramétriques 


x = Q(1), y = f(). 


Nous avons: 
O4°= ça),  OB’ = ob); 0 


A4' = f{a), BB’ = f(b). FIG. 256 


8 N' X 


(° Par hypothèse la fonction f(x) est définie dans lou l'intervalle (m, n) sinon elle 
n'aurait pas de dérivée en tous les points. Si, contrairement à l'hypothèse, la fonction /(x) 
est déterminée en tous les points de l'intervalle (m, n}, excepté, disons, deux points x = k 
etx = 1(A< I), il peut s'avérer que la fonction ne soit constante que dans chacun des inter- 
valles (ouverts ) (m, A), (4, F) et (1, n) séparément, mais change de valeur en passant de l'un 


à l’autre (cf. exemples 1 et 2 $ 247a). 
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Le rapport 


0 _ # 
“0 dx 


1(6) — f{a) 
œ(b) — œ(a) 
le coefficient angulaire de la tangente NT. 
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est le coefficient angulaire de la corde AB, le rap. 


Sur la fig. 256 la tangente NT est parallèle à la corde AB, le point N est sur l'arc 
AB (mais sa projection N° sur l'axe OX n'est pas située sur le scgment A°B”; il en est 
de même pour la projection sur l'axe OY). 

REMARQUE 1. Si, contrairement à l'hypothèse du théorème, nous avions f(a) = 
= f(b) et œ(a) = (db), le premier membre de (1) serait indéterminé. 

REMARQUE 2. Dans l'hypothèse du théorème de Cauchy on demande que /f‘(r 

: et @’(t) ne s'annulent pas simultanément à l'intérieur de l'intervalle (a, b), mais à l'une de 

ses extrémités (ou même aux deux) elles peuvent s'annuler simultanément (et même ne 
pas exister pourvu que (x) et @(x) soient continues aux deux extrémités). 

ExEumrLe 1. Considérons les fonctions 


J( = 1° et T0 RE 


données dans l'intervalle (0, 2). A l'extrémité { = 0 les dérivées 


JO = 3° et q'() = 2 


s'annulent, mais elles sont partout différentes de zéro à l'intérieur de cet intervalle. Chacune 
des fonctions /(f), o(f) a des valeurs différentes aux extrémités $ = O et f = 2. Les hypothà. 
ses du théorème de Cauchy sont vérifiées. Par conséquent, le rapport 


1@)— Ja) . 12-10 2, 
po) —çla) œ(2)—6(0) 2° 


doit être égal au rapport 


AU PR RE 


®U) 2% 2 


en un certain point f = E compris entre a = 0 et b == 2. En effet, l'équation 


FIG. 257 


3 
214 


possède la racine { — + située à l'intérieur de l'intervalle (0, 2. 
ExeuPpze 2. Considérons les mêmes fonctions f(f) = f et 
off) =!? dans l'intervalle (- 1 _ 2). Quand a 5 — 1 _. bm=2, 
nous avons: 
JON Us. te ren 
(0) — gta) b'—at  b+a 2° 
L'équation 
13 


br — 


D| U 


possède la racine unique { = 4 _ mais elle est extérieure à l'inter- 


valle (— 1 _. 2) . Le théorème de Cauchy n'est plus applicable 


car le point $ = 0 en lequel les deux dérivées f’(f)}, @’(f) s'annulent 
simultanément est maintenant intérieur à l'intervalle (a, b). lilus- 
tration géométrique: les équations paramétriques x =ft, y = 
représentent la parabole semi-cubique AOB (fig. 257); aux valeurs 
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1 : 3 
a=—1i 3 b = 2 correspondent Ics points À (2 L 3 et B(4, 8). Sur l'arc 


AOB de la courbe x = ff, y ={* (parabole semi-cubique) il n’y a pas de points en 
lesquels la tangente soit parallèle à la corde AB (un tel point existe à l'extérieur de 
l'arc À B au-dessus du point B). 


INTERPRÉTATION MÉCANIQUE. Soient f le temps et 


sp = f(f 
et 
sQ = o(1) 


es chemins que deux corps P et Q animés d'un mouvement rectiligne ont parcourus à 
partir de leurs positions initiales. Alors f’{t) et &”’(t) sont les vitesses vh et vo des corps Pet 
Q. D'après l'hypothèse du théorème de Cauchy vP et vQ ne sont pas simultanément nulles. 
Le théorème affirme que les chemins parcourus par les corps durant l'intervalle de temps 


(a, b) sont dans le même rapport que les vitesses à un instant intermédiaire (®2 (le même 
pour les deux corps). 


& 267. Indéterminations de la forme D 
0 


Si une fonction quelconque n'est pas déterminée au point x = a, mais 
possède une limite quand x —> a, trouver cette limite équivaut à lever 
l'indélermination ou chercher la vraie valeur. En particulier, lever 


l'indétermination de la forme LA c'est trouver la limite du rapport JU) , 
où les fonctions f(x) et œ({x) + des infiniment petits quand x —+ Ki 

RèGre DE L’HosrirAL ‘*®. Pour trouver la limite du rapport JU) 
de deux fonctions, qui sont des infiniment petits quand x — . 
quand #-—> œ), on peut considérer le rapport de leurs dérivées : _ . 


aprem 


«> Donnons-en une explication concrète. Supposons que durant l'intervalle de temps 
(a, b) le corps P ait parcouru un chemin deux fois plus grand que le corps Q(sp = 2sQ). Si 
les deux mouvements sont uniformes, à tout instant intermédiaire nous avons: vp = 2vQ. 
Supposons maintenant que l'un des mouvements (ou les deux) ne soit pas uniforme. 11 est 
impossible que l'on ait toujours vp > 2vq (car dans ce cas le chemin parcouru par le corps 
P serait plus que le double du chemin parcouru par le corps Q). 11 est également impossi- 
ble que l'on ait toujours op < 2vg. C'est pourquoi si d'abord vP > 2vq, par la suite 
vP <2vQ (et vice versa). Cela signifie qu'à un certain instant intermédiaire on doit avoir 
ep = 2vq. À cet instant on a: vp: VQ = Sp: sq, Car par hypothèse on ne prend pas en 
considération le cas op = 0q = 0 (dans ce cas le rapport vp : vQ serait indéterminé). 

ce) On trouve cette règle (sous une forme moins rigoureuse) dans l'Analyse des infini- 
ment pdits pour l'intelligence des lignes courbes (1696), premier traité imprimé de calcul diffé- 
reotiel. Pour élaborer cet ouvrage L’Hospital utilisa un manuscrit de son maître Jean 
Bernoulli et, tout particulièrement, la règle en question. C'est pourquoi l'expression 
«règle de L’Hospitab est abusive. 
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1) 


S'il tend vers une limite (finie ou infinie), le rapport — x) tend aussi 
o(x 


vers cette limite (%, 
xt — Le 


EXEMPLE Î. Trouver lim 
z—1 À — 


Les fonctions f(x) — x? — 1 et = 4%— 1 sont des infiniment 


JU) se . Il tend vers 
o'(x) 7 3x1 


la limite ? quand x -> 1. Conformément à la règle de L’Hospital le 


petits quand x —> 1. Considérons le rapport ——— 


— 1 
rapport = tend vers cette même limite. En effet, 
xt — 1 (x —1) (x +1) ; x +1 2 
en 3° —1 BD +s+i #51 #+s+1 3 


Si non seulement les fonctions f(x) et @(x), mais aussi leurs déri- 
vées f’(x), o’(x) sont des infiniment petits quand x — a, on applique 
de nouveau la règle de L’Hospital pour la recherche de la limite du 
AR PAGE 

TE 4 
: — 3x +2 

ExEMPLE 2. Trouver ne A =t-rti . 

Le numérateur et le dénominateur sont des infiniment petits. 
En vertu de la règle de L'Hospital on a 

z'— 3: +2 , 3x — 3 
xp ——x+1 per 339— 2x —1 
Le numérateur et le dénominateur sont encore des infiniment petits. 
Appliquons une fois de plus la règle de L'Hospital: 


3x1 — 3 : 6x 3 


mn —— = —, 
un 3x — 2x —1 Him 6: —2 2 


(°2 Quand on formule cette règle on exige en général que la dérivée œ’(x) ne soit 
pas nulle dans un certain voisinage du point x = a. Cette exigence est superflue, car Ja 


règle stipule déjà que le rapport fx me L possède une limite quand x — a, et en vertu de 


la définition de la limite ($ 205) cela n'est possible que dans le cas où œ’{(x) Æ 0 au 
voisinage de x = a. 
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TZ _ p-T — 9 
EXEMPLE 3. Trouver lim ee - 7 
x—0 x — Sn # 
Appliquant successivement la règle de L'Hospital, nous obtenons 
deux fois le rapport de deux infiniment petits 
J'(x) __+ez—2 JC) _e—et 
©{x)  1—cosx p’{x) sin x. 


La troisième fois nous obtenons le rapport 


JU) _eæ+es 
ox) E cos x L 


Quand x — 0, il possède la limite 2. Par conséquent, 


_. eÆ—es—2x 
in — = 12. 


REMARQUE 1. Il est théoriquement possible que toutes les dérivées des deux fonc- 
tions f(x) et q(x) soient des infiniment petits. Toutefois, on ne rencontre pas de tels cas en 
pratique. 

I1 est utile de combiner l'application de la règle de L’Hospital 
avec des transformations facilitant la recherche de la limite. 


. te x — sin x 
EXEMPLE 4. Trouver nee + ‘ 


x0 sin x 

D'après la règle de L’Hospital nous cherchons la limite du rapport 
f'(x) > cos! x Ra 

œ'(x) 3 sin! x cos x 


Ici f’(x) et o’(x) sont des infiniment petits, mais il n'est pas rationnel 


quand #0, 


de chercher lim 22%. 11 est préférable de ete OS la for- 
A 2) p"(4) 
1 — cos° x , ; 
ME ————) puis, ayant en vue que lim (cos x) = 1, de 
3 sin? x: cosi x s0 
.. 1— cos x ; ; 
chercher lim——. En vertu de la règle de L'Hospital cette 
x+0 3 sin? x 
limite est 
lim sos = lim Lire 
30 6sins-cosx ,,02 2° 


On peut aussi remplacer dès le début sin°x par l’infiniment petit 
équivalent x°. Dans ce cas 


li tg x —sin x li tg x — sin x | 1— cos? x 1 — cos! x 
PU ne ee “lrooté TT 3x  ” 
z—0 sin® x +0 z xp0 3: cos #5 5,0 3z 
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Appliquant une nouvelle fois la règle de L'Hospital nous trouvons: 


1. 
lim 3 cos! x sin x _1 lim oz 1 
J'(x) 


RemARQUE 2. Il peut arriver que le rapport AE ne tende, lorsque *—+a (ou 


x — ©), vers aucune limite. Dans ce cas lc rapport sn peut ne pas avoir de limite, 
mais peut également en avoir une. Ainsi, si f(x) = x + sin s et q{x) = x, le rapport 


Le = 1 + cos s n'a pas de limite lorsque s —> co. Toutefois, le rapport 


JG) _ x +sinx Di sin x 
q(s) z 


tend vers 1 quand x —+ ©, 


$ 268. Indéterminations de la forme = 
(0) 


JG , 


La règle de L’Hospital est également valable pour le rapport — % 
o(x 


deux fonctions infiniment grandes quand x —> a (ou + —> æ). 
n # 


ExeMmPLe Îi. Trouver lim : 
zoo 33 


Les fonctions f(x) — 1n x et o(x) = x? sont des infiniment grands 


quand #-> ©. Le rapport T se tend vers la limite 0 quand 
"(x 2x 


x — 00. Le appart À ton également vers cette limite. 


Remarque. Si f(x) et @(x) ont des limites infinies quand x+ a et les limites de f’(x) 
et ®’{x) (si elles existent) sont également infinies, la règle de L'Hospital n'est alors utile 


que dans le cas où l'expression ft) peut étre plus facilement mise sous une forme com- 


g"(:) 
mode que l'expression 2. 


ExsmpLe 2. Trouver lim te 5x à 
PRURE 
LB 
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Les fonctions tg 3x et tg x, ainsi que leurs dérivées ne et _e sont des in- 
cos! 3x cos! x 


finlment grands quand 14 . Représentant le rapport des dérivées sous Ja forme 
cos x 1 
cos 3x | | 


nous cherchons lim _… e (maintenant le numérateur et le déno- 
+ 

minateur sont des infiniment petits). Appliquant la règle du $ 267, nous obtenons 

_— lim on _— Par conséquent 

n <05 3x nr —3sn3 3 ° q ’ 

sr) s+— 


Le es. s.(-1) sd 


Il est toutefois plus facile de transformer l'expression initiale. Nous avons en effet 
ex 3x = al #4 de sorte que 
tex  cotg3x"° 
s 
tg 3x L cotg zx il sin! 3x | 


n 8x n Cotg 3x nisins 3 
23 ar TV 


& 269. Expressions indéterminées d'autres formes 


I. INDÉTERMINATION DE LA FORME 0:00, autrement dit, le pro- 
duit f(x) o(x), où f(x) —> 0 et (x) -> oo. Cette expression peut être 


ramenée à la forme 0 ou re 


C0 


JU ets) = JU): 5 = 8): TS 


et on peut ensuite appliquer la règle de L’'Hospital. 


EXEMPLE 1. Trouver lim x cotg 4 
x-}0 2 


Nous transformons + cotg — ER s— et nous trouvons: 


lim x cotg = = lim RE = 2. 
x-»0 2 x0 zx 
2 cos" — 


ExzeMPLE 2. Trouver lim +{1In x. 
xp0 
Nous avons 


ln la s=lim{inx: 5] «lim ei] 0 
s-»0 s-p0 FI) sols + 
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II. INDÉIERMINATION DE LA FORME 00 — ©, c'est-à-dire la dif- 
férence de deux fonctions dont chacune possède la limite + © (ou — co). 


Cette expression peut également être ramenéc à la forme dl ou —. 
U 


C0 


EXEMPLE 3. Trouver lim L Le ee . 
x+0 x(e 1) 
Réduisons les fractions à un dénominateur commun; la grandeur 
Zz __ 
cherchée est lim Set 80 autrement dit, nous avons une indéter- 
x0 x(eT + 1) 


mination de la forme : + Comme lim (e° + 1) = 2, 
z0 


— ) 
z0 as +1)) 2 150 x 2 10 
III. INDÉTERMINATIONS DE LA FORME Of, oo®, 1%, c'est-à-dire 
les fonctions de la forme ft), où lim f(x) == 0 ct lim œ(x) = 0, 
ou lim/(x) = ©, lim (x) = 0, ou encore lim f(x) = 1, lim (x) — 
Nous cherchons ici d’abord la limite du logarithme de la fonction 
donnée. Nous obtenons dans les trois cas une indétermination de la 
forme 0: «. 


EXEMPLE 4. Trouver lim x* (indétermination de la forme (°) 
s+0 
Posant y = +7, nous obtenons In y = x in x. Nous avons ensuite 


lim In y = aim (in x : =) = lin | — 3) = (0. 
z+0 x0 
Nous en tirons 
lim y = 1. 


z0 
| 


ExempLe 5. Trouver lim (1 + 2x)* (indétermination de la for- 
2 


me 00°). 
1 


Nous posons y = (1 + 2x)" ; nous avons alors In y — de In(1 + 
x 


+ 2x), ce qui donne 


lim Nny= lim (+ 2x) = lim 
zoo PA x xpoo 1 + 2x 
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Par conséquent, lim y = 1. 
E nd.) 


ExempLe 6. Trouver lim (tg x)'® a (indétermination de la forme 1®). 


37 
4 


Nous avons: 


Î 
lim iny= lim tg2xintgzx= lim SIL SES 
LL n Cote 2x 
LT x re 
2 
= 0 fe) = 2 
r\sin x cos x sin! 2x 
SELÉTR 


Par conséquent, 


$ 270. Historique de la formule de Taylor (*? 


J. LES SÉRIES DANS L'OEUVRE DE NEWTON. Pour trouver la dérivée 
d'une fonction donnée et principalement pour résoudre le problème 
inverse, Newton remplaçait la fonction donnée par une série entière, 
c'est-à-dire par la suite 


ae + aix + ax + ass +. + Gun + … (1) 


à une infinité de termes. Les coefficients &,, 41, 4e, .…, étaient choisis 
de telle sorte que l'expression (1) donne des valeurs de plus en plus 
précises de la fonction au fur et à mesure de la croissance du nombre 


des termes. Ainsi, Newton remplaçait la fonction par l'expres- 


1+3x 
sion 1 — x + 4% — 49 +... + (— 1}9 44... et écrivait ‘9%: 
en EE (2) 


Ce) Le présent paragraphe sert d'introduction aux paragraphes 271 et 272; ce der- 
nier peut être lu indépendamment. 

(°°) On obtient le développement (2) en appliquant au quotient 1 : (1 + x) la règle 
de division des polynômes ordonnés suivant des puissances croissantes. Avant Newton, 
la formule (2) avait été employée par Mercator (en 1665) pour le calcul des logarithmes 


la dérivée de In (1 + x) est égale à 1: 
infinie se bornait à ce cas unique. Pour Newton c'était une méthode générale. 


| Chez Mercator le développement en série 
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Si |x | < 1, les termes 1, — x, +2, … forment une progression 


géométrique décroissante dont la somine est * Siparcontre|x|>1, 


la somme 1— x “+ 42— 23 + .. + (—1)"47 ne tend pas, quand 


ñh —> 00, Vers « Tenant compte de cette circonstance Newton 
+ x 
se bornait toujours à de petites valeurs de x. 
Pour développer les fonctions en séries infinies Newton utilisait 

divers artifices. Ainsi il appliquait la formule 

me 7 (rs — 1) (m — 2) 
1:2:3 
établie par Pascal pour les nue entières positives de #57 aux valeurs 
fractionnaires et négatives de #7. Dans ce cas le nombre de termes croit 
indéfiniment. Quand »17 = — 1, on obtient la formule (2), quand #1 — 
= —2, on obtient ‘°: 


1 


(1 + x) = 1 + mx + x + AE TS (3) 


TEST œl—2x + 3x — 45 +... (4) 
Pour trouver la dérivée de : » Newton dérivait terme à ter- 
+ x 
me ‘*%® l'expression (2). La comparaison avec (4) montre que 
1 ] 1 
| NET (5) 


2. SÉRIE DE TAYLOR. En 1715 Taylor trouva par des raisonne- 
ments très compliqués mais non rigoureux la forme générale de l’expres- 
sion (1) pour une fonction donnée f{x). Avec les notations modernes ce 
résultat s'écrit 


J0) = 60) + LA à + LOL ns 4 LOU u + (6) 
(— 1)" nl 
quent, f(0)=1et =——— À _ = (— 1)", de sorte que la formule (6) donne 


Ainsi, si f(x) — Par consé- 


- » alors f(")(x) = 
x 


(°2 Sachant que ses raisonnements n'étaient pas rigoureux Newton les vérifiait sur 
des exemples. Ainsi en effectuant la multiplication terme à terme (1 — x + 21 — x2 + 
+...) (—s + st— 31 +...) il trouvait 1 — 2x + 3x! — 43 + ... et ainsi vérifiait la 
formule (4). 
c*+) Newton ne savait pas que le théorème sur la dérivée d’une somme peut ne pas 
être vrai pour un nombre indéfiniment croissant de termes. Par ailleurs, pour des séries de 
la os (1) ce théorème (pour de petites valeurs de x) est vrai, de sorte qu'il n'y avait 
pas d'erreur. 
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Je développement (2). Si f(x) = er nous obtenons le déve- 


(L + +} 
Joppement (4). 
3. DÉMONSTRATION DE Mac-LAURIN. Trente ans plus tard Mac- 
Laurin donna une démonstration simple de la formule de Taylor. Il 
considère l'égalité 


f(x) = 4, +aix + as + a,xt + axé + (7) 
ct pour déterminer les coefficients a,, 4a,, a,, … il trouve en dérivant 
successivement : 

J'U) = 8 + 24x + 3u,xt + 4a,xt + …, 
J'{x) = 2, +2: 3a,s + 3° 4a,x + …, (8) 
S''Ux) = 2: 3a, + 2-3" 4ais + …, 


Portant dans (7) et (8) x = 0, il trouve successivement ‘*: 


210) nf, m2, ae, ete (9) 


4. FORME GÉNÉRALE DE LA SÉRIE DE TAYLOR. On établit de la 


même façon la formule 
es) = jte) + LOL (2 — 0) + Leo) + (10) 


donnant le développement de la fonction suivant les puissances de 
(x — a). Cette formule était également connue de Taylor; en fait elle 
n'apporte rien de nouveau par rapport à (6). 


Ainsi pour f(x) = In x et a = 1 la formule (10) donne: 


In x 


— A et LA Let PO LL UE (11) 


2 3 4 
Si l'on prend la fonction f(x) = In (1 + x), on obtient en vertu de la formule (6): 
xt x xt 
hf+ses—-ste-zt. (12) 


Ce) Si l'on démontre que l'on est en droit de dériver terme à terme la série (7), la 
démonstration de Mac-Laurin établit le théorème suivant: si f(x) peut être développée 
en série (7), les coefficients a,, 4,, a,, .… s'expriment par les formules (9). 11 existe toutefois 
des fonctions qui ne peuvent être développées en série de la forme (7) [bien que leurs déri- 
vées f’(0), f’’(0), … existent]. On donne un exemple de fonction de ce genre dans le dernier 
renvoi de ce paragraphe. 
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Posant 1 + x = r, nous obtenons la formule 


1 (ip (s—i) (ri 
sm EN ET +. (13) 


qui ne diffère de (11) que par les notations. 


5. RESTE DE LA SÉRIE DE TAYLOR. Les fonctions qui étaient con. 
nues au XVIII siècle peuvent être développées en série de Taylor 
(10) (pour toutes les valeurs de a, à l'exception de celles pour lesquelles 
la fonction ou l'une de ses dérivées devient infinie). Leur expérience 
médiocre suggérait aux mathématiciens de l'époque que toute fonc. 
tion continue peut être développée en série de Taylor. Toutefois 
le besoin se faisait sentir d’une estimation exacte de l'erreur que l'on 

(n) 
commet quand on arrête la formule (10) au terme I (x — op. 
n 

En 1799 Lagrange introduisit pour s le reste de la série de Taylor s, 
c'est-à-dire pour la différence R, 

+ fem (a) 

n! 


Ra = ft) — [ft) + am], (14) 


l'expression suivante: 


fon+(E) 
Sn +i)! 


Ici & est un nombre compris entre a et x. 

La démonstration de Lagrange supposait que la fonction f(x) 
est développable en série de Taylor ‘”. Un quart de siècle plus tard 
Cauchy démontra la formule (15) sans s'appuyer sur cette hypothèse: 
il donna également une autre expression pour le reste. Il devint possible 
de juger d'après l'expression du reste si une fonction peut être développée 
en série de Taylor: si lim R, = 0, la fonction f(x) est développable 

ñn—+œ 
en série de Taylor, dans le cas contraire elle n'est pas développable, 
Cauchy donna le premier exemple d’une fonction ‘°°’ dont toutes les 
dérivées existent au point x — a, mais qui n'est pas développable en 
série (10) suivant les puissances de (x — a) (de telles fonctions n'ont 


pas d'importance pratique). 


(x — a)(nt 1h. (15) 


C°) Lagrange affirmait même qu'un tel développement était possible pour toute 
fonction continue, mais la démonstration n'était pas rigoureuse. 
1 


(#°3 Cette fonction est donnée par la formule f(x) =0e 4" avec la condition com- 
plémentaire /(0) = 0 (quand = = 0, la formule n'a plus de sens). La fonction f(x) possède 
au point # = 0 des dérivées d'ordre arbitraire. Elles sont toutes nulles en ce point, de sorte 
que le second membre de la formule (10) est identiquement nul. Cependant la fonction /(x) 


ne s’annule en aucun point autre que # = 0, 
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& 271. Formule de Taylor ‘* 


THÉORÈME. Si la fonction f(x) possède dans l'intervalle fermé (a, b) 
des dérivées jusqu'à l'ordre (# + 1) inclus ‘*®, alors 


f'(a) f"{a) 1% (a) 


JO) = fa) + b— a) + 5  — a) + + æn (b — a)n + 
s+0() : 
(n + (b — a) +1, (1) 


où £ est un nombre compris entre a et b. 
La formule (1) est appelée formule de Taylor. 


| f\P#N(8) 
Le dernier terme, ——— (b — a)"#1, appelé reste sous forme 
(n +1)! 
de Lagrange ‘**®, donne l'expression exacte de la différence R, entre 
f{b) et l'expression 


, e! (A) 
se) + Lo — 0) + LOL 6 — op + + CL (6 — ojn 
(e polynôme de Taylor s): 
M) 117 @ 
Rn = f{b) — [ to) ++ (b— 0) | eur (b— ajn+1. (2) 


La formule de Taylor établit que l'équation (1), où l’inconnue est E, 
possède au moins une racine (*°°® comprise entre a et b (cf. $ 264). 

Quand on considère a comme une constante et b comme une varia- 
ble, on écrit x au lieu de b: 


ge = feo) + LA (5 — 0) + + PL Ge — ape + 


stD(E) : 
Verre (3) 
Quand a — 0, on obtient la « formule de Mac-Laurin » °°°°9 
f'(0) 1" (0) f"tD(E) 
JU9 = SO + Tr te + + xn#1, (4) 


nt 


(®) On recommande de lire au préalable le $ 270. 
(+) La (n + 1)1ÈME dérivée peut ne pas exister aux extrémités de l'intervalle 
pourvu que la nième Jérivée soit continue non seulement à l'intéricur de l'intervalle, 
mais aussi à ses extrémités. 


(9e) A la différence des autres formes du reste. 
co.) Pour des valeurs constantes de a ct à la grandeur E varie généralement, 


avec ñ. 
eo) Cf. $& 270, 3. 
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ExEeMPLE. Appliquons la formule (4), pour #n = 2, à la fonction f(x) - 


= I «+ Nous avons: 
1+x 
4 — 1 ” 2 os, — 6 
= TE: OT: f Der rsx: 
Par conséquent, 
f'(0) (0) J°"(8) 1 
JO net net 5 GE 


La formule (4) s'écrit alors 
1 1 £ x! 
EE TS 6) 
Ici E est compris entre 0 et x. Il est important de noter que la formule 
n'est valable que pour x > — 1. Dans ce cas l'hypothèse du théorème 
est vérifiée: dans l'intervalle fermé (0, x) toutes les dérivées de la fonc. 


tion existent. 


+ x 
Résolvant (5) par rapport à E nous trouvons: 


= Vis: se lis-t (6) 


On vérifie aisément que pour x > — 1 la première racine É est effecti- 
vement comprise entre zéro et x. 
Si par contre x < — 1, l'hypothèse du théorème n'est pas vérifiée, 


car la fonction ne possède pas de dérivées au point — 1, ct ce 


1+7x 
point est soit intérieur à l'intervalle (0, x) (si x < — 1), soit confondu 
avec son extrémité (si x — — 1). 
La formule (5) tombe en défaut: pour # = — 1, le premier membre 
n'a plus de sens, pour x < — 1 l'équation (5) possède des racines ima- 
REMARQUE. Pour n — 0, la formule de Taylor (2) [dans laquelle 
on doit écrire f(a) au lieu de f(°) (a)] coïncide avec la formule des accrois- 
sements finis ($ 265) 


1(b) — f{a) = f'{6) (6 — a). (7) 
Pour n = 1 nous obtenons: 


16) — fa) — f'te) 4 — 0) = LE — ap, (8) 
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ou avec d’autres notations: 
JU) + As) — ft — fr) Ar = LE au, (82) 


Cette formule donne l'expression de la différence 
entre l’accroissement de la fonction et sa différentielle 
(te segment CB sur la fig. 258). 

Si la dérivée seconde f(x) est continue pour la valeur FIG. 258 
considérée de x, alors la différence entre l'accroissement de la 


{onction et sa différentielle est du deuxième ordre par rapport à As [quand f(x) Æ 0] 
ou d'ordre supérieur {quand f’’(x) = 0). Cf. $ 230. 


g 272. Application de la formule de Taylor 
au calcul des valeurs d'une fonction 


La formule de Taylor permet souvent de calculer Ja valeur d'une 
fonction avec une précision arbitraire. 
Supposons que l'on connaisse les valeurs 


(a), f'{a), (a), fa), … 

de la fonction f(x) et de ses dérivées successives en un point «initial 
x = a. On demande de trouver la valeur de la fonction f(x) pour une 
autre valeur de x. 

Dans de nombreux cas il suffit pour cela de calculer la valeur du 
polynôme de Taylor 
e /2) cn) 

f{a) 410 (x — 0) + LR (x — a) +... + J 0 (x — a), (1) 

en prenant deux, trois ou un plus grand nombre de termes suivant la 
précision exigée. Bien entendu nous commettons dans ce cas une erreur 
R, égale à 


, …, CR) 
Or, il s'avère souvent que l'erreur R, décroît indéfiniment (en valeur 
absolue) avec la croissance du nombre de termes (autrement dit, 
lim À} = 0). Le polynôme de Taylor peut alors donner la valeur 


Led" 
cherchée de la fonction f(x) avec le degré de précision voulu. 

Le nombre de termes assurant le degré de précision exigé dépend 
essentiellement de la valeur de la distance |*—a| du point initial 
aau point x. Plus | x — a] est grand, et plus on doit prendre de termes 
(cf. exemple 1). Il arrive également que la tendance de R, vers zéro 
son seulement devient plus lente avec la croissance de | x*—a|, mais 
encore, à partir d'un certain instant, cesse entièrement (cf. exemple 2). 


12-1158 
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Le polynôme (1) ne permet alors de calculer f(x) qu'à une distance 
bornée du point initial. 

Cela signifie que l’on doit savoir répondre aux questions suivantes: 
peut-on se servir du polynôme (1) pour calculer /(x) à une distance donnée 
|+— a] du point initial a, et si oui, combien de termes doit-on prendre 
pour assurer la précision exigée? Il est également important de savoir 
si l'erreur R, tend vers zéro avec la croissance du nombre de termes 
pour toute distance | x — a |, et sinon quelle en est la frontière. 

Pour résoudre ces questions divers artifices sont employés. L'un 
d'eux ‘® est basé sur le théorème du $ 271 permettant de mettre l'erreur 
R,\ sous la forme (°°: 


stD te) 
+ 
Le nombre E& est ici inconnu; nous savons seulement que & est compris 
entre a et x. Cela est toutefois suffisant pour estimer l'erreur R, ct 
répondre aux questions que nous avons posées. 

EXEMPLE 1. Soit f(x) = e7. Toutes les dérivées de cette fonction sont 
égales à «7. Nous connaissons la valeur de e7 au point x = 0 («7 = 1). 
Nous prenons ce point pour point initial. Les hypothèses du théorème 
du $ 271 sont vérifiées pour toutes les valeurs de x. On doit poser dans 
le polynôme de Taylor (1): 

am, f(a)=/f'{a) =... =/fM(a) = 1, (4) 


et il prend alors la forme: 


Ra = (a — ant1, (3) 


1 1 1 
1+gst ste ta (S) 


En remplaçant la valeur de e* par la valeur du polynôme (5), nous 
commettons une certaine erreur R, ; elle est égale à 


x a! 37 
R=e—|1+f++. +5 e. (6) 


Comme f{"#1){x) — 67, l'erreur R, peut, en vertu de la formule (3), 
s'écrire sous la forme: 
E 
Ra = mio znt1, (7) 


(n + 1) 
Le nombre E est compris entre zéro et x (il dépend de x et de #). Par 


conséquent, «6 est compris entre e° = 1 et e*. Cela est suffisant pour 
estimer l'erreur. 


(2 Loin d'être le meilleur, cet artifice s'avère parfois parfaitement inefficace. 
D'autres artifices sont indiqués plus bas ($ 401). 
€°°2 On suppose que la fonction f(x) satisfait aux hypothèses du théorème du $ 271; 
il en est ainsi dans de nombreux cas qui se présentent en pratique. 
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Supposons, par exemple, que l’on doive calculer la valeur de 67 
pour # = —) autrement dit, extraire la racine carrée du nombre e. 
2 


1 
Comme le nombre e est compris entre 2 et 3, le nombre e?eta fortiori et 


n+i 
sont plus petits que 2. Il découle de (7) que | R, | < en Ë ’ 
(n +1)112 
autrement dit, ; 
| Rai < TESTER (8) 
Avec la croissance de n la quantité _ (la borne supé- 
(n +1)127 
rieure de l'erreur absolue) et a fortiori l'erreur R, tendent vers 
zéro. Cela signifie que le polynôme (5), qui prend maintenant la valeur 
1 2 | Î 

itsntaatsate tie @) 

peut servir pour le calcul de Ve avec une précision arbitraire. 
Déterminons maintenant combien de termes doit comporter la 
somme (9) pour assurer une précision disons à la quatrième décimale 
près (c'est-à-dire à + 0,5 :10-* près). Evaluons pour cela la borne 


supérieure de l'erreur absolue a pour n = 1, 2, 3, etc. ‘*: 
(n + 1)127 
1 


212 
2 


4 
1 

24 

1 


ra 
LI 
1%" 22: 6 , 
1 1 


412 7 312: 192 
1 1 
sa ya =; 


1 1 


612 512: 


mn < 05-104 


1 
= Go : 


On peut s'arrêter car 


(°2 À partir de la seconde ligne des calculs qui suivent nous utilisons la division 
successive par les nombres pairs 6, 8, 10,... en nous basant sur l'identité 


1 __ 1 1 
(n+1)1289 2(n +1) n127-1° 


12° 
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Ainsi, pour assurer une précision de 0,5 : 10-4 il suffit que la somme 
(9) comporte six termes. Nous trouvons ‘* 


1 = 1,00000, 
_. = 0,50000, 
_e = :4 = 0,12500, 
_—. = Ha :6 — 0,02083, 
3: 8 = 0,00260, 
_ à _— : 10 = 0,00026 

1,64869 


Nous obtenons en définitive 
Ve = 1,6187. 
Nous trouverons de même que pour assurer une précision de 
4 0,5 « 10-$ la somme (9) doit comporter 10 termes, car 


| 
ne : , S . 10-42, 
LRI< 5735 © 0,55 10-9 < 0,5: 10 


Le calcul donne alors: 


1 
MEL ES 1,64872127. 
1 


1 | 
Vo-itt at + 


En prenant 15 termes on peut calculer e2 à 0,5 + 10-14: près, etc. La 
précision du résultat croit rapidement avec le nombre de termes. 

La précision croit plus lentement si l'on calcule e7 pour les valeurs 
de | #| plus grandes, par exemple pour + = 1 ou x = —1. 

Posons x = 1. Le polynôme (5), qui prend alors la forme 
1 1 1 
1titatetsr: (10) 
donne une valeur approchée du nombre 6. L'erreur R, est alors, en vertu 
de (7), 

na 
Ra = in +1 ° (11) 


(°) Nous calculons chaque terme à la cinquième décimale près pour éviter l'accumu- 
lation des erreurs, 
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Le nombre eË est maintenant compris entre & et el, c'est-à-dire 
entre let e, et comme e < 3, nous avons 
3 
Ra |< M+ii (12) 
L'erreur tend comme précédemment vers zéro avec la croissance 
de #. Mais maintenant pour assurer une précision de 0,5 - 10-# il faut 
prendre neuf termes (au lieu de six), car la borne supérieure de l'erreur 


absolue ——— ne devient inférieure à 0,5 :10-# que pour n = 8. 
(n +1)! 


Le calcul donne: 
1 
31 
Si nous devons assurer une précision de 0,5 : 10-$, nous devons 
prendre 13 termes (au lieu de 10); le calcul donne: 


| 1 1 
enl+itatagtes ts 27183 


| | | Î 
enl+ti+rzstsit..t+.;; —271828183,. 


En prenant 15 termes nous ne pouvons calculer e qu'à 0,5 : 10-19 
près (et non à 0,5 : 10-1% près comme pour le calcul de Ve). 


Posons maintenant # — —1. Le polynôme (5) qui s'écrit alors 
1, 1 1 1 
1; F3 3 +... + (— 1 = 


donne la valeur approchée du nombre er [c'est-à-dire + En vertu 


de (7), l'erreur R, est alors égale à 


ê 
Ra = (— 1)n+1 MW+1i ‘ 
Le nombre Ë est compris entre — 1 et 0; par conséquent, <e, 
c'est-à-dire ef < 1. Nous avons ainsi 

1 
MARIE UE 

La borne supéricure de l'erreur absolue est ici trois fois moindre que 
dans le cas précédent. Cela fait que le nombre de termes que l’on doit 
prendre pour assurer la précision voulue peut être diminué, mais pas 
plus que d’une unité. Ainsi, pour assurer une précision de 0,5 -« 10-19 il 
faut maintenant prendre non pas 15, mais 14 termes, ce qui ne modifie 
guère les calculs. 
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Si au lieu de x — + 1, nous prenons des valeurs de x encore 
plus grandes en valeur absolue, l'erreur résultant de l'égalité 
approchée 

x: «° zn 
“nltitzatet.; (13) 
tendra vers zéro encore plus lentement. Toutefois en utilisant la for- 
mule (7) et en raisonnant comme plus haut, nous voyons que l'erreur 
R\ tendra vers zéro pour n'importe quelle valeur de x. 

On a représenté sur la fig. 259 la courbe représentative ACB de la 

fonction y = e7 et les courbes de ses polynômes de Taylor 


# ] 
y m1, Yÿ=1+7, PS ND y=its+r+E. 
EXEMPLE 2. Soit 
f(x) = In (1 + s). 


Nous prenons comme dans l'exemple 1 le point x = 0 pour point 
initial. Les hypothèses du théorème du $ 271 ne sont satisfaites que 


PT 
SE gr, x? 
£y=1+2+ 2 + 6 


FIG. 259 
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pour # > —1 [pour x < — 1 la fonction In(1 + x) n'a pas de sens). 
Les dérivées successives s'expriment de la manière suivante: 
La 1 LU 1 re 1 : 2 
Der LOGE: Hi Hey: 
1-2:3 _s(n—1)! 
—H+a)! …., M (x) = (— 1} 1 (1 + FL 


t 
de sorte que ($ 256, exemple 3) nous avons: 
1°(0) 1"(0) 1 
1! 


Dr 


sx) ee 


{{0) = 0, 


(0) 1 { (M) (0) Let 
Co Ten NP: 


Le polynôme de Taylor (1) donne l'égalité approthée 
(1? 
n 


1 Î 
n(1+sx)s #— 73 +s—...+ 
(—1)"n! 
1 ++) 
lité (14) peut, en vertu de la formule (3), s'écrire sous la forme 


(— 1)" x \ntl 
Ram (T+e) Fe 


où E est compris entre zéro et x. 
Calculons, par exemple, la valeur de In (1 + x) pour x — — 0,1. 
Nous obtenons l'égalité approchée 


1, (14) 


Comme f{"#Dfin(1 + x)] = » l'erreur R, résultant de l’éga- 


1 1 1 
In 0,9 & — 0,1 72 < QU ° 0,1? TT eee _. 0,18. (16) 


L'erreur est 
+1 


1 0,1 
SEE | 1+E 
Comme EÆE est compris entre zéro et — 0,1, alors 1 + E > 0,9. Par 
n+1 
conséquent, | R,, | < | (5) , C'est-à-dire 


n +1 \0,9 
1 1 \a+1 
[Rail < ET (5) . (17) 


La borne supérieure de l'erreur absolue tend évidemment vers 
zéro avec la croissance de n, autrement dit, la formule (16) permet d'éva- 
luer 1n 0,9 avec la précision voulue. Ainsi, pour assurer une précision 
de 0,5 : 10-4, il faut prendre n = 4, et nous obtenons: 


In 0,9 & — [ox + _ + 0,01 + 0,001 + +" 00001| æ — 0,1054. 
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Nous pouvons vérifier de 
même que la formule (14) 
est valable chaque fois que 


— & x 1%. Toutefois 


avec la croissance de | x{| Ja 
tendance de l'erreur R, vers 
zéro est ralentie. Cette ten- 
dance est la plus faible pour 
# = 1. Dans ce cas la formule 
(14) donne: 


1 
In 2 — — 
n2z1 2 + 


1 1 
SLRERRERES _—1)#-1—, 
+= +(— 1-1 


Pour assurer, par exemple, 
For une précision de 0,5 : 104, il 
faut prendre 19 999 termes. 

Il suffit que x soit un peu supérieur à l'unité pour que l'erreur ne 

tende pas vers zéro; au contraire, | R, | croit alors indéfiniment avec 1. 

On a représenté sur la fig. 260 Iles courbes représentatives de la 

fonction y = In (1 -j- x) (ABC) et des trois premicrs polynômes de 
Taylor. 


& 273. Croissance et décroissance d’une fonction 


DÉFINITION Î. La fonction f(x) est croissante au point x = a si dans 
un VOISINAGE SUFFISAMMENT PETIT de Ce point, aux valeurs 
de x supérieures à a correspondent des valeurs de f(x) supérieures à 
f{a) et aux valeurs de x inférieures à a des valeurs de /(x) inférieures à (a). 

La fonction f(x) est décroissante au point x = a si, dans un vor- 
SINAGE SUFFISAMMENT PETIT de ce point, aux valeurs de x 
supérieures à a correspondent des valeurs de f(x) inférieures à f(a) et 
aux valeurs de x inférieures à a des valeurs de f(x) supérieures à f(a). 

ExempLe 1. La fonction représentée sur la fig. 261 est croissante 
au point # = a, car à droite de À les points de la courbe sont situés 
plus haut que 4, ct à gauche plus bas. On ne considère alors que les 


1 
Ce) Elle est valable pour tous les x compris entre — 1 et — 3 mais l'expression 


(15) ne permet pas de s'en assurer. 
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points de la courbe dont les ordonnées 
sont suffisamment proches de l'ordon- 
née a4; dans l'exemple considéré ce 
sont les points de l'arc XL. En dehors 
de cet arc la relation mentionnée n'est 
plus valable; ainsi, le point C est situé à 
droite, mais plus bas que le point À, le 
point U à gauche, mais plus haut. 

La même fonction est décroissante 
au point x = d, car dans un voisinage 
suffisamment petit du point D les points 
de la courbe situés à droite sont plus bas que D et ceux situés à gauche 
plus haut. 

La fonction considérée cst également décroissante au point x = c. 

Aux points # = b, x = e, x — m la fonction n'est ni croissante, 
ni décroissante (au point # = b elle admet un maximum et aux points 
x =.6et x = m un minimum; & 275). 

DÉFINITION 2. Une fonction est croissante dans l'intervalle (a, b) 
si elle est croissante en tout point intérieur de cet intervalle (elle peut 
ne pas être croissante aux extrémités). 

On définit de même une fonction décroissante dans l'intervalle (a, L). 

ExEMPLE 2. La fonction représentée sur la fig. 261 est décrois- 
sante dans l'intervalle (/, d), car elle est décroissante en tout point 
intérieur de cet intervalle (et en ses extrémités). Dans l'intervalle (b, e) 
cette fonction est également décroissante, car elle décroît en chaque 
point intérieur de l'intervalle (aux extrémités b et e la fonction n'est 
pas décroissante). Dans l'intervalle (#1, b) la fonction est croissante, 
dans l'intervalle (a, d) elle n’est ni croissante, ni décroissante. Si l'on 
divise cet intervalle en deux: (a, b) et (b, d), la fonction sera croissante 
dans le premier, et décroissante dans le second. 

Dire qu’une fonction est croissante dans l'intervalle (a, b), c'est 
dire que, dans cet intervalle, elle varie comme la variable: inversement 
si dans l'intervalle (a, b) la fonction varie comme la variable, la fonction 
est croissante dans cet intervalle (*?, 

Si une fonction est décroissante dans l'intervalle (a, b), alors elle 
varic en sens contraire de la variable. 

INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE: dans les intervalles où la fonction 
est croissante, sa courbe (quand on se déplace vers la droite) s'élève, 
dans les intervalles où la fonction est décroissante, la courbe s’abaisse 
(cf. cxemple 2). 


Ce Cette propriété sert souvent de définition d'une fonction croissante dans un inter- 
valle. On définit de façon analogue une fonction décroissante dans un intervalle. 


362 MATHÉMATIQUES SUPÉRIEURES 


DÉriNiTION 3. Les fonctions qui restent ou bien toujours croissantes ou 
bien toujours décroissantes (dans un intervalle) sont appelées monolones (dans cet 
intervalle). 


$ 274. Critères de croissance et de décroissance 
d’une fonction en un point 


CRITÈRE SUFFISANT. Si la dérivée f'(x) est positive au point x = a, 
la fonction f(x) est croissante en ce point; elle est décroissante si la 
dérivée est négative. 

GÉOMÉTRIQUEMENT, si le coefficient angulaire de la tangente AT 
est positif (fig. 262), alors dans le voisinage de M la courbe représenta- 
tive est située à droite plus haut que le point M, et à gauche plus bas 
que ce point; si le coefficient angulaire est négatif (fig. 263), dans le 
voisinage de Àf la courbe est à droite plus bas que M et à gauche plus 
haut. 

REMARQUE. Si f’(a) = 0, la fonction peut pour x = a être crois- 
sante (le point N sur la fig. 262); elle peut aussi être décroissante (le 
point Z sur la fig. 263). Mais généralement, la fonction pour x = a 
n'est ni croissante, ni décroissante (les points B et C sur la fig. 264). 
Nous indiquerons aux $$ 278 et 279 les procédés permettant de distin- 
guer ces cas. 


1 : 
EXEMPLE 1. La fonction y = x (fig. 265) est croissante 


au point # — 0, car y’ = 1— x — 1> 0. La même fonction est décrois- 


FIG. 263 


FIG. 265 
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sante au point x = 2, où y’ = — 1 < 0. Au ÿ 
point x — 1, où y’ —0, la fonction n'est ni 
croissante, ni décroissante. 
CRITÈRE NÉCESSAIRE. Si la fonction f(x) 
est croissante au point x = a, sa dérivée ‘* en 
ce point est positive (comme au point Af sur 
Ja fig. 262) ou nulle (comme au point N sur la 
fig. 262): 
J'{a) > 0. 
On a un critère analogue pour une fonction 0 1 À 


décroissante; sa dérivée est négative ou nulle 
au point x = a: 
J'{a) & 0. 
ExeMPLE 2. La fonction y — 4° (fig. 266) 
est croissante en tout point. Sa dérivée y’ — 3x1 


est partout positive, excepté au point x = 0, 
où y’ = 0. FIG. 266 


& 274a. Critères de croissance et de décroissance 
d'une fonction dans un intervalle 


CRITÈRE SUPFFISANT. Si la dérivée f’{x) est partout positive dans l'intervalle (a, b), 
la fonction f(x) est croissante dans cet intervalle; si f’(x) est partout négative, la fonction 
f{x) est décroissante (cf. $ 274). 

REMARQUE. Le critère reste valable quand la dérivée prend également des valeurs 
nulles dans l'intervalle (a, b), pourvu que f(x) ne soit pas identiquement nulle dans tout 
l'intervalle (a, 8) ou dans un intervalle (a’, b’), partie de (a, b) (dans un tel intervalle la 
fonction f(x) serait constante). 


ExEmpPLe. La fonction y = x — . x? (fig. 265) est croissante dans l'intervalle (0,1) 
car la dérivée ÿ = 1 — x n'est nulle qu'au point # = 1, aux autres points de l'intervalle 
(0, 1) elle est positive. La même fonction est décroissante dans l'intervalle (1, 2), car la dé- 
rivée y est ici partout négative sauf au point s = 1, où ÿ = 0. 

CRITÈRE NÉCESSAIRE. Si la fonction f(x) est croissante dans l'intervalle (a, b), £a 
dérivée (°°) f’(x) est positive ou nulle dans cet intervalle: 

f{x)230 pour a<zx< b. 
D'une manière analogue pour une fonction décroissante 
(2 S0 pour aSs< b. 


C2 On suppose que f(s) est dérivable en ce point. 
c°+) On suppose que la fonction est dérivable dans l'intervalle (a, b). 
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$ 275. Maximum et minimum 


DériniTiION. On dit que la fonction f(x) admet un maximum au point x — 
4 si dans un VOISINAGE SUFFISAMMENT PETIT DE CE 
POINT à toutes les valeurs de x (tant supérieures .qu'inférieures à a) 
correspondent des valeurs de f(x) inférieures à (a). 

La fonction f(x) admet un minimum au point x = a si dans un 
VOISINAGE SUFFISAMMENT PETIT DE CE POINT à toutes 
les valeurs de + correspondent des valeurs de f(x) supérieures à (a). 

En résumé: Ja fonction f(x) admet un maximum (un minimum) au 
point x = a si la valeur f(a) est plus grande (plus petite) que toutes les 
valeurs voisines. 


Le maximum et le minimum sont les ex/réma d'une fonction. 


EXEMPLE. La fonction f(x) — n x — x +— (fig. 267) admet 
un maximum au point + = 0 Ê point À (. 3) est plus haut que les 


points voisins | et un minimum au point x — 2 [le point B(2, — 1) est 


plus bas que les points voisins]. 

REMARQUE. Dans le langage courant, les expressions s maximum « 
et « plus grande valeur » sont équivalentes. En analyse le terme + maxi- 
mume a un sens plus étroit : le maximum de la fonction peut ne pas être sa 


plus grande valeur. Ainsi la fonction f(x) — — I — x3 + : (cf. fig. 267), 
3 


considérée disons dans l'intervalle (— 1, 4), admet un maximum au 
point # — 0,car AU VOISINAGE de ce point [notamment dans l'in- 
tervalle (— 1, 3)] à toutes les valeurs de x correspondent des valeurs de 


f(x) inférieures à f(0), c'est-à-dire E (dans l'intervalle mentionné la 
3 


courbe représentative est située plus 
bas que le point 4). Toutefois le 
maximum /(0) n'est pas la plus gran- 
de valeur de la fonction dans j'inter- 
valle (— 1, 4), car pour x > 3 nous 
avons: 


1 
FIG. 267 > 
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(à droite de C la courbe est située plus haut que le point 4). Il est 
vrai que la recherche de la plus grande valeur de la fonction dans un 
intervalle donné est intimement liée à la recherche de ses maxima 
(cf. $ 280). 

Une remarque analogue est valable pour le minimum. 


8 276. Condition nécessaire de maximum 
et de minimum 


THÉORÈME. Si la fonction f(x) admet un extrémum (c'est-à-dire un 
maximum ou un minimum) au point x = a , alors en ce point la dérivée 
est nulle ou infinie ou encore n'existe pas. 

GÉOMÉTRIQUEMENT, si la courbe possède au point À une ordonnée 
maximale, en ce point la tangente est ou bien horizontale (fig. 267) 
ou bien verticale (fig. 268) ou bien n'existe pas (fig. 269). Il en est de 
même pour l’ordonnée minimale (le point B sur la fig. 267, le point 
À sur la fig. 270, les points B et C sur la fig. 269). 

REMARQUE. La condition d’extrêmum énoncée dans le théorème 
est nécessaire, mais non suffisante, autrement dit, la dérivée au point 
x = a peut être nulle (fig. 271), infinie (fig. 272) ou ne pas exister (fig. 273) 
sans que la fonction admette un extrémum en ce point. 


FIG. 268 FIG. 270 


A 
a 


FIG. 271 FIG. 272 FIG. 273 
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& 277. Première condition suffisante 
de maximum et de minimum 


THÉORÈME. Si dans un voisinage suffisamment petit du point x = a 
la dérivée f’(x) est positive à gauche de a et négative à droite de a 
(fig. 274), la fonction f(x) admet au point + — a un maximum à condi- 
tion qu'elle y soit continue ‘*?. 

Si, au contraire, la dérivée f’(x) est négative à gauche de a et posi- 
tive à droite de a (fig. 275), alors la fonction f(x) admet un minimum au 
point a à condition qu’elle y soit continue (*°?. 

Le théorème exprime le fait que f(x) passe par un maximum si, 
après avoir augmenté, elle cesse de croître pour commencer à décroître, 
et qu'elle passe par un minimum si, après avoir diminué, elle cesse de 
décroître pour commencer à croître. 

REMARQUE. En vertu de ce théorème le critère d'existence d’un 
extrémum de la fonction f(x) est le changement de signe de la dérivée 
f'{x) quand l'argument passe par la valeur considérée x = a. 

Si, par contre, pour x = a la dérivée conserve son signe, la fonction 
f(x) est croissante au point x — a quand la dérivée est positive tant à 
droite qu'à gauche de x = a (fig. 271, 272, 273) et décroissante quand 
la dérivée est négative (fig. 276). [On suppose à nouveau que f(x) est 
continue pour # = a. 


$ 278. Règle de recherche des maxima 
et des minima 


Soit f(x) une fonction dérivable dans l'intervalle (a, b). Pour trouver 
tous ses maxima et minima dans cet intervalle il faut: 

1) Résoudre l'équation f'(x) — 0 (les racines de cette équation sont 
appelées les valeurs crifiques de l'argument; on doit rechercher parmi 
elles les valeurs de x pour lesquelles la fonction /(x) admet un extrémum; 
cf. $ 276). 


0 a À 
FIG. 274 FIG. 275 FIG. 276 


(° La fonction f(x) peut toutefois ne pas étre dérivable au point x = a(cf. fig. 268). 
(°°) La fonction f(x) peut toutefois ne pas être dérivable au point x = a(cf. fig. 270). 
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2) Pour chaque valeur critique x — a étudier si la dérivée f(x) 
change de signe quand l'argument passe par celte valeur. Si f’(x) passe 
des valeurs posilives aux valeurs négatives (en passant de x < a à x > a), 
nous sommes en présence d'un maximum ($ 277), si elle passe des valeurs 
négatives aux valeurs positives, nous sommes en présence d'un minimum. 

Si par contre f’(x) conserve son signe, il n’y a ni maximum, ni 
minimum: si f’(x) > 0, la fonction f(x) est croissante au point + = a; 
elle est décroissante si f’(x) << 0 ($ 277, remarque). 


Signe de la dérivée Forme de la courbe 


représentative au 


z <a | ‘x>a voisinage du point a 
+ _ A maximum 
DS 
Le + (ay minimum 
+ + A croissance 
= — DE décroissance 


REMARQUE Î. Si la fonction f(x) est continue dans l'intervalle 
(a, b), mais non dérivable en certains de ses points, on considérera ces 
points comme points critiques et on procédera à une étude analogue. 

REMARQUE 2. Les maxima et les minima d'une fonction continue 
se succèdent alternativement. 

EXEMPLE 1. Trouver tous les maxima et les minima de la fonc- 


tion f(x) = x LL 


SOLUTION. La fonction donnée est partout dérivable (c'est-à-dire 
qu'elle possède partout une dérivée finie) f’(x) — 1 — x. 

1) Nous résolvons l'équation 1 — x — 0. Elle possède une racine 
unique # = 1. 

2) La dérivée f’(x) = 1— x change de signe quand l'argument 
passe par la valeur + = 1. En effet, quand x < 1, la dérivée est positive, 
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quand # > 1, elle est négative. Par conséquent, pour la valeur critique 
x = 1 la fonction admet un maximum. La fonction ne possède pas 
d’autres extréma (cf. fig. 265). 

EXEMPLE 2. Trouver tous les maxima et les minima de la fonction 


fs) = (x —1)" (x + 1)°. (1) 
SoLUTION. La fonction donnée est partout dérivable. Nous avons: 
Ja) = 2{s—1)(s +1) +3(s—1) (x +1} = (s—1) (5 +1) (55 — 1). 
1) Nous résolvons l'équation f’(x) = 0. Ses racines (rangées dans 
l'ordre de croissance) sont: 


x = — 1, = + x, = 1. (2) 


2) Ecrivant la dérivée sous la forme 
JU) = tx + 1} (x —+) (x —1), (3) 


étudions chacune des valeurs critiques. 
a) Quand # < — 1, les trois binômes de la forinule (3) sont néga- 
tifs, de sorte qu'à gauche de # — — 1 nous avons: 


fa) = 5) +. (4) 
Supposons que l'argument ait passé par la valeur x, = — 1 sans attein- 


dre la valeur critique suivante x, = 7 Le binôme x+ 1 devient 
os 


alors positif, les deux autres binômes de la formule (3) restent négatifs, 
et nous avons: 


fs) = SH) = +. (5) 
Comparant (4) et (5) nous voyons que lors du passage de l'argument 
par la valeur critique x, = — 1 la dérivée reste positive. Cela signifie 
qu'il n'y a pas d'extrémum au point 
4 = — 1; la fonction est ici croissante 

(fig. 277). 


b) Etudions la plus proche valeur 


Lu La e 1 nl 
critique suivante x, — —: Dans un voi- 
5 


sinage suffisamment petit à gauche 


c'est-à-dire entre x, = — 1 et x, — - 


FIG. 277 la dérivée est positive en vertu de (5), 
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et à droite [entre X1 = =. et xa = + ) le second facteur est positif 
») 


et nous avons: 
J'{) = 5H) (D = — (6) 
Comparant (5) et (6), nous voyons que le signe de la dérivée change 


du plus en moins quand on passe par x? = a [la fonction f(x) cesse 


1 
de croître pour commencer à décroître]. Cela signifie qu'au point x = + 


la fonction admet un maximum: 
1 1 ‘(1 , 
15 = (5-1) (+ + 1) # 1,1. 
c) Etudions la dernière valeur critique x; = 1. Dans un voisinage 


suffisamment petit à gauche la dérivée est négative en vertu de (6). 
A droite de x = 1 nous avons: 


JD = ECC) = +. (7) 


En passant par x = 1 la dérivée change de signe du moins en plus [la 
fonction f(x) cesse de décroître pour commencer à croître]. Cela 
signifie que pour x = 1 la fonction admet un minimum: 


JH)=(1—-1} +1) =0. 
EXEMPLE 3. Trouver tous les extréma de la fonction 
fa = tn ÿr 


SOLUTION. La fonction considérée est dérivable pour toutes les 
valeurs positives et négatives de x, et nous avons: 


Pour x = 0 la fonction f(x) n’est pas dérivable (le dénominateur 
de la dérivée s’annule). C'est pourquoi (cf. remarque 1) nous avons deux 


Li LL 2 
valeurs critiques: x, = 0 et x, = —. Pour x < 0 nous avons: 
5 


per DLus 


ÿ— 
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Pour 0 < x < 2 nous avons: 
5 
2 
Pour x > — nous avons: 
=) 


Ainsi, au point # — 0 la fonction f(x) — (x— 1) Ÿ1? admet un maxi. 
mum: 
{(0) = 0, 


e 2 e- LI 
et au point + = — un minimum: 
S 
2 3 4 


&$ 279. Seconde condition suffisante 
de maximum et de minimum 


Quand il est difficile d'établir le signe de la dérivée au voisinage 
des points critiques ($ 278), on peut utiliser la condition suffisante d'ex- 
trémum que voici: 

THÉORÈME |. Supposons qu'au point x = a la dérivée première 
f'(x) s'annule. Si la dérivée seconde f”’(a) est alors négative, la fonction 
f(x) admet un maximum au point x = a, si elle est positive, f(x) admet 
un minimum. Pour le cas f‘’(a) = 0 cf. le théorème 2. 


La seconde condition est liée avec la première de la manière suivante. Soit f(x) 
la dérivée de f’(x). La relation f’’(a) < 0 signifie ($ 274) que f’(x) décroit au point x = a. 
Et comme f’(a) = 0, f’(x) est positive pour x < a et négative pour x > a. Cela signitie 
($ 277) que /(x) admet un maximum pour x = a. On raisonne de manière analogue pour 
(a) > 0. 


EXEMPLE 1. Trouver les maxima et les minima de la fonction 
J{x) ss + 1. 


SOLUTION. Résolvant l'équation 
f'{x) = 2x? — 23 m0, 
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nous obtenons les valeurs critiques 
% = — 1, x = 0, Æ = 1. 


Portant ces valeurs dans l'expression de la dérivée 


seconde 
J''{x) = 6x — 2 = 2(3xt — 1), 


nous trouvons 
J'—1)>0, f'(0)<0, ff’) >0. 


Cela signifie que pour x = —1 et x = 1 la 
fonction admet un minimum, et pour x —=Oun FIG. 278 
maximum (fig. 278). 

Il peut arriver que les dérivées première et seconde s'annulent simultanément; il 
se peut également que plusieurs dérivées successives s'annulent simultanément. On peut 
ajors utiliser la généralisation suivante du théorème 1. 

Tuéorènue 2. Si au point x — a, où la dérivée première s’annule, la première déri- 
vée non nulle est d'ordre pair 2k, la fonction f(x) admet un maximum pour x = a quand 
LOL (a) < 0, et un minimum quand ft) (a) > 0. 

Si la première dérivée non nulle est d'ordre impair 2k + 1, la fonction f(x) ne possède 

as d'extrémum au point a; elle est croissante si f(2*+12(a)>0 et décroissante si 
far+D(a) < 0. 

RemMARQUE. Il n’est pas exclu théoriquement que pour une fonction f(x) (qui n’est 
pas une grandeur constante) foules les dérivées soient nulles (*> au point x = a. Toutefois, 
ce cas ne présente pas d'intérèt pratique. 


ExEemPLx 2. Trouver lcs maxima et les minima de la fonction 
f{x) = sin 3s — 3 sin +. 
Sozution. Nous avons: 
J'{x) = 3 cos 3x — 3 cos s. 
Résolvant l'équation 
3cos 3x: —3cos x = 0, 
pous trouvons: 


nr 
2e 


où À est un entier quelconque. 
Comme la fonction considérée possède une période égale à 2x, il suffit d'étudier les 
quatre racines: 
37 


EL 
H=0, HT) Nn=n, HZ: 
Calculons la dérivée seconde 
J'{s) = — 9 sin 3z + 3 sin +. 
| 


L 
C°2 Telle est, par exemple, la fonction f(x) = € (cf. p. 350). 
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Portant les valeurs critiques x,, #:, %,, x, nous trouvons: 


go = 0, (+) —22, 


fe = 0, [TE] = 12 
Au point x, = — la première dérivée non nulle est du second ordre (pair), de plus 


’ où (=) > 0. Donc pour s = — nous avons un minimum. Nous concluons de même que 


3r : 3n 
pour #* = 77 nous avons un maximum [ears" (+) <01!. 
Les valeurs extrémales de la fonction sont: 


(5) = sin 3 — 350 =—1—3=—4 (minimum), 


1 (3 +) = sin — 3 sin em 1—(—3) = 4 (maximum). 


Pour étudier les valeurs critiques x, = 0 et x, = 1, calculons la dérivée troisième 
f'""(x) = — 27 cos 3x + 3 cos x. 


Nous avons: 
J'(O)=—24, fn) = +24. 


Au point # = 0 la première dérivée non nulle est du troisième ordre (impair), de plus 
f'""(0) < 0. Donc pour x = Oil n'y a pas d’extrémum. Ici la fonction f(x) est décroissante. 
Nous concluons de même que pour *=niln'y a pas non plus d'extrémum; mais ici la 
fonction f(x) est croissante [car f’”’(r > 0]. 


& 280. Recherche des plus grandes et plus petites valeurs 
d’une fonction 


1. Supposons que d’après les conditions du problème l'argument 
de la fonction continue f(x) varie dans un intervalle infini, par exemple, 
dans l'intervalle (a, + co). Il peut alors arriver que parmi les valeurs 
de la fonction f(x) il n’y ait pas de plus grande valeur; cf. fig. 279a, où 
f(x) croît indéfiniment quand x —> + co. Si par contre la fonction f(x) 
possède une plus grande valeur, cette dernière est nécessairement l'un 
des extréma de la fonction; cf. fig. 279b, où la plus grande valeur de 
la fonction est f(c). 

Supposons maintenant que d’après les conditions du problème 
l'argument x varie dans l'intervalle fermé (a, b). Dans ce cas la fonction 
f(x) possède nécessairement une plus grande valeur ($ 221). Toutefois, 
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X 

© 

Q+—-- 
gl — = 
X 


0 
Ô) ; €) 


FIG. 279 


cette dernière peut ne pas être un extrémum, maïs peut être atteinte à 
l'une des extrémités de l'intervalle (au point x = b ‘* sur la fig. 279 c). 

Il en est de même pour la plus petite valeur. 

2. Supposons que l'on doive rechercher la plus grande (ou la 
lus petite) valeur d'une grandeur géométrique ou physique soumise 
à des conditions déterminées (cf. plus bas les exemples). Il faut alors 
représenter cette grandeur comme une fonction d’un argument quel- 
conque. Déterminons à l'aide des conditions du problème l'intervalle 
de variation de cet argument. Trouvons ensuite toutes les valeurs cri- 
tiques de l'argument situées dans cet intervalle et calculons les valeurs 
correspondantes de la fonction, ainsi que les valeurs de la fonction 
aux extrémités de l'intervalle. Choisissons la plus grande (ou la plus 
petite) de ces valeurs. 

REMARQUE Î. L’argument peut souvent être choisi de différentes 
manières; un choix rationnel peut simplifier la solution. On y arrive 
également si on prend en considération les particularités du problème. 

Ainsi, si à l'intérieur de l'intervalle considéré il n'existe qu'une 
seule valeur critique de l'argument et si on a vérifié à la lumière de tel 
ou tel critère (cf. $$ 277, 279) que c'est un maximum (ou un minimum), 
nous pouvons conclure, sans même comparer avec les valeurs de la 
fonction aux extrémités de l'intervalle, que ce maximum (minimum) est 
la plus grande (la plus petite) valeur cherchée, 

EXEMPLE 1. Le segment AB = a est partagé en deux parties 
par le point C; on construit sur les segments AC et CB (fig. 280) pris 
comme côtés le rectangle ACBD. Déterminer la plus grande valeur 
de son aire S. 


C*) Si l'on fait abstraction de l'extrémité # == b, la fonction /(x) n'aura pas de plus 
grande valeur dans l'intervalle restant semi-owveri. 
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SE à 
A—gT0 C B 
FIG. 280 


SOLUTION. Prenons pour argument x la longueur de AC; nous 


avons alors 
CB=a—x et S = x(a — 2). 


L'argument x de la fonction continue S varie dans l'intervalle (0, a). 
Trouvons de l'équation 


De a 


.la valeur critique (unique) x = = . Elle appartient à l'intervalle con. 


2 
sidéré (0, a). Calculons la valeur S 2) — md et les valeurs aux extré. 


mités f(0) — 0, f(a) — 0. La comparaison de ces trois valeurs nous 


2 
permet d'affirmer que la plus grande valeur cherchée est . 
4 


En fait cette comparaison est superflue si l'on remarque qu'à 


l'unique point critique x — = la dérivée seconde de la fonction S(x) 


est négative, autrement dit ($ 279) la fonction S(x) admet un maximum 
en ce point. 

Le rectangle variable ACBD possède toujours le même périmètre 
(2a). Par conséquent, de fous les rectangles ayant un périmètre donné, le 


carré est celui qui possède la plus grande aire. 


REMARQUE 2. Le plus commode est de prendre pour argument la distance s du 
point C au milieu O du segment AB (cf. fig. 280). Nous avons alors 


AC=AO+OC=Z +3, CB=0B—0C = —: 


a a as 
= — —— = — — gt 
s(3+)(5-)-()-* 
2 
Il n'est plus nécessaire de rechercher l'extrémum, car (5) — s° n'est évidemment pas su- 


2 
périeur à (5) Ê 
Exempe 2. Dans les hypothèses de l'exemple 1 trouver la plus petite valeur de 


l'aire S. 
Socuriox. Prenons pour argument x le segment AC. Comparons l'unique valeur 


1 
extrémale () de la fonction S = x{a — x) avec sa valeur (S = 0) aux extrémités de 


et 
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l'intervalle x = Oet x = a. Nous trouvons que zéro est la valeur minimale de S [dans l'inter- 
çulle fermé (0, a)). 

Toutefois, quand x = Cet x = a, nous n'avons pas de rectangle dans le sens propre 
du terme (il se réduit au segment 4B). Si nous ne considérons que les «vrais» rectangles, 
nous devons exclure les extrémités de l'intervalle (0, a) et alors S n'admet pas de plus 
petite valeur [dans l'intervalle ouvert (0, a)]. 


EXEMPLE 3. Trouver la plus petite et la plus grande valeur du 
demi-périmètre p d'un rectangle d'aire donnée S. 
SoLUTION. Désignons par x, y les côtés du rectangle. Nous avons 
par hypothèse 
17=S (1) 
(x, y sont des quantités positives). On demande de trouver la plus 
grande et la plus petite valeur de la grandeur 


p=xt+ty. (2) 
Soit + l'argument; dans ce cas 
p=ste. (3 


L'argument # varie dans l'intervalle infini (0, + œ) (l'extrémité x = 0 
n’y est pas incluse). Dans cet intervalle la fonction p(x) est continue 
et possède la dérivée 


d S 
RL (9 
Nous trouvons de l'équation 
1-0 (5) 
x 


l'unique (dans cet intervalle) valeur critique 
z = }ÿS. 
: À dp L 
On voit de (4) que pour 0 < x < VS la dérivée me est négative et 
x 


pour # > VS positive. Cela signifie ($ 277) que p admet un mini- 
mum. Etant unique, c'est (cf. remarque 1) la plus petite valeur 
du demi-périmètre (*: 


S 
P = YS LE 
pl. p # 


ys 
(°2 On peut résoudre le problème sans rechercher l'extrémum. Les égalités (2) et (1) 
donnent: p? = (x + y)" == (z — y)" + 4xy = (x — y)" + 45. Comme 48 est une grandeur 
constante et que la plus petite valeur de (x — y)" est zéro (quand s = y), la plus petite 
valeur de p' est 48; cela signifie que la plus petite valeur de p est 2 Ys. 
Ce procédé est plus simple (il n'exige pas le recours aux mathématiques supérieures) 


et plus bref. Mais il est basé sur l'intuition, et dans ce sens il est plus difficile que la méthode 
générale exposée. 


=2}S, (6) 
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c'est-à-dire que de tous les rectangles d'aire donnée S le plus pelit demi. 
Périmètre est celui du carré (x = VS, y = VS). 

La grandeur p n'’admet pas de plus grande valeur (l'intervalle 
(0, + ©) est ouvert). 

EXEMPLE 4. Déterminer la plus petite quantité de fer-blanc 
nécessaire à fabriquer une boîte de conserve cylindrique de capacité 
V = 21 (nous ne tenons pas compte de la quantité de métal pour les 
joints de soudure). 

SoLuTION. Soient S la surface de la boîte, r le rayon de sa base 
et h sa hauteur. On demande de trouver la plus petite valeur de la 
grandeur 


S = 2rrh + 2nr! (7) 
à condition que 
rh = V. (8) 
Ilest commode de prendre # pour argument. Nous trouvons de (7) 
et (8): - 
S=2(—+n"), (9) 


où l'argument varie dans l'intervalle (0, co). D'après le sens du problème 
il est clair que la grandeur S atteint sa plus petite valeur à l'intérieur 
de cet intervalle. C'est pourquoi il suffit de considérer les valeurs de la 
fonction aux points critiques. 

Résolvons l'équation 


ds V 
TT = 2 (+ + 2) = (0. (10) 
Son unique racine 
eV 


correspond à la plus petite valeur de S. Nous trouvons de (8) et (11): 
af —— 
: Le = 2r, autrement dit la hauteur du cylindre doit 


h = ——— — 


rri 
étre égale au diamètre de la base. La plus petite quantité de fer-blanc 


nécessaire est 


== 3) = = 8 s, 
S jp" 2nUA + 11) = Gt = 3 V2nVi x 879 em 

EX£&MPLE 5 (PARADOXE DE DESCARTES). En 1638 Descartes reçut (par l’intermé- 
dlaire de Mersenne) une lettre de Fermat dans laquelle ce dernier exposait sans démonstra- 
tion une règle pour rechercher l'extrémum qu'il avait découverte. Dans le langage mathé- 
matique moderne il s'agissait de rechercher les valeurs de x annulant la dérivée f’(x) de la 
fonction f(x). 

Dans sa réponse à Fermat Descartes rapportait l'exemple suivant qui, selon lui 
démontrait la fausseté de la règle de Fermat. 


Calcul différentiel 377 


FIG. 281 FIG. 282 


Soient donnés une circonférence 


#+y mr (12) 


(fig. 281) et un point À (— a, 0), différent du centre (autrement dit, a Æ 0). On demande 
de trouver sur la circonférence (12) le point le plus proche de 4. Le carré de la 
distance d'un point arbitraire Af(x, ÿ) au point À s'écrit: 


AM ={(x +a) + y? (13) 
Si Af est situé sur la circonférence (12), on a 
ÿ mr —3:"!, 


de sorte que 
Ai m(x ta) + rt — xt, 


Pour trouver la valeur de x minimisant la quantité A Af?, Descartes applique la règle 
de Fermat et obtient l'égalité sbsurde 24 == 0. 

Or, il est clair, au point de vue géométrique, que le point cherché existe et coïncide 
avec le point P (—#, 0). Descartes en conclut que la règle de Fermat est fausse. En fait, la 
raison pour laquelle on n'obtient pas le point P(x == — #) est toute autre: la plus petite 
valeur de AAf? qui lui correspond n'est pas un minimum. En effet, x ne varie que dans 
l'intervalle (— +, + r). La fonction considérée prend sa plus petite valeur à l'extrémité 
de cet intervalle. 

Exeupze 6. Des nageurs participant à une compétition partent du canot 4 (fig. 282) 
en direction d'un point B de la berge. Les conditions de la course permettent d'effectuer 
une partic du trajet à pied. Le canot est situé en face du quai O, à une distance 04 = 4 «= 
= 360 m; le point de destination B est distant du quai de OB = b == 420 m. Quel sera le 
meilleur temps réalisé sien une minute on couvre 90 m dans l'eau et 150 m sur terre ferme? 

SoLurion. Supposons quele nageur sorte de l’eau au point 3f distant du quai de 
OM = x. Il suffit de considérer la variation de x dans l'intervalle (0, b) c®). 

Le temps f (en minutes) du trajet AAfB est 


ee x! HE. (14) 


.{*> Sans aucun doute le nageur ne sortira de l'eau en dehors du secteur OB: 
le point Best plus loin que le point B; en outre, il faudra encore parcourir le chemin B’B. 
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Ici a = 360, b — 420. On demande de trouver la plus 
petite valeur de la fonction f dans l'intervalle (0, b). 
Nous avons: 


+ (15) 


Résolvant l'équation 


x 1 


————— —— ={(, 1 
FIG. 283 90 Vai + st 150 (6) 


3 [1 
nous trouvons l'unique valeur critique x — + a — 270 m. Cette valeur est comprise dans 


l'intervalle considéré (0, b). Comme la dérivée seconde 


di 1 d ___# - a! 
as 90 dx ( Vrai ) "sofa 
est positive au point x — 4 a (comme en tous les autres points), alors ($ 279, théorème 1) 


en ce point la fonction admet un minimum. Comme il est unique, ce minimum donne 
(cf. remarque 1) la plus petite valeur cherchée de la fonction # 


£ 
Va+(ie) 24 
 — —— = 6 (minutes). 
bi. P 90 F —550 ( 
Le chemin du nageur est indiqué en pointillé sur la fig. 282. 

ExeupLe 64. Résoudre le même problème que dans l'exemple 6 avec d — 225 m 
(fig. 283). 

Sozurion. Il suffit de considérer la variation de x dans l'intervalle (0, 225). Comme 
la racine # = 270 de l'équation (16) se trouvo à l'extérieur de cet intervalle, la fonction 
# n'admet pas de minimum à son intérieur. Elle prend sa plus petite valeur à l'extrémité 
Zmb= 225. Ici 


_ VE 


= 443”. 
90 


Le participant doit nager dans la direction de la ligne d'arrivée. 
RemARQUE 3. Lors de la résolution de ce dernier problème nous n'avons considéré 
avec raison, la variation de l'argument x de la fonction 


_ Vas + 1 b— x 
90 150 


{ (14) 
(où a = 360, b = 225) que dans l'intervalle (0, 225). 

Or, nous aurions pu élargir le domaine de variation de l'argument et considérer, disons, 
l'intervalle (0, 325). Nous aurions alors trouvé, en raisonnant comme dans l'exemple 6, 
que la fonction (14) admet un minimum au point x = 270 (car ce point se trouve dans l'inter- 
valle considéré, représente l'unique valeur critique de la fonction (14) et donne le minimum 
de cette fonction). 
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On aurait pu en conclure que le sportif de- 
yrait nager jusqu'au point D plus éloigné que le A 
point d'arrivée B, ce qui est absurde. mn 
En effet, la fonction (14) n'exprime 1 en 
fonction de x que sur le tronçon OB; sur le 
tronçon BC cette dépendance s'exprime par la 10 


formule é 
ax *—b 
ess un 
). O\ 100 200 300 400 500 Xm 


(ef. fig. 284 
Pour x = b les deux formules (14), (14°) FIG. 284 
donnent une seule et même valeur, de sorte que 


ja fonction f(x) est continue au point x — b, mais en ce point la dérivée _. n'existe 


C'est pourquoi x = b est maintenant un point critique de la fonction f(x) (cf. $ 278, 
remarque 1). Il n'existe pas d'autres points critiques dans l'intervalle (0, 325). 


6 281. Convexité des courbes planes; 

point d’inflexion 

La courbe plane L est dite convexe au point M (fig. 285) si dans un voisi- 
nage suffisamment petit de Af elle est située d'un seul côté de la tan- 
gente MT (le côté de la concavité de la courbe L). Le côté opposé est 
appelé le côté de la convexité. 

Si au voisinage du point Àf la courbe L est située de part et d'autre 
de la tangente MT (fig. 286) le point Af est appelé point d'inflexion 
de la courbe L. 

Quand on passe par le point d'inflexion, le côté de la convexité 
devient le côté de la concavité et inversement. 

Soit y — f(x) l'équation de la courbe L. Si la dérivée f'(x) est crois- 
sante au point + = a, la courbe L tourne sa concavité vers le haut 
(fig. 287), si elle est décroissante, la courbe tourne sa concavité vers 
le bas (fig. 288). Si par contre la dérivée f’(x) admet un extrémum 


(L) T 


FIG. 285 FIG. 286 FIG. 287 
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a 


FIG. 288 FIG. 289 


au point + = a (fig. 289, 290), ce point est un point d'inflexion 
de la courbe L. 


&S 282. Concavité 


1. Si la dérivée seconde f’’{x) est positive au point x = a, la courbe 
y = f(x) tourne sa concavité vers le haut, si elle est négative vers Je 
bas (cf. le schéma fig. 291). 


EXPLICATION, SI f’’(a) > 0, alors f’(x) est croissante au point x = a ($ 274): 
cela signifie ($ 281) que la concavité est tournée vers le haut. Un raisonnement analogue 
est valable pour le cas f’’(a) < 0. 

2. Supposons qu'au point x = a la dérivée seconde f(x) soit 
nulle, infinie ou n'existe pas. 

Si, en passant par x = a la dérivée seconde (*) change de signe, 
ce point est un point d'inflexion de la courbe y = f(x) (fig. 292). Si par 
contre f’’(x) conserve son signe, la courbe y = f(x) tourne sa concavité 
vers le côté correspondant (cf. 1) (cf. $6 277 et 281). 

EXEMPLE 1. La courbe 

y = 3x — 4: 


(fig. 293) tourne au point À a: — 9 7 sa concavité vers le haut et 


7 ET 6 


FIG. 291 FIG. 292 


Ce) On suppose qu'elle existe dans le voisinage du point a. 
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1 
au point 8 [= —— vers Île bas, 


çar la dérivée seconde 
y = 362 — 245 = 12:(3x — 2) 


est positive pour x = _ [les deux 
3 


facteurs 12x et (3x — 2) sont positifs] 
1 


= D D = © © = = _ 


et négative pour x = —. 


Le point O (0, 0), où y” = 0, est 
un point d'inflexion, car quand on 
passe par x = 0 la dérivée seconde change de signe du plus (quand 
x < 0) en moins (quand x > 0). A gauche de O la courbe tourne sa 
concavité vers le haut, à droite de O vers le bas. 

EXEMPLE 2, La courbe y — x4 (fig. 294) tourne au point O (0, 0), 
où 3” = 0, sa concavité vers le haut, car quand on passe par + = 0, 
ja fonction y” = 12x? conserve le signe plus. 


EXEMPLE 3. Le point O (0, 0), où la dérivée seconde est infinie, 
1 


est un point d'inflexion de la courbe y — — x° (fig. 295), car quand 
5 


FIG. 293 


on passe par x = 0 la dérivée seconde y” = ++ x à change son 


signe du moins en plus. À gauche de O la courbe tourne sa concavité 
vers le bas, à droite vers le haut. 


Y 
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$S 283. Règle pour rechercher 
les points d’inflexion 


Pour trouver tous les points d'inflexion de la courbe y = f(x), 
il faut essayer toutes les valeurs de x pour lesquelles la dérivée seconde 
f(x) est nulle, infinie ou n'existe pas (ce n'est que ces points qui peu- 
vent être des points d'inflexion; $ 282). 

Si, en passant par l'une de ces valeurs, la dérivée seconde change 
de signe, ce point est un point d'inflexion de la courbe. S'il 
n'y a pas de changement de son signe, il n’y a pas de point d'in. 
flexion ($ 282, 2). 

EXEMPLE |]. Trouver les points d'inflexion de la courbe y — 
= 3x4 — 4,3, 

SOLUTION. Nous avons: 


y”” = 36x11 — 24x = 12x(3x — 2). 
La dérivée seconde existe partout et est partout finie; elle s’annule 


en deux points + — 2. et x = 0. Considérons le point x = 2 . Six 
3 


est un peu inférieur à 2 [notamment si0 < x <<) , alors 
3 


ÿ" =12(+)(—) = —; 


si # est un peu supérieur à [aans ce cas on peut prendre pour 
3 

x tout nombre plus grand que ) , alors 
3 


y” =12(+)(+)= +. 
Lors du passage par le point x = + la dérivée seconde change 


de signe; donc, le point correspondant de la courbe (le point C sur la 
fig. 293) est un point d'inflexion. Pour x = 0, nous avons également 
un point d'inflexion ($ 282, exemple 1). 

EXEMPLE 2. Trouver les points d'inflexion de la courbe 


y = x + 2:t 


SoLUTION. Nous avons: y” — 24xî. 
La dérivée seconde est partout finie et ne s’annule qu'au point 
x = 0. Lors du passage par x = 0 la dérivée seconde conserve, comme 
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1! U' 
FIG. 296 FIG. 297 FIG. 298 


partout, le signe plus. Cela signifie que ce point, pas plus que d'autres 
points, n’est pas un point d'inflexion. La courbe tourne sa concavité vers 
le haut (fig. 296). 


8 284. Asymptotes 


Supposons que le point Af se déplace à partir de la position M, le long 
de la courbe L dans une même direction. Si en outre la distance Af,M 
(un segment de droite) croit indéfiniment, on dit que le point Af s'éloigne 
à l'infini. 

DÉFINITION. La droite AB cst dite asymplole à la courbe L si la 
distance AfK (fig. 297) du point Af de la courbe à cette droite tend vers 
zéro lorsque le point Af s'éloigne à l'infini. 

REMARQUE Î. La distance de ÀAf à AB peut être mesurée non 
seulement suivant la perpendiculaire, mais aussi suivant une direction 
arbitraire constante MK”, car si MK — 0, MK’->0, et inversement. 

REMARQUE 2. La définition donnée au $ 46 des asymptotes de 
l'hyperbole (U’U et V’V sur la fig. 298) répond à la définition générale 
que nous venons de formuler ici. 

REMARQUE 3. Toute courbe sur laquelle le point peut s'éloigner 
à l'infini n’admet pas nécessairement une asymptote. Ainsi, la parabole 
et la spirale d’Archimède n'en possèdent pas. 
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&$ 285. Recherche des asymptotes 
parallèles aux axes de coordonnées 


1. Asymplotes parallèles à l'axe des abscisses. Pour rechercher Je 
asymptotes horizontales de la courbe y = f(x) nous cherchons les limites 
de f(x) quand x > + œ et quand x —> — co. 

Si lim f(x) = b, la droite y = b est une asymptote (fig. 299). 


L fes À. 
Si lim f(x) = b’, la droite y — b” est une asymptote (fig. 300), 
ÆX——- © 

Si f(x) ne possède pas de limite finie ni quand # > + ©, ni quand 
x — — 00, la courbe f(*) n'a pas d'asymptotes parallèles à l'axe Ox, 

ExEMPLE 1. Trouver les asymptotes de la courbe y = 1 +47 
qui sont parallèles à l'axe OX. 

SOLUTION. Quand x -> + 00 , la fonction 1 + 67 n'a pas de limite 
finie [lim (1 + 67) = + oo], ct quand #3 —>— %, elle tend vers 1, 

+x—++ © 
C'est pourquoi la droite y — 1 est une asymptote (fig. 301). 

EXEMPLE 2. Trouver les asymptotes horizontales de la courbe y - 
= arc tg %. 

SOLUTION. Nous avons: 


lim arctgr=—, lim arctw@r=—?, 
+ 2 4 — © 2 
Les droites y — TL et ÿ = —T sont des asymptotes (fig. 302). 
2 


2. Asymplotes parallèles à l'axe des ordonnées. Pour rechercher les 
asymptotes verticales de la courbe y = f(x), il faut trouver les valeurs 
X1 4x %3, … de l'argument x, où f(x) admet une limite infinie (unique 
ou à droite et à gauche). Les droites # = %,, # = Xe, # = X3, … Sont 
des asymptotes. Si f(x) n’a de limite infinie pour aucune valeur de x, 
la courbe ne possède pas d’asymptotes verticales. 

EXEMPLE 3. Considérons la courbe y = In x (fig. 303). La fonc- 
tion In + possède une limite à droite infinie quand #->0 (lim In # — 


x-»+0 
—= — ©). La droite x — 0 (l'axe des ordonnées) est une asymptote. 
Y 
Y 
b 
0 À 0 À 


FIG. 299 FIG. 300 
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FIG. 303 FIG. 304 
EXEMPLE 4. Trouver les asymptotes verticales de la courbe 
2x 
RTE fl 
k 2x SRRs fa re 
SoLUTION. La fonction : possède une limite infinie quand 
Z° — 


x 2 et x —>— 2. 
Par conséquent, les droites 


z=2 et z= —2 


(4B et 4°B” sur la fig. 304) sont des asymptotes. La droite AB est 


asymptote aux deux branches UV et KL (car lim 
xz->24+0 43 — 4 


= + oo et lim a 
x}2—0 32 — 4 
Remarquons que la droite x — 0 est une asymptote horizontale 
(pour les branches UV et U’V”) (cf. 1). 


= — ©). Il en est de même pour la droite 4’B”. 


D-1158 
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$ 286. Recherche des asymptotes 
non parallèles à l'axe des ordonnées ‘*? 


Pour rechercher les asymptotes de la courbe y = f(x) non parallèles 


à l'axe OY, il faut d'abord trouver lim JG) 
x 


æ -> — ©. Si dans les deux cas il n’y a pas de limite finie, il n’y a pas 
non plus d'asymptotes. 


quand x — + © ct 


Si par contre lim JU) = c, il faut ensuite chercher lim [/(x) — 
x>+o # x} + © 
— cx]. Si cette limite est égale à d, la droite y = cx + d est une asyÿmplole. 


D'une manière analogue, si lim JU) = c’'et lim [f(x)—c’x]= d’, la 
x+—0 % z->— © 
droite y = c’x + d’ est une asymplolc. 

Si la grandeur f(x) — cx [ou f(x) — c’x] n'a pas de limite finie 
quand x#—> + oo (ou x —> — %), l'asymptote correspondante n'existe 
pas. 

L'expression f(x) — (cx + d) donne l'écart vertical LAJ (fig. 305) de la courbe donnée 
à son asymptote AZ dont l'équation est ÿ = cz + d. 

Si pour x -» + © cette expression conserve, à partir d'un certain moment, le signe 
plus, le point 4f est au-dessus de l'asymptote AB (fig. 305, a), si elle conserve le signe moins, 
clle cst au-dessous (fig. 305, b). S'il y a des changements de signe, le point Af oscille autour 
do l'asymptote (fig. 305, c). 

Il en est de même pour l'asymptote y == €’# + d’. 


EXEMPLE {. Trouver les asymptotes de l'hyperbolc 


(1) 


FIG. 305 


C°2 Le procédé ci-dessous permet en particulier de découvrir des asyimptotes ha- 
rizontales s'il y en a. Mais si scules les asymptotes horizontales nous intéressent, il est plus 
simple d'appliquer la méthode du $ 285, 1. Le procédé ue permet pas de découvrir des 
asymptotes verticales. 
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SOLUTION. À l'équation (1) correspon- 
dent deux fonctions uniformes 


y= + Yr—5 (2) 


| = 
Ê y=—< V5. (3) 


Considérons la première (il lui correspond les 
branches infinics AN ct A’Æ” de la fig. 306). 
Nous avons: 


Par ailleurs, 


lim (y—c1)= lim (SV —5 - + x) = 0 (= à. 
s+ "+ 00 xt. \3 3 


Par conséquent, la droite y — _ x cst asymptote à la branche AW. 
3 


L'expression y — (cx + d) — + Y5—9— + x conserve le signe moins quand 
s-> + oo. C'est pourquoi la branche AV cst située au-dessous de l'asymptote. 


Nous trouvons ensuite 


lim Past c'} 
4+-o 7 3 


=——__— 92 
‘lim (y—cx)= lim (SV5—5 + + x) == 0 (= d”). 
x—— 00 x— oo 


Donc, la droite y — 22 x est asymptote à la branche 4’K”. 
3 


L'expression = Vs —9 + £ x conserve le signe moins quand x -> — ©. C'est pour- 


quoi la branche 4°’K° est elle aussi située au-dessous de l’asymptotc. 
, : 2 = —= 
Etudiant de façon analogue la fonction y = —-—}/x?—9 (il 
3 


lui correspond les branches 4X et A’N”) nous trouvons que la droite 
: 2 
y = + x cst asymptote à la branche AËX ct la droite y — … x 
asymptote à la branche A’N’. 
Chacune des branches AK, A’N’ est située au-dessus de son asymptote 


D° 
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EXEMPLE 2. Trouver toutes les asymp- 

totes de la courbe 
PE 
a+es 
-T 

La fonction f(x) = a n'a de 
x  +er 
limite infinie pour aucune valeur de x. 
Cela signifie qu'elle n'a pas d'asymp. 
totes parallèles à l'axe OY. Pour trou. 
ver Îles asymptotes non parallèles à OY nous cherchons d’abord 


f(x) nou =” 
lim 2%= Jim = =1(—=06) 
zphto #  sptoo TES sptoo 1 + 
et ensuite 
— 2: ; 2x 
lim (f(x) —cx] = lim = — Jim ——— =0 (= d). 
x + © zp+oo € + 5 sp+o € +1 


Par conséquent, Ja droite y — x est asymptote à la branche 
droite infinie. Calculant ces mêmes limites pour # —>— © nous trou- 
vons c’ = — 1, d’ = 0, autrement dit la branche gauche infinie a 
une asymptote y = — x (fig. 307). 


$S 287. Construction des courbes 


La courbe d'équation y = f(x) est construite par points que l'on relie 
ensuite par une ligne régulière. Toutefois si l'on choisit ces points au 
hasard, on peut commettre de graves erreurs ‘*?. 

Pour tracer la courbe avec une grande précision pour un petit 
nombre de points, il est utile d'’élucider au préalable ses particularités, 
Pour cela il faut: 

1. Déterminer dans quel domaine la fonction f(x) est définie et 
continue. Pour chaque discontinuité infinie tenir compte du signe de 
f(x) à droite et à gauche; nous obtenons les asymptotes verticales de 
la courbe ($ 285). : 

2. Trouver les dérivées première et seconde f(x), f’’(x) et déter- 
miner s'il n'y a pas de points où f’(x) ou f’’(x) n'existe pas. 


| 
Ce) Aiusi, si l'on construit la courbe d'équation ÿ = 2 (x + 2}'(s — 1} (cf. plus 


bas fig. 308) par les points F, B, L, K (correspondant aux valeurs de l'argument — 2,5; 
— 0,8; 0; 1,5) son allure sera absolument fausse sur le tronçon FB. 
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3. Trouver tous les extréma de la fonction f(x) (88 278 ct 279), 
nous obtenons les points supérieurs des bosses et les points inféricurs 
des creux. 

4. Trouver tous les points d'inflexion ($ 283) et la pente de la 
tangente en ces points, 

5. Si le domaine considéré de variation de l'argument est infini, 
établir s'il n’y a pas d'asymptotes horizontales ct obliques ($ 286). 

Jlest utile de dresser un tableau des résultats obtenus (cf. exemples). 
En les portant sur un réseau de coordonnées, nous obtenons l’image 
générale de la courbe. En ajoutant quelques points intermédiaires, nous 
traccrons celle-ci avec une précision suffisante. 

ExEMPLE 1. Construire la courbe d’équation ‘*? 


Ju) = (x + 2h (x — 1)" 


1. La fonction est définie et continue partout, il n’y a pas d'asymp- 
totes verticales. 
2. Trouvons: 


JD = à Ur + 2) {x — 1} (5x + 4), 
J'Ux) = (4 — 1) (102? + 16x -+ 1). 
Les deux dérivées existent partout ct sont finics. 
3. Pour rechercher les extréma résolvons l'équation f’(x) = 0. 
Nous trouvons les valeurs critiques 
&K = — 2, Xa = — 0,8, ka æ 1 
Portons dans le tableau ces valeurs, ainsi que les valeurs corres- 
pondantes de la fonction 
f(x) = 0, {{xs) & — 4,20, f(x) = 0. 
Mettons des zéros pour y’. 
Pour étudier les extréma il est ici utile d'appliquer la dérivée 
scconde, c'est pourquoi nous entreprendrons cette étude au point 4. 
4, Pour rechercher les points d'inflexion résolvons l'équation 
f'{x) = 0. Nous retrouvons la valeur x; = 1, et, en outre, 
x = —1,5; zx; = — 0,07. 
Portons dans le tableau ces valeurs, ainsi que les valeurs corres- 
pondantes de la fonction et de sa dérivée première: 
f(x) = — 2,0, {{x) = — 2,3; 
fx) = —5,5, J'{xs) = 4,0. 
Mettons des zéros pour y”. 


(°) Nous recommandons de dresser le tableau au fur et à mesure des exemples. 
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Déterminons le signe de f”’(x) avant ct après le passage par chu- 
cunc des valeurs 


et introduisons les notations correspondantes dans le tableau. Ainsi, 
— 0 + dans la troisième ligne de la colonne y” signifie que f”’(x) change 
son signe du moins en plus en passant par # = x, de gauche à droite, 
Comme la dérivée seconde change de signe en chacun des points x,, x,, 
x$, ils sont tous des points d’inflexion. 

Détcrminons les signes de f’”’(x) aux points critiques x, = — 2 ct 
Xe = — 0,8: 

f'(—2)<0, f'(—0,8) > 0. 

Dans la première ligne de la colonne y” nous écrivons un moins, ct 
dans la seconde un plus. Pour + = x, nous avons un maximum, pour 
* = X} Un minimuni. | 

5. Il] n'y a pas d'asymptotes horizontales ct obliques, car 


lim CAPES ©. 
x 


Portons (fig. 308) les points trouvés (4, B, C, D, E) sur le réscau 
et notons les directions des tangentes. En ajoutant encore trois points 
Xe = — 2,5, x3 = 0, x43 = 1,5 (F, L, K), nous obtenons une courbe 
assez exacte de la fonction. 


Numéro Extrénmum Désignation 
du point point d'inflexion du point 
1 maximum A 
2 minimum B 
3 point d'inflexion C 
4 point d'inflexion | D 
s point d'inflexion E 
6 as ago sl CT F 
7 ai D 4 D Ou CT 
> : 
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Le 
oi 
Æ 


E 
ca 
Æ 
= 
LE 
LE 
un 


FIG. 308 FI 


_ 15 
EXEMPLE 2. Construire la courbe d’équation y = Leo . 
2 (x +1* 
1. La fonction cest définie et continue partout, sauf au point 
x = — 1, où clle admet une discontinuité infinie. À droite et à gauche 
du point de discontinuité la fonction conserve le signe moins (nous 
portons — © dans la colonne ÿ). Nous obtenons l'asymptote x — — 1. 
Les deux branches infinies sont dirigées vers le bas (fig. 309). 
2. Trouvons: 
,_1(x—1} (x +5) 7 12(x — 1) 
FT Grip FG+I" 
Les deux dérivées existent partout, sauf au point de discontinuité, 
3. L'équation f’(x) = 0 a deux racines: 


Es = — 5, 2 = 1 
Les valeurs correspondantes de y sont: 
Y1 = — 6,75, Y1 = 0. 


Nous voyons d’après le signe de f’(x) au voisinage des points critiques 
(cf. tableau ci-dessous) que le point x = —5 est un maximum ct le 
point x = 1 n'est pas un point d’extrémum. 

4. L'équation y”’(x) = 0 possède une racine unique x, = 1; nous 
voyons d'après le signe de la dérivée seconde (cf. tableau) que c'est 
un point d'inflexion. 

5. Cherchons les asymptotes obliques; pour 4-—>+ 0 comme 
pour 4 —> — 00 nous avons 


1 
2° 


- 4 - 1 5 
— — om — mm — — |, 
re im [3 7 :) 2 
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Cela signifie que la droite y — e2 x — est asymptote aux deux 
2 2 


branches infinies de la courbe. 


La branche de droite est située au-dessus de son asyÿmptote et «ile de gauche 


au-dessous car l'expression y — (= _ _ conserve le signe plus quand 5 + + o 


et le signe moins quand x-#—. Cela apparaîtra de la figure quand on aura porté 
les points C, D, E, F, K, L. . 


Numéro : Extrémum, point Désigna- 
du point | * y 4 y d'inflexion, discontinuités ne 
1 — 1 — © discontinuité 
2 rt és + 0 — maximum or 
3 Ma 6. Rerte 6 point d'inflexion B | 
4 S — 7,81 des C 
5 — 3 8,00 EN ION D 
6 ts — 6,75 D E 
7 ro — 0,50 ' F 
8 LS 0,25 ES K 
o | o | 256 | L 


& 288. Résolution des équations. 
Remarques générales 


Les équations algébriques du premier et du second degré se résol- 
vent à l'aide des formules connues de l'algèbre. Pour les équations du 
troisième et du quatrième degré les formules sont compliquées; l'équa- 
tion générale du cinquième degré ou d’un degré plus élevé n'est pas 
résoluble par radicaux. On peut toutefois résoudre une équation tant 
algébrique que non algébrique avec la précision exigée si l'on trouve 
au préalable des valeurs approchées quelconques des racines. Ces valeurs 
sont ensuite de plus en plus précisées. 
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On peut trouver une solution approchéc par l’une des méthodes 
graphiques suivantes: 

PREMIÈRE MÉTHODE. Pour résoudre l'équation f(x) = 0, construi- 
sons le graphe y == f(x) (cf. $ 287) et relevons les abscisses des points 
en lesquels le graphe coupe l'axe OX. 

EXEMPLE 1. Résoudre l'équation 4% — 9x3 + 24x — 18 = 0. 

Construisons (fig. 310) le graphe de la fonction y = x%— 942 + 
+ 24x — 18 ct nous relevons les abscisses x, = 1,3, x, — 3, x, = 4,7. 
En portant ces valeurs dans l'équation nous voyons que la seconde ra- 
cine est exacte, et la première et la troisième approchées. 

SECONDE MÉTHODE. On peut représenter l'équation f(x) —0 sous 
Ja forme f,(x) = f(x), où l’une des fonctions /,(x), f(x) est arbitraire. 
Ce fait est utilisé de façon que la construction des courbes y = f(x) et 
y = fax) soit la plus facile possible. Trouvons les points d'intersection 
des graphes. En relevant leurs abscisses nous obtenons les valeurs 
approchées des racines de l'équation f(x) = 0. 

EXEMPLE 2. Résoudre l'équation 3x — cos x — 1 = 0. 

Représentons cette équation sous la forme 


3x —1= cos x. 


Construisons (fig. 311) les graphes des fonctions y = 3x — 1 ct y = cos x. 
lis se coupent en un seul point. Nous relevons son abscisse, ce qui nous 
donne la racine approchée x, = 0,6. 


Nous allons exposer aux $$ 289-291 trois méthodes d'approximation des racines. 
Elles exigent que la racine cherchée Z soit séparée, c'est-à-dire que l'on détermine un inter- 
valle (a, b) dans lequel l'équation donnée ne contient que cette racine. Les extrémités 4, 
b sont elles-mêmes des valeurs approchées de la racine (par défaut et par excès). On peut 
les trouver par l'une des méthodes graphiques ci-dessus. Plus l'intervalle (a, b) est petit 
et plus l'approximation est bonne. 


FIG. 310 FIG. 311 
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EXEMFrLE J. Séparer les racines de l'équation +2 — 917 + 24x — 15 = 0. 

Nous relevons sur lo graphe (fig. 310), s'il a été construit grossièrement, l'intervalle 
(1, 1,5) de la plus petite racine; lors d'une construction plus précise nous obtenons un 
intervalle plus étroit, par exemple (1,2, 1,4). Pour la plus grande racine nous obtenons 
l'intervalle (4,6, 4,8). La racine x — 3 n'a pas besoin d'être séparée, elle est exacte. 

Remarque. Parmi les méthodes spéciales de résolution des équations algébriques, 
citons celle de Lobatchevski; elle permet de trouver, à l'aide d'opérations algébriques sur 


les coefficients et avec le degré de précision voulu, toutes les racines, y compris les racincs 
imaginaires. 
La méthode de Lobatchevski n'exige pas la séparation des racines. 


$ 289. Résolution des équations. 
Méthode des parties proportionnelles 


Supposons qu'aux extrémités de l'intervalle (a, b) la fonction f(x) 
a des signes contraires (fig. 312). Si en outre la dérivée f’(x) conserve 
dans l'intervalle (a, b) un signe constant ‘*, alors à l'intérieur de 


l'intervalle il existe une seule racine x de l'équation f(x) = 0 (si f’(x) ne 
conserve pas son signe, la racine existe, mais peut ne pas être unique). 

Prenons comme première approximation de la racine x le point 
x = #1, où la corde AB (fig. 313) coupe l'axe OX": 


(b — a) f(a) 
ECS 4} 
ou, ce qui revient au même %, 
{b — a) f{b) 
= b— - 
É JU) — Ju) Se 


FIG. 312 FIG. 313 


(+) Autrement dit, lc tronçon 4B de la courbe est partout croissant ou décraissant. 
af(b) — bf(a) 
JE) — [U) 


(°° Sous une forme symétrique #, = , mais les formules (1) et 


(2) sont plus commodes pour les calculs. 
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Nous calculons ensuite /(r,) ct nous prenons celui des intervalles 
(a, x), (31, d) aux extrémités duquel /(x) a des signes contraires [l'inter- 
valle (x,, b) sur la fig. 313]. La racine cherchée se trouve dans cet inter- 
valle. Appliquant une formule analogue à (1), nous obtenons la seconde 
approximation x,. Poursuivant ce processus, nous trouvons la suite 
Æje Xe en #n, 5 Ùe a pour limite la racine cherchée x. 

Le degré d'approximation peut être déterminé en pratique de la 
manière suivante. Supposons que l'on exige une précision de 0,01. 
Nous nous arrêtons alors à l'approximation x, qui diffère de la précé- 
dente de moins de 0,01. Il peut d’ailleurs s'avérer (bien que cela: oit 
peu probable) que la précision soit insuffisante. Pour l'éviter on s'assu- 
re que les signes de f(x,) et f(x*n -E 0,01) sont contraires. 

EXEMPLE. La fonction f(x) = 4% — 2x° — 4x — 7 a des signes 
con‘raires aux cxtrémités de l'intervalle (3, 4): 


fB)=—10<0, f4=9>0. 
La dérivée f(x) = 3x? — 4x — 4 conserve dans l'intervalle (3, 4) 


le signe plus. Cela signific qu'à l'intérieur de l'intervalle (3, 4) se trouve 
une racine de l'équation 


4 — 23 —4x —7 = 0. 
Trouvons cette racine avec une précision de 0,01. La formule (1) donne: 


1 : (— 10) 


10 
ls sas 
9-10  Ÿ 19 * 


4 = 3— 


Calculons maintenant: 
113,53)  — 2,05. 
Choisissons le second des intervalles (3, 3,53), (3,53, 4) car à ses 


extrémités la fonction f(x) a des signes contraires. 
Trouvons la scconde approximation: 


0,47 - f(3,53) 0,47 - 2,05 


Xa = 3,53 — 14) —/6:53) S 3,53 + 11,05 


= 3,62. 


La valeur 
13,62) = — 0,24 
est négative, c'est pourquoi nous prenons l'intervalle (3,62, 4). Trouvons: 


0,38 - 0,24 


Xs © 3,02 + 924 


= 3,63 
ct 
113,63) = — 0,04. 


Les calculs nous autorisent à penser que x, diffère de x, de moins de 
0,01 ct que x, donne l’approximation désirée. 
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Etant donné que pour avoir une garantie complète nous devons de 
toute façon calculer f(3,64), nous ne déterminerons pas x, et calculcrons 
d'emblée 

/(3,64) = 0,17. 


Les signes de /(3,63) et f(3,6#) sont contraires. Donc x, est l'approxima- 
tion désirée. 


REMARQUE. La méthode des parties proportionnelles, de même que toutes les autres 
méthodes des approximations successives, « ne craint pas les erreurs s: une erreur commise 
lors d'un calcul intermédiaire est automatiquement corrigée dans le pas suivant. Le dernier 
pas doit bien entendu ètre réalisé minutieusement. Pour éviter des erreurs d'arrondisse- 
ment il convient de conserver les chiffres de réserve. 


$ 290. Résolution des équations. 
Méthode de Newton 


Supposons que la fonction f(x) ait des signes contraires aux extré- 
mités de l'intervalle (a, b) (fig. 314 et 315) et que les dérivées f’(x), 
f''(x) conservent dans cet intervalle un signe constant cr. Pour recher- 
cher la racine x située dans l'intervalle (a, b) ($ 289) nous procédons 
ainsi: 

A l'extrémité de l'arc 4AB où les signes de f(x) ct f(x) sont iden- 
tiques ® menons la tangente (BK sur la fig. 314, AL sur la fig. 315). 


FIG. 314 FIG, 315 


€» Autrement dit, le tronçon AB de la courbe est partout croissant ou partout dé- 
croissant et tourne sa concavité partout vers le haut ou partout vers le Las. 

(9e) C'est-à-dire à l'extrémité supérieure si AB tourne sa concavité ver: le haut, 
et à l'extrémité inférieure s'il la tourne vers le bas. 


Calcul différentiel 397 


Prenons pour première approximation de 
la racine cherchée le point x = x{ (* où la 
tangente coupe l'axe OX. 

Si la tangente est prise au point x = b, 
alors 
Le (1) 


si par contre cllè est prise au point x — 
= 4, alors 


Le (2) FIG. 316 


Dans les deux cas la seconde approximation est trouvée d'après la 
formule en 
, xi 

x, 4; J'{x!) ° (3) 

Poursuivant ce processus nous trouverons la suite #4, x£, x3, … 
(fig. 316). Elle a pour limite la racine cherchée %. Le degré d’approxi- 
mation peut être déterminé de la même manière que pour la méthode 
des parties proportionnelles. 

REMARQUE Î. Si l'on mène la tangente à l'extrémité de l'arc 
où f(x) ct f’’(x) sont de signes contraires, x{ peut sortir des limites de 
l'intervalle (a, b) et détériorer l’approximation (fig. 317, a). 

REMARQUE 2. Si f’’(x) ne conserve pas son signe dans l'intervalle 
(a, b), les tangentes aux deux extrémités de l'arc peuvent couper OX 
à l'extérieur de cet intervalle (fig. 317, b). 

EXEMPLE. Calculer à 0,01 près la racine de l'équation 


fa)=32—2x%—45 —7= 0, 
contenue (cf. exemple $ 289) dans l'intervalle (3, 4). 


FIG. 317 


(2 Les notations +#;,x;,.. permettent de distinguer les approximations d'après 
la méthode de Newton de celles données par la méthode des parties proportionnelles. 
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SoLUuTIiON. Nous avons: 
16) = —10; (4) =9; 
fx) = 3x —4x— 4; f(x) = 6x — 4. 


Les deux dérivées conservent dans l'intervalle (3, 4) le signe plus, 
C'est pourquoi nous prenons l'extrémité de l'intervalle considéré où 
f(x) > 0, c'est-à-dire l'extrémité b = 4. Trouvons d'après la formule 
(1) la première approximation: 

> ge JO), 4 7. 
z, = 4 f'G) + 3 * 3,68. 
Trouvons ensuite: 
1(3,68) = 1,03,  /’(3,685) = 21,9 
ct, en vertu de la formule (3), obtenons la seconde approximation 


13,68) 
6,68) 

Les approximations suivantes seront de plus en plus petites, ct 
les calculs donnent à penser que la précision ultérieure n'influera pas 


sur le chiffre des centièmes. C'est pourquoi nous ne calculerons que 
{(3,633) et (3,630). Le calcul donne 


1(3,633) = 0,020;  f(3,630) = — 0,042, 


de sorte que (avec une précision trois fois supérieure à celle cxigéc) 
4 = 3,63. 


34, = 3,68 — = 3,68 — 0,047 = 3,633 (par excès). 


8 291. Méthode combinée 


Quand les conditions du $ 290 sont vérifiées, les approximations 4, 
(méthode des parties proportionnelles) et x; (méthode de Newton) 
tendent vers la racine x de deux côtés opposés (les premières du côté 
de la concavité, les secondes du côté de la convexité du graphique: cf. 
fig. 318). L'application simultanée de ces deux méthodes permet d'ob- 
tenir des approximations par excès et par défaut et le degré de précision 
peut être estimé immédiatement. 

Soit a l'extrémité de l'intervalle (a, b) où les signes de f(x) et f’’(x) 
sont identiques. Nous trouvons alors d’après les formules (1) $ 289 et 
TN f{a) f{a) 

(b — a) f(a nn. a 
JE Je 7 fi: qn) 


KA = 4 


C9) Dans le cas où les signes de f{x) et f’’(x) sont identiques à l'extrémité b, la seconde 


JU)" 


formule est remplacée par la formule x = b — 


Calcul différentiel 399 


La racinc cherchée cest comprise entre x; 
et +x{. De plus f(x!) a le même signe que f’’(x!) 
(cf. fig. 318). Par conséquent, nous pouvons de 
nouveau appliquer les formules (1) du présent 
paragraphe en remplaçant a par x! et b par x.. 
Nous obtenons les secondes approximations: 


—. (ss — x5) f(x) 


AR HG) JG) ! 
, , Sa) FIG. 318 
AA | 


Pour calculer x; nous appliquons les mêmes formules, en rempla- 
çant +, et x! par x, et x£, etc. En poursuivant ce processus nous trou- 
verons % avec la précision exigée. 

EXEMPLE. Résoudre l'équation 27 = 4x. 

Conformément à la seconde méthode du $ 288, nous construisons 
les graphes y — 27 et y — 4x (fig. 319). Outre le point À, qui nous 
conne la racine cxacte x — 4, nous obtenons un seul point d'intersec- 
tion B. Son abscisse x est comprise entre a = 0 et b = 0,5. 

Calculons x à 0,0001 près. Nous avons: 


f(x) =27— 4x, f(x) =2:In2—4, 

J'{x)=2#n2, f(0)=1, f(0,5) = — 0,566. 
La dérivée première conserve dans 
l'intervalle (0, 0,5) le signe moins ‘*?, la 
dérivée seconde le signe plus. Pour cal- 
culer x{ il faut prendre l'extrémité a = 
= 0, car en ce point les signes de f(x) 

ct f’’(x) sont identiques. Trouvons: 


__ (b— a) f(a) 0,5 -1 


RS CET ET 
Æ 0,316 (par excès), 
nes Je. 1 


fa) M2—4 


— 1 
— Gegsis —7 * 0,302 (par défaut). 


(*) On voit de la figure que dans l'intervalle (0, 0,5) la pente de la courbe y = 2% 
est plus petite que ccllo de la courbe y = 4x. 
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Obtenons à l'aide des tables de logarithmes à cinq décimales 
1(0,302) == 0,0249,  f’(0,302) = — 3,14544, 
1(0,316) = — 0,0191. 
Cela donne les secondes approximations: 
0,014 : f(0,302) 


Æs = 0,302 — 10,316) — (0,302) = 0,302 + 0,0079 = 0,3099 (par excès), 
x, = 0,302 — 110,302) = 0,302 + 0,0079 = 0,3099 (par défaut). 


(0,302) 


La racine cherchée % est comprise dans l'intervalle (x£, x.) et 
c'est pourquoi on a, à moins de 0,5 : 10-# près, x — 0,3099. En réalité, 
la précision est encore plus élevée (en utilisant les tables de logarithmes 
à sept décimales nous obtenons pour x, pour les mêmes valeurs de x, 
x!, les limites 0,30990 et 0,30991). 


CINQUIÈME PARTIE 


Calcul intégral 


g 292. Remarques préliminaires 


j. HISTORIQUE. Le calcul intégral est né de la nécessité d'élaborer 
une méthode générale de calcul des aires, des volumes et des centres 
de gravité. 

Archimède avait déjà appliqué les rudiments de cette méthode. 
Au XVII siècle elle a été systématiquement développée dans les tra- 
vaux de Cavalieri, Torricelli, Fermat, Pascal et d’autres savants. En 
1659 Barrow a établi le licn entre le problème de calcul des aires ct 
celui de recherche des tangentes. Un peu plus tard Newton et Leibniz 
ont fait abstraction de ce lien et ont ainsi établi la relation entre le 
calcul différentiel et le calcul intégral (cf. plus bas). 

Cette liaison fut utilisée par Newton, Leibniz et leurs élèves pour 
développer les procédés d'intégration. Les méthodes d'intégration ont 
atteint leur niveau actuel principalement dans les travaux d’Euler. 
Les travaux d'Ostrogradski et de Tchébicheff ont parachevé leur 
développement. 

2. NOTION D'INTÉGRALE. Soit 


y = f(x) 


l'équation de la courbe AN (fig. 320). Trouver l'aire F du e trapèze 
mixtilignes aA Bb. 

Divisons le segment ab en n parties ax,, x, #3, ..…., #n-1 b 
(égales ou non égales) ct construisons la figure en escalier ha- 
churée sur la fig. 320. Son aire est égale à 


Fn = Yolxs — 4) + Yale — 23) + + Sn 10 — 
— Xn_1). (1) 
Si l’on introduit les notations 


A —0— dxe, XL —4 — CETTE .….) b — Tan” dxn_u (2) 


la formule (1) s'écrira 


Fa = Yodre + Vds +. + Yn_1dEn_1 (3) FIG, 320 
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L'aire cherchée est la limite de la somme (3) quand # est infiniment 
grand. Leibniz introduisit pour cette limite la notation 


\ y dx, (4) 


où Île syrabole | es la première lettre (styliséc) du mot latin summa 
(somme), et l'expression y dx indique la forme typique des termes ‘*?, 
Leibniz appela l'expression À y dx intégrale (du lat. fnfeger, enticr)(°®, 


Fourier perfectionna la notation de Leibniz en lui donnant lu 
forme 


b 
\ y ds. | (S) 


Ici on indique également les valeurs initiale ct finale de x. 

3. RELATION ENTRE L'INTÉGRATION ET LA DÉRIVATION. Soicnt a 
une grandeur constante ct b une grandeur variable. Remplaçons la 
notation b par x. L'intégrale 


f(x) dx 


B ru | 


(c'est-à-dire l'aire a 4 Bb pour une ordonnée fixe a4 et une ordonnée 
variable bB) sera une fonction de x. Il s'avère que la différentielle de 
cette fonction est égale à f(x) d5t°°° 


a f(x) dx = f(x) dx. (6) 
a 


(9) La notion de limite n'était pas cncore élaborée et Leibniz parlait de la 
somme d'un nombre infini de termes. 
(9) Cette appellation avait été proposée par l'élève de 


Y Leibniz Jean Bernoulli pour distinguer la somme d'un nombre 
K C infini de termes» d'une somme ordinaire. 

B p (°°°) Cela ressort de la fig. 321. L'accroissement AF de 

l’aire du trapèze aA Bb est l'aire 4 bBCc. On peut représenter 

A cette dernière sous forme de la somme aire bBDec + aire 


BDC. Le premier terme est égal bB-be == f(x)Ax et le 
sccond cst un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport 


01 a bCX  àAXx (ilest inférieur à l'aire BDCK = AxAy). Donc ($ 228) 
FIG. 321 f{x)As est la différenticlle de l'aire F. 
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4, PROBLÈME FONDAMENTAL DU CALCUL INTÉGRAL. Le calcul de 
l'intégrale (5) se ramène ainsi à la recherche d'une fonction d'après l'expres- 
sion de sa différentielle. La recherche de cette fonction constitue le 
problème fondamental du calcul intégral. 


$ 293. Fonction primitive 


DÉFINITION. Soit f(x) la dérivée de la fonction F(x), autrement dit 
f{a) dx est la différentielle de la fonction F(x): 


[{x) dx = dF{x). 
La fonction F(x) est alors appelée la primitive de la fonction f(x). 

EXEMPLE 1. La fonction 3x? cest la dérivée de x, autrement dit 

3xtdx est la différentielle de la fonction x: 
3x1 dx = (st). 
Par définition la fonction x est la fonction primitive de la fonction 3x. 

EXEMPLE 2. L'expression 3x?4x cst la différentielle de la fonc- 
tion 43 + 7: 

3x° dx = d(x3 + 7). 
Par conséquent, la fonction +3 + 7 (de même que la fonction 4%) cest 
une primitive de la fonction 3x°. 

Toule fonction continue f(x) possède une infinité de primitives. Si 
F{x) cst l’une d'entre elles, n'importe quelle autre cest représentée par 
l'expression F(x) + C, où C est une constante. Cette dernière peut être 
donnée arbitrairement. 

EXEMPLE 3. La fonction 3x3 possède une infinité de primitives. 
L'une d'elles (cf. exemple 1) est x*, n'importe quelle autre est 
représentée par l'expression x + C, où C cest une constante. Pour 
C = 7 nous obtenons la primitive 4% + 7 (exemple 2), quand C = 0 
nous obtenons de nouveau la primitive x. 

EXEMPLE 4. L'une des primitives de 3x? est x% + 7. Toute autre 
primitive est représentée par l'expression 4% + 7 + C. Quand C = — 7 
nous obtenons la primitive #9. 

AVERTISSEMENT. Toute primitive de la fonction 3x? peut être 
mise sous la forme 4% + C ou sous la forme x% + 7 + C. Toutefois 
ces expressions ne peuvent étre égalées, car les constantes C qui y figu- 
rent ne sont pas les mêmes. Par exemple, la première expression donne 
#x + 10 quand C = 10 et la seconde quand C = 3. 
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Si en dépit de l'avertissement nous égalons x? + Cet x3 4740, 
nous obtenons l'égalité absurde 0 — 7. On peut toutefois écrire 


#+C=n+7+0C,, 
où C et C, sont des constantes. Elles sont liées par la relation 
C= C; + 7. 


$ 294. Intégrale indéfinie 


On appelle intégrale indéfinie de l'expression donnée f(x) dx [ou de ja 
fonction donnée f(x)] la forme la plus générale de sa fonction primitive. 
L'intégrale indéfinie de l'expression f(x) dx est notée 


(ses ds. 
On sous-entend que le terme constant est inclus dans cette notation. 
La provenance du symbole | et l'appellation «intégrales ont été 


expliquées au $ 292. Le mot s indéfinics souligne le fait que l'expression 
générale de la fonction primitive contient un terme constant que l'on 
peut choisir arbitrairement ‘*. 

L'expression f(x) dx est appelée expression sous le signe somme, 
Ja fonction f(x) fonction à sntégrer, la variable x variable d'intégration. 
La recherche de l'intégrale indéfinie de la fonction donnée est appelée 
intégration °°, 

EXEMPLE Î. La forme la plus générale de la fonction primitive 
de l'expression 2x dx est x? + C. Cette fonction est l'intégrale indéfinie 
de l'expression 2x dx: 


(2 dx= x +c. (1) 


On peut également écrire: 
(2 dx = 3—5 + 0Cx: (2) 


La différence dans les notations des constantes (C et C;) souligne le 
fait qu'elles ne sont pas identiques (C = C, —5; cf. $ 293, avertisse- 
ment). 

EXEMPLE 2. Trouver l'intégrale indéfinic de l'expression cos + dx. 


Ce» A la différence de l'intégrale indéfinie, la limite de la somme y, dre + ÿidr, + 
+... + Ya-1dtn-1 ($ 292, 2) est appelée intégrale définie. L'intégrale indéfinie est une 
fonction, l'intégrale définie est un nombre. 

c°e) On appelle également intégration la recherche de l'intégrale définie. 
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SoLUTION. La fonction cos x est la dérivée de sin x. C'est pourquoi 
(ces xdx =sinx +cC. 


EXEMPLE 3. Trouver l'intégrale indéfinie de l'expresion ee, 
x 


SoLuTION. La fonction L est discontinue pour x = 0. Considérons 
x 


d 
d'abord les valeurs positives de x. Comme d{In x) = = » nous avons 
x 


(+ = nx+c. (3) 


dx re 
jomme d{in 3x) = — » nous pouvons également écrire: 
x 


dx 
(+ = În 3x + Ci. (4) 
Les constantes C et C,; sont liées par la relation 
C = ln 3 + C:. 


On peut écrire de même: 
d 
(Æ-nmr+c, (5) 


c. Pour les valeurs négatives de x la fonction In x n'est pas définie, 
. les formules (3), (4), (5) ne sont pas valables. Par contre la fonction 


(— x) est définic: sa différentielle est aussi égale à = + Nous avons 
x 
aintenant: 


(its) + (6) 
d'une manière analogue: 
d d 
(Æ=mtante VE-n(—<)+c, 


On peut réunir les formules (3) et (6): 
(init + c (7) 


formule (7) est valable pour toutes les valeurs de x, excepté x = 0 
, $ 295, exemple 3). 
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$ 295. Interprctalion géométrique 
de l'intégration 


Soicnt f(x) une fonction continue donnée ct F(x) une primitive 
quelconque. Si l’on construit la courbe représentative PQ de la fonction 
y = F{(x) (fig. 322), le coefficient angulaire de la tangente MT s'ex- 
prime par la fonction donnée f(x). 

Soit F,(x) une autre primitive de cette même fonction f(4). Les 
cocfficicnts angulaires des tangentes AIT ct A1,T, (les points de tan- 
gence M, A, ont la même abscisse x) sont identiques, autrement dit 
MT cest parallèle à AZ,T.. 

Le graphe de la fonction prinitive F(x) est appelé courbe intégrale 
de la fonction f(x) [ou de l'équation dy = f(x) dx]. Les tangentes à 
deux courbes intégrales aux points correspondants sont parallèles, 
Par ailleurs, la distance (suivant la verticale) entre deux courbes inté. 
grales est unc constante C (A1 M, sur la fig. 322), de sorte que si l'on 
dispose d’une courbe intégrale, il est facile de construire les autres. 

Il y a une courbe intégrale ct une seule passant par un point donné. 

On peut construire (approximativement) les courbes intégrales 
de la manière suivante. Menons par quelques dizaines de points {cf 
par exemple, fig. 323) d'une partie du plan de courts segments (ou des 
flèches) indiquant la direction de la tangente. 

Nous obtenons un schamp de directionse. Menons au jugé une 
courbe régulière de sorte qu'en divers points elle soit tangente aux 
flèches. Nous obtenons une courbe intégrale. Procédons de même pour 
d'autres courbes intégrales. 

EXEMPLE 1. Trouver les courbes intégrales de l’équation 


dy = dx. 
Dans l'exemple considéré la fonction f(x) est la grandeur constante 


1. Le cocfficient angulaire de toutes les flèches cst égal à l'unité, autre- 
ment dit la pente de la tangente est partout égale à 45°. J.es courbes inté- 


FIG. 323 
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grales (fig. 323) sunt des droites parallèles. 
L'équation de chacune d'elles est y — 


—=\ dx, c'est-à-dire y = x + C. La grandeur N 


d'une droite à l’autre. 


ne 
ESS. 


C est constante pour chaque droite et varie \ 


EXEMPLE 2. Trouver les courbes inté- 


+ 


grales de la fonction : x (eutrement dit de \ 


* 
l'équation dy = x as] É \X 
Prenons le long de l'axe OY(x = 0) 


des flèches horizontales _ x =0|; lelong FIG. 324 


de l'ordonnée + = 1 des flèches de coeffi- 


cient angulaire ui = D etc. Traçant au jugé les courbes intégra- 
les, nous obtenons des parabolcs sparallèless (y = (- x dx = 
— 2 x? + C; fig. 324). 

4 


ExEMPLE 3. On a indiqué sur la fig. 325 les courbes intégrales 


de la fonction y = È . Aucune d'elles ne coupe l'axe OY, car pour 


FIG. 325 
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M x = 0 les primitives de la fonction ne sont pas défi. 


nies (la fonction E est discontinue pour + = 0). Cela 
x 

fait que seules les courbes intégrales situées d'un 

même côté de l'axe des ordonnées sont équidistantes. 

Les courbes situées à droite sont représentées par 

l'équation y = 1n x + C, celles situées à gauche par 

l'équation y = In(— x) + C. L'intégrale indéfinie 


m À 
FIG. 326 


(= est représentée (pour tous les x différents de zéro) par la forniule 
x 


(E=mirl+c. 
> : 


REMARQUE. Une autre interprétation géométrique de l'intégration 
suppose que l'on trace le graphe KL (fig. 326) de la fonction donnée 
f(x). Supposons que l'arc XL soit entièrement situé au-dessus de l'axe 
OX. Menons deux ordonnées a4 et #11 et admettons que l'ordonnée 
de gauche aA soit fixe et l’ordonnée de droite #11 variable. L’aire 
a.4 Mm sera l’une des primitives de la fonction f(x) de l'argument x —=Oh 
(cf. $ 292, 2). Prenant au licu de a l'ordonnée fixe bB, nous obtenons 
une autre primitive, l'aire bBMm. Ces deux primitives diffèrent d'une 
grandeur constante C = aire aA Bb. 


$ 296. Calcul de la constante d'intégration 
d’après les données initiales 


Parmi l'infinité de primitives de la fonction considérée f(x) une 
seule peut prendre une valeur donnée b pour une valeur donnée «a de 
l'argument x = a. Si l’on connaît l'intégrale indéfinie 


(se dx = F(x) +0, 


la valeur correspondante de la constante C est trouvée à partir de la 
relation 
b= F(a) + C. 


EXEMPLE Î. Trouver la primitive de la fonction L x qui prend 
2 


la valeur 3 pour x = 2. 
SozuTiIon. Nous avons: 


1 1 
(rdc. (1) 
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: 
Nous trouvons la constante C de la relation 3 = 7 +23 + C. Nous 


obtenons C = 2. Portant dans (1) nous trouvons la fonction primitive 
cherchée 


y = | +2. (2) 

Le problème peut être formulé géométriquement de la manière suivante: 

trouver la courbe intégrale de la fonction u x qui passe par le point 
2 


2, 3). La courbe cherchée est la parabole UV (fig. 324). 


EXEMPLE 2. Trouver la primitive de la fonction — qui prend la 
x 


Î 
valeur -- pour # == — À, 
2 
SOLUTION. Pour les valeurs négatives de x l'intégrale indéfinie 


de la fonction Ê ($ 294, exemple 3) est de la forme 
x 


(+ =iIn(—x)+c. (3) 
Nous avons par hypothèse: 
+=bi+c, (4) 
d'où 
ét. 


La fonction cherchée est In (— x) + L . 11 lui correspond la courbe 
2 


intégrale PQ sur la fig. 325. 


8 297. Propriétés de l'intégrale indéfinie 


1. Le signe de la différenticlle placé devant le signe somme élimine ce 
dernier: 


a\ fus) dx = fus) ds (1) 


(en vertu de la définition de l'intégrale indéfinie). 
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En d'autres termes, la dérivée d’une intégrale indéfinic est égale 
à la fonction à intégrer 


d 
2 fu) dx = Jun. (2) 
EXEMPLE. 
af? dx = d{(x +C) = 2vds, (Ia) 
V2 dx = 2x. 


2. Le signe somme placé devant le signe de la différenticile éli- 
mine ce dernier, mais il faut alors introduire un terme constant arhi- 
traire. 

EXEMPLE. 


(< sin x = sin s + C. (3) 
3. On peut sortir un facteur constant de sous le signe somme: 
(arts dx=a (su) ds. (4) 
EXEMPLE. 
(6x ds — as dx — Ge xt + c) — 3% + CC = 321 + Ci, 


où 
Ci = 6C. 


4. L'intégrale d’une somme algébrique est égale à la somme des 
intégrales des termes. Pour trois termes nous avons 


(ten + te) — tai] dx = sta de + ( nt dx — NC LE (5) 
il en est de même pour un nombre quelconque (mais fixe) de termes. 
EXEMPLE. 


(15: — 2x + 4)dx = (sx ar (2 dx + (ir = (5 xt + Gi) — 


—(1+0C;) + (43 + C;) = +4s +0, 
où 
C = C; =: C: + Cse 
REMARQUE. Il n'est pas nécessaire d'écrire lors des calculs inter- 


médiaires le terme constant de chaque intégrale; il suffit de l'ajouter 
quand toutes les intégrations sont effectuées. 
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& 298. Tableau d'intégrales usuclles 


En inversant la formule de dérivation, nous obtenons la formule cor- 
respondante d'intégration. Ainsi de la formule 


dx 


din(x + fat = a#0, (1) 
nous obtenons la formule ‘*? 
dx = 
= RAM Eene (2) 


Des dix formules que nous rapportons plus bas, les neuf premières 
s'obtiennent en inversant les formules principales de dérivation, la 
dixième coïncide avec (2). Elle est établie dans l'exemple 1 $ 312. 


ñ d sn +1 
I. (: DRE-erer D  cs | 
Il. (® ænlxtt Ce 

z 
TT. (eux = eæ4+c, 

a? 
1ITa. (arax T7 =—— + C, 
Ina 

IV. (sine xdx=—cosx+c, 
V. (cos x dx = sin 3 + C. 

dx 
VI. (5 =. — cotg xs + C 
VII Es = (g x + C, 

dx 

VIIL, \ —— = arsins+cC, 

Yi—2 

dx x 

VTITa. —— = arcsin — + C, 

Var — 31 ñn 
IX en arc t r+cC 
4% 1 + £! ? & » 


(9) La grandeur x + Vas + xt est positive puor tout x, de sorte que dans (2) nous 


u’écrivons pas In | = + Vas + =]. 
cee) Cf. $ 294, exemple 3. 
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; dx | x 
IXa. Cet = 7 arc t£ à + C, 
X. \ id = Infs + Ytail+c. 
ET + at 


On doit apprendre ces formules par cœur (dans les trois couples 
de formules III, VIII, IX, il suffit de retenir une seule, de préférence 
celle qui est affectée de l'indice «a »). 


| 
Dans la formule IX, à la différence de VIII2, l'arc est précédé du facteur PS Ce fait 


: au numérateur figure le premier degré 


est lié à la dimension de l'expression æ = 
de la grandeur dx, au dénominateur les seconds degrés de a et de x. La dimension cst 


+ 1 
ainsi — 1; le second nombre à aussi la mème dimensivn grâce au facteur . 


, dx ; : ; 
L'expression ———— dans la formule VIITa possède la dimension zéro, de mine 


ai— 21 
que le second membre. 
REMARQUE Î. Nous recommandons d'apprendre par cœur les 
formules I-X au fur et à mesure que vous les rencontrez dans les 


exercices. Il serait bon si vous retenez les cinq autres formules (*: 


XI. (te xdx =—I\in|cosx]+c, 
XII. (oct x dx = in sin x|+c, 
dx x 
XIII. Hs M 6 + C, 
dx x Tr 
Pa a =rle(r+5)]+c 
ds 1 x—a 
7. x -Arl+e 


REMARQUE 2. On peut également écrire les intégrales XIII et XIV sous la forme 
suivante: 


XIIIa. \ CL = In | cosec x — cotg r| + C, 
sin x 
dx 

XIVa. =in|secs—tgx|+c. 
cos x 


Leur lien réciproque devient plus visible, mais pour les calculs les formes XIII et XIV 
sont plus commodes. : 


(> Elles sont toutes, de mème que les formules de l'Annexe (pp. 834-844), établies à 
partir des formules I-X conformément aux règles exposées aux $$ 300-302. 
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g 299. Intégration immédiate 


En utilisant les propriétés 3 et 4 du $ 297, on peut, en certains cas, 
effectuer l'intégration directement à partir du tableau du $ 298. 


EXEMPLE Î. 
: 
= ru s 
(GVx— 41) 45 = 9745 fra 52 47 +C= 2x Yx— 2x + C. 
2 


Lors de la première transformation on a utilisé les propriétés du 
& 297, lors de la seconde la formule I du tableau. On introduit la cons- 
tante C dès que le signe somme disparaît. 

EXEMPLE 2. 


(ce sta 1 — 3 c0s 9 4 = 2Üsin # de — 3Ücos tdi = — 2 cos { — 3sint + C 


(on a utilisé les formules IV et V). 


EXEMPLE 3. 
(4 sin © do + 48 _ 4 — cot + C 
sin'@ * AE sin de + 


(on a utilisé les formules IV et VI). 
EXEMPLE d. 


(+ + lj'adx = (2 + 43° + 6x! + 41? + x?) dx = 5 zx" + £ za + 


3 2 1 
STE — st 
Frost strate 


& 300. Procédé de substitution (intégration 
par changement de variable) 


On peut remplacer x dans l'expression sous le signe somme f(x) dx 
par une variable auxiliaire z, liée à x par une certaine relation ‘‘. 
Supposons que l'on obtient par transformation f,(z) dz *®; alors 


f(x) dx = fie) dr. Si l'intégrale f.{:) dz est une intégrale usuelle ou 


peut être ramenée à une intégrale du tableau plus facilement que l'inté- 
grale initiale, la transformation a atteint son but. 


(2 On suppose que la fonction x = &{r) exprimant cette relation possède une dérivée 


continue. 
Ce) Nous avons /,(s) ds = fo (s)] ©'(s) ds. 
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Il n'existe pas de règle générale permettant de faire adéquatement 
la substitution (cf. $ 309): des règles pour les cas particuliers impor- 
tants sont données plus bas en fonction des exemples rapportés. 


EXEMPLE Î. (2 — 1 dx. 
Cette intégrale ne figure pas dans le tableau, mais on peut calcu- 
ler d'après la formule I l'intégrale (Fra semblable à celle que nous 


désirons calculer. C’est pourquoi essayons d'introduire la variable auxi- 
liaire z liée à x par la relation 
2x —1= 35. (1) 
Dérivant (1) nous obtenons: 
2dx = di. (2) 
L'expression sous le signe somme V2x—1dx se transforme en 


vertu de (1) ct (2) en Ÿz 4 et nous obtenons: 
2 


Z 3 
—— - ds 1 1.2 3 
NÉRCPNCERERERTSE SE + C. (3) 
2 
Revenant à la variable initiale x, nous trouvons: 
3 


(Var = + (2x1)? LC 
Vériflant par Si nous obtenons: 
| 


a[- Ux—1? + c| _ _. Sr 1? d(2x — 1) = V2: —1 dx. 
2x — 1 est de nouveau utilisée en tant que fonction auxiliaire (cf. $ 237). 


REMARQUE Î. Dans les cas simples, il est inutile d'introduire une 
nouvelle notation. Ainsi, dans l'exemple 1, où l’on a introduit la fonc- 
tion auxiliaire 2x — 1, trouvons mentalement sa différentielle d(2x— 1)=— 
= 2dx. Introduisons dans l'expression sous le signe somme le facteur 2 


devant dx: pour compenser écrivons — devant l'intégrale. Nous obtenons: 
2 


1 — 
2) Va — 1 2dx = 3e — 17 den = 
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RÈGLE 1. Si la fonclion à intégrer (comme dans l'exemple 1) est 
de la forme f(ax + b), la substitution ax + b = z peut s'avérer ulile. 


EXEMPLE 2. ne. 


(8 — 3x)? 
Introduisons la fonction auxiliaire 8 — 3x — z: nous en tirons dx — 


= — LÉ ct alors 
3 


dx ds | 1 
Mr “+ 38-33 * © 
dx 
6x — 7 
Nous prenons 6x — 7 en qualité de fonction auxiliaire. Sans intro- 


duire pour celle une nouvelle notation (cf. remarque 1), nous trouvons 
(à l'aide de Il): 


EXEMPLE 3. ( 


3 6ds. = 1? nés 7) se 


= - 63—7 6) 6:—7 


Exence 4. (tax (fonction auxiliaire 35). 
(errar = ess = +as + C. 


EXEMPLE S. 
x +1 _+x+i1 xz+1)  ,. +1 
(cos 3 dx = 3 (cos 3 | 3 ] = 3sin 3 + C. 


RÈGLE 2. Supposons que l'expression sous le signe somme est 
lc produit de deux facteurs et que l’un d'eux est la différentielle d'une 
certaine fonction (x). Il peut s'avérer qu'avec le changement de varia- 
ble o(x) = z le second facteur sc ramène à une fonction de z que nous 
savons intégrer. La substitution sera alors utile. 


EXEMPLE 6. es 
1 + x1 
Décomposons l'expression sous le signe somme en deux facteurs 


ct 2x dx. Le facteur 2x dx est la différentielle de la fonction 


1+ x 
1+ 42 figurant au dénominateur de l'autre facteur. Après le change- 


ment de variable 1 + x? = z le facteur : prend la forme : : 
+ 4 Vs 


Nous savons intégrer cette fonction. Le calcul peut être conduit ainsi: 


2rdx  (d1+32" 
l+ 1+:! 


= lu(l +32!) +0. 
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REMARQUE 2. La ressemblance de cette intégrale avec l'inté. 


grale du tableau ge 
1 


est trompeuse. La présence au numéra- 
LE à 

teur du facteur 2x modifie considérablement la forme de la fonction 

primitive. 


EXEMPLE 7. (sin x cos? x dx. 


Décomposons l'expression sous le signe somme en facteurs cos} 
ct sin # dx = — d'cos x. Le changement de variable cos x = z trans- 
forme cos$x en la fonction 23 que nous savons intégrer. Le calcul est 
conduit de façon suivante: 
cost x 

4 


(sin x cos sax = — (cost x d cos x = — 


EXEMPLE 8. - ho 


l'a? — xi 
La ressemblance avec l'intégrale VIIIa du tableau est trompeuse, 
Introduisons la fonction auxiliaire à@?— x? — z. Nous avons 


— 2x dx = dz, c'est-à-dire x dx = — — L'intégrale s'écrit alors 
dr = 
ns ne Ve C 
j 2Ÿs 7 


Le calcul est conduit de façon suivante: 


x dx — 2x dx 1 Cd{at — st) —— 
ES - Nes - DES 
EXEMPLE 9. = 

J'ai — x1 


La fonction auxiliaire est x?. Nous avons: 


Sx dx s 2x dx s d(x!) 5 x 
er fr rares a mte 


In? x dx 


x 

Il n'est pas toujours facile de décider si un changement de variable 
est adéquat ou non. On peut s'en convaincre en étudiant les exem- 
ples 11 et 12. 


EXEMPLE 10. — (int x à In x = = In x + C. 
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ExEMPLE 11. \(x2 + 1) 23 dx. 

La substitution x? + 1 = z est ici utile. Décomposons l'expression 
sous le signe somme en facteurs x dx — ss dzct (x? + 1)* 22 — 24(2— 1). 
Nous obtenons: . 

(cet + 1) 48 de = sé = 7 dt— 7)" = 
= Ut + 0 — LU + + C 
(cf. exemple 4 $ 299, où cette même intégrale avait été trouvée sans 
substitution). 

EXEMPLE 12. (ts + 1)txt dx. 

Ici la substitution x? + 1 = z n'est pas utile: elle conduit à l'in- 
tégrale nu V3 — 1 dz, qui est plus difficile à calculer que l'intégrale 
initiale. 7 plus simple est de calculer l'intégrale directement comme 
dans l'exemple 4 $ 299. Nous obtenons: = x + Sr+ L# + 


4 Ï 
—H+—xiLcC. 
+i#+lst 


EXEMPLE 13. er perse = Inlarctg x|+ C (la fonction 
es est arc tg Lu PA er | 
XEMPLE 14, := — arc sin y a fonction auxiliaire 
est y). nd 
EXEMPLE 15. = mt Mic (la fonction auxiliaire 
est 1 — ut). . . 


dx = In(et® +e-7) + C (la fonction auxi- 


EXEMPLE 16. 
et + et 
liaire cst eT + e-7). 


EXEMPLE 17. Se us : 


— =- —— — + C (la fonction auxiliaire 
cost x 3 cos x 


est cos #) 


14-1158 
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sin? x dv : ; : 
EXEMPLE 18. Ge = Le tt x + C[la fonction auxiliaire est 
cos® x 4 
: ; - te x dx 
tg x; l'expression sous le signe somme est égale à _— | - 
Cos® # 


& 301. Intégration par parties 


Toute expression sous le signe somme peut d’une infinité de manières 
être représentée sous la forme &# du (w et v sont des fonctions de la varia- 
ble d'intégration). | 

On appelle intégration par parlies le procédé consistant à ramener 


l'intégrale (" dv à l'intégrale (- du à l’aide de la formule 


(u do = uo—(oau. (1) 


Ce procédé s'avère bon si \u du est plus facile à calculer que (r dy 


(cxemples 1-4) ou si l’une de ces intégrales s'exprime en fonction de 
l'autre (exemple 5). 


EXEMPLE 1. \eTx dx. 


Représentons l'expression sous le signe somme sous Îla forme 
x(c" dx) = x deT, Ici le rôle de w est joué par x, celui de v par la fonction 
c’. Appliquons la formulc (1): 


(x des = xl — (er ar 
L'intégrale \e7 dx figure dans le tableau. Le calcul cst conduit 


de la manière suivante: 
(ex ds = \ + der = see — («+ da xx —e +cC. 


REMARQUE 1. Si l’on représente l'expression sous le signe somme 
sous la forme c*d L x?|, c'est-à-dire si l’on pose # = e*?, u — ss x2, 
2 2 
nous obtenons en vertu de la formule (1): 


1 
CE (> :) = _ xtez — S x°etz dx. 
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L'intégrale (- x°e" dx n'est pas plus facile à calculer que l'inté- 
2 


grale initiale. 


On peut représenter l'expression «7x dx sous la forme w dv d'unc infinité de manières 
en prenant pour vune fonction arbitraire. Ainsi, si l'on prend v = xt, alors du — 


stdr et eïxdx = _ (42? dx), c'est-à-dire 1 — _ . Toutefois la formule (1) nous 


conduit de nouveau à une intégrale plus difficile que l'intégrale initiale. 


Avant d'intégrer par parties il faut calculer mentalement ce que 
peut donner tel ou tel choix de la fonction v. 


EXEMPLE 2. \x In x dx. 
11 est bon de représenter l'expression sous le signe somme sous la 


formc in ra #] La formule (1) [pour u—inx, uv = = #) 
2 


donnc: 
(in x [> x) = In (> ») — (- z‘din x = _ x*In (> CEE 
Fe l dx I | 
L'intégrale - à — — —\xdx est égale à — x2+0C, de sorteque 
x 2 4 


frinsdre Latine a+ c. 


EXEMPLE 3. (- sin + dx. 
Nous avons: 


(«sin xdx = (rit— cos 5 = — #08 x — ((— cos x) dx = — x cos x + sin x + C. 


EXEMPLE 4. (-° cos + dx. 
Nous avons: 


(+ cos x dr = (4 sin x = x! sin x — 2(: sin x dx. 


Nous appliquons de nouveau à l'intégrale ainsi obtenue l'inté- 
gration par parties (cf. exemple 3). Nous obtenons en définitive: 


(at cos x de = at sin 5 + 2x 608 5 — 2 sin x + C. 
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EXEMPLE 5. À et cos x dx. 


Représentons l'expression sous le signe somme sous la forme 
e*d sin x: 


(er cos x de = es ain x — (sin se ds + C;. (2) 


L'intégrale obtenue n'est pas plus simple que l'intégrale initiale, 
mais on peut l’exprimer à l'aide de celle-ci. Pour cela nous intégrons 
de nouveau par parties: 


— sin zes dx = (era cos x = et ens 3 — (ons rer dx + ca. (3) 
Portant (3) dans (2), nous obtenons l'équation 


Ver cos x dx m es sin x + 48 c08 x — (er cos s dx + Ci + Ge, (4) 
d'où nous trouvons l'inconnue (= cos x dx: 


Ves cos x dx = + erisin x + cos 2) + C, 


2 
REMARQUE 2. On peut représenter l'expression sous le signe somme 
sous la forme cos x def. Dans ce cas, lors de la seconde intégration par 


parties il faut représenter la nouvelle expression 6” sin + dx sous la 
forme sin + de® (et non sous la forme e*d cos x), sinon l'équation ser- 


où C 


vant à déterminer | + cos x dx devient une identité. 


& 302. Intégration de quelques expressions 
trigonométriques 


RèGLe 1. Pour calculer les intégrales de la forme 
(oostn+ ir dx, (sinrns te dx (1) 


{n est un entier positif) il est commode d'introduire la fonction auxi- 
liaire sin x dans le premier cas et cos x dans le secor.d. 
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EXEMPLE Î. 
(cos: zdx= (ou — sin* x) d'sin x = sin sin z+c. 


EXEMPLE 2. 
(sins xdzx = (sins xsins dx = (a — cos!s)! d cos x = 
= —\u-2 cos! x + cost x) d cos x = 
2 | 
= — COS x + -- cos ?5 — — cos! s+0c. 
Pour les puissances paires de sin x ou de cos x la règle 1 n'est pas 


utile (cf. règle 2). 
RÈGLE 2. Pour calculer les intégrales de la forme 


(costs x dx, (sints x dx (2) 
ii est commode d'utiliser les formules 
1 + cos 2s 
cos! 5 = NÉE ES , (3) 
1 — cos 2x . 
sin! x = DAT DE (4) 
st d'introduire la fonction auxiliaire cos 2x. 
EXEMPLE 3. 
1 — cos 2x 1 | 
C ER on een , 
(sin x dx \ 3 dx D z ssh t+c 
EXEMPLE 4. 
(cost x dx = (<=) dx = _ (ax + De 2x dx + Ve 2x dx. 


Nous calculons immédiatement les deux premières intégrales et 
jous appliquons à la troisième la formule (3) écrite sous la forme 


cost 27 = EN, 


fous obtenons: 


1 1 1 1 1 
4 = — — es = — — 
(cos z dx gets + qu + cos 4x) ér statist 


1 1 


reste à mettre en facteur les termes semblables. 
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RÈGLE 3. Pour calculer les intégrales de la forme 


(cos x sinf x dx, (S) 


où l'un au moins des nombres m, n est impair, il est commode d'’intro- 
duire la fonction auxiliaire cos x (si »#1 est impair) ou sin x (si n est im- 
pair) et de procéder comme dans les exemples 1 et 2. 


EXEMPLE S. (cos: xsinfr dx. 


Nous avons ici la fonction sinus à une puissance impaire. Mettons 
l'expression sous le signe somme sous la forme 


cos'r sint xd{— cos x) = — cast a(1 — ces! x)! d cos x. 
Nous obtenons: 


(cost ssint rdv =: — (cost xdcnsx +12 (sos x d cos x — {cost xdcos rx = 
2 1 
7 cos x à np NE CSL C. 


Quand les deux nombres »1, n sont pairs, la règle 3 n'est plus 
applicable (cf. règle 4). 
RÈGLE 4. Pour calculer les intégrales de la forme (5), où m1 ct n 
sont des nombres pairs, il est commode d'utiliser les formules 
1 + cos 2r 


RE (3) 


: 1 — cos 2r 
sin? x = Tan % (4) 


sin 2x 
Sin x cos x = ——. (G) 


EXEMPLE 6. \ cost x sin? x dx. 
Représentons l'expression sous le signe somme sous la forme 
(cos x sin x)! cos! r dx 
et appliquons (6) et (3); nous obtenons alors: 


(cos: x sin! x dx = + (sin: 2x(1 + cos 2x) dr — 


= + (sin. 2x dx + _ (sin: 2x cos 2x dx. 


UVUUVIOr vnvpt uv ss 


Transformons le premier terme conformément à la formule (4), 
en l'écrivant sous la forme 
sin 2x — 1 — cos #x | 
2 
Calculons le second terme à l'aide de la fonction auxiliaire sin 2x. Nous 
obtenons: 


4 in! = — LE — —5$ — sin? 
cost x sin! x dx n x sin 4x + TS sin? 2x + C: 


RÈGLE 5. Pour calculer les intégrales de la forme 


(sin mx cos nx dx, (7) 
(sin mx sin nx dx, (8) 
(cos mx COs nx dx, (9) 


il est commode d'utiliser les transformations 


sin mx Cos nx = _ [sin (m—n) x + sin (m + n) x}, (7') 
sin mr sin nx = . [cos (en — n) x — cos (nm + #) x], (8) 
COS MIX COS NT «x 5 [cos (on — nn) x + cos (mn ++ ns) x]. (9”) 


EXEMPLE 7. 
(sin Sx cos 3r dx = 7er (5 — 3) x + sin (5 + 3) x] dr — 
:: cos 2x ! cos 8x + C 
4 16 | 
RÈGLE 6. Pour calculer les intégrales de la forme 
(ter x dx, (soten x dx, 


(x cst un cnticr supéricur à un) il est commode d'isoler le facteur tg? x 
{ou cotg? x). 


EXEMPLE 8. \tg5 r dr. 


1 


Cos® # 


— 1] nous obtenons: 


Tsolant le facteur tg* x — sec? x — 1 — 


dx 
te xdx = 3 — \tg? r dx. 
(re x dx (te Fa (te x dx 


Te 4 AU4RASALAULRLA YU OUI ASANLL UV ANAST 


La première intégrale est égale à " tg* x. La seconde est calculée par 
le même procédé: 
(tee x dx (rex — 


Nous obtenons en définitive: 


— (res rue x + in | cos x|. 


(ee pére testés —in]cos x | + C. 


S 303. Intégration par un changement 
de variable trigonométrique 


Pour les expressions sous le signe somme contenant les radicaux 


Var, Yapar, Vst— a 


(ainsi que les carrés de ces radicaux a? — +3, x? H at), il est souvent 
commode d'utiliser. un changement de variable trigonométrique: 


z = asin/é, pour le cas Yat — «!, 
z=matgit, » » Vs +ar, 
x = asecl , » Vas — at. 


EXEMPLE ll. Va? — x° dx. 


Posant x = «a sin f, nous obtenons ‘*: 
Var st m acos!, dx = a cos ! di. (1) 
Par conséquent, 
(VAT de où (cost à de = À (8 + sin 29 + C (2) 


{cf. (3) $ 302]. Revenant à la variable x, nous trouvons: 


Va : 


pm arcsin À, sin 2 = sin { cos = PC 
Nous avons en définitive: 
sn : ETS 
| Var— 2 dr = + arc sin . + _. Ya — 1 + C. 


r r 
€) Le signe du radical est choisi dans l'hypothèse que — — ÇKIS 3: 
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EXEMPLE 2. re 
posant # = atgf, nous obtenons: 
à à : a! 4 dt 
xs +a a(tg'# +1) ur dx oc: 
Par conséquent, 
dx 1 1 1 
Ve = eos ea (+ à sia 29 re 
Revenant à la variable x, nous trouvons: 
x 1 as 
lmaucts—, 7 Slo 2 = sin {cos 4 “is: 


Nous avons en définitive: 


dx 1 = ax 
sn = zp(uur+ ) LE 


dx 
zVx- 0 
Posant + — a sec f, nous obtenons ‘*?: 
Va a = a tg!t, dx m atgisect di. 
Par conséquent, 


EXEMPLE 3. 


1 


d 
sn = lg ce arcsec 2 4 Cm À arc cos © + C. 
x Vs — a 


$ 304. Fonctions rationnelles 


425 


On appelle fonction ou fraction rationnelle le rapport de deux polynô- 


mes entiers fonctions d'une même variable 


B,2m + biam-t +, + bmx + dm 
Go + sn +. + An13 + 0n | 


(1) 


Si la puissance du numérateur est inférieure à celle du dénomi- 
sateur, la fraction (1) est dite régulière, dans le cas contraire on l’ap- 


pelle irrégulière. 


(°) Le sigae du radical est choisi dans l'hypothèse que — _ | QUE _. . 
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2x? — 1 3x2 rx 
LxXEMPLES. Les fonctions = MR sont des fractions 
4x3—5 x2+4 


rationnelles. La première fraction est régulière, la seconde irrégulière. 
2Vx 


est irrationnellc. 


La fonction 


S 304a. Partie entière 
d'une fraction rationnelle 


On peut dégager la partie entière d'une fraction irrégulière par division 
avec reste, autrement dit on peut représenter une fraction irrégulière 
sous la forme de la somme d'un polynôme entier et d'une fraction ration. 
nelle régulière. 11 peut s'avérer que la division se fait exactement ; dans 
ce cas la fraction irrégulière est un polynôme entier. 

EXEMPLE Î. Après avoir dégagé la partic entière de la fraction 


. 15 . x 
A | : 4 5 4 
ITÉGUIIère ———— 3, celle-ci devient —+?—————|— x est le 
15x12 — 3 15 15 x° — 3 (15 
quotient, — 15! x le reste dela division du numérateur par le 
dénominateur). 
‘ 5 ___,6 ; 1 
EXEMPLE 2. a = À + $ | 
1— x 1— x 


On obtient ce résultat en divisant — +6 + x5 + 1 par — x +1 
ou, plus brièvement, de la manière suivante: 


Dtat—at 1 an 1 Lu 
1 —s 1— x 1— x 1— x . 
LES : : ; 4x3 — À: 
EXEMPLE 3. Dégageant la partie entière de la fraction -———, 
| x — 1 


nous obtenons 4? (la division se fait exactement). 


8 305. Procédés d'intégration E 
des fractions “rationnelles 


Pour intégrer une fraction rationnelle irrégulière on dégage d'abord 
sa parlie entière ($ 304a). | 
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EXEMPLE ÎÀ. 

(EE à = ( (++ dé E-imlis + C0) 
(cf. $ 304a, exemple 2). 

Comme la partie entière peut être intégrée immédiatement, l’inté- 
gration de toute fraction rationnelle se ramène à l'intégration d’une 
fraction régulière. Toutefois, la méthode générale correspondante ($ 307) 
est souvent liée à des calculs laborieux. C'est pourquoi on utilisera, si 
cela est possible, les particularités concrètes de l'expression sous le 
signe somme. 

Ainsi, st le numéraleur de l'expression sous le signe somme est égal 
à la différenticlle du dénominateur (ou en diffère par un facteur cons- 
tant), 1! faut considérer le dénominateur comme ne fonction auxiliaire. 

EXEMPLE 2. 

(ee + 6z° + 7x + 3) dx 1 \ d(xt + 439 + 7x + Gx+ 2) 


+4 +7 +612 2 xt + 439 + 7xt + 6x + 2 ” 


= in (at + 4x + 7at + 6x + 2) + C, 


On applique le procédé analogue si au numérateur figure la diffé- 
rentielle d'un polynôme et au dénominalcur une puissance de ce même 
polynôme. 

EXEMPLE 3. 

Ce æ ess - 1 


ICE SNS E 


+ C. 


(x + x)! x +5 


Si le numéraleur et le dénominateur ont un facieur commun, il est 
stile de simplifier. 
L np 
EXEMPLE d. rar, 
48 + a? + x +1 
Cette fraction est divisible par x + 1. Nous obtenons: 
(— dx 


PORT = int +1)—2arctg x + C. 


REMARQUE ÎI. Il est parfois inutile de simplifier la fraction. Ainsi, 
dans l'exemple 2 on aurait pu représenter la fraction sous la forme 


(x + 1) (23? + 4x + 3) 
(x +1} (x! + 2x + 2) 


@) On aurait pu appliquer la substitution 1 — x= s sans dégager préalablement 
la partie entière, mais les calculs auraient été plus longs. 
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et simplifier par x + 1. Or l'intégrale 


(2zt + 4x + 3) ds 
(x + 1) (x° + 2x + 2) 


est plus difficile à calculer que l'intégrale initiale, de plus la décompo. 
sition en facteurs est aussi liée à certaines difficultés. 

REMARQUE 2. La méthode générale d'intégration des fractions 
rationnelles consiste à décomposer la fraction donnée en éléments si». 
ples. On explique au $ 306 quels sont ces éléments simples et comment 
on les intègre. Au $ 307 on expose le procédé de décomposition d'une 
fraction en éléments simples. 


& 306. Intégration des éléments simples 


On appelle éléments simples les fractions que l'on peut ramener aux 
deux types suivants (dits éléments simples de première et de deuxième 


espèce) : 


A 
I. Œ = a" (n est un nombre naturel), 
IT. PP (n est un nombre naturel), 


(at + px + q)° 
où x? + px + q ne peut étre décomposé en facteurs réels du premier degré 
2 
[autrement dit g — [É) > ] : si par contre 2?+ px+ g se décom. 


3 
pose en facteurs réels du premier degré | c'est-à-dire si g — [É) & | : 


alors la fraction II n'esf pas un élément simple. 
5 Æ 

PR 

0,2 7x —1 5(x +4) 

0 D TT 

+1 x+2 x1+4 3 

__— a ne sont pas des éléments simples, car les expres- 

31 (x?— ÿ3)° 

sions 4?— 1, x2-— V3 peuvent être décomposées en facteurs réels du 

premier degré. 


sont des éléments simples de première espèce, 


des éléments simples de deuxième espèce: 
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La fraction : à est simple, car on peut la mettre sous la forme 
ÆX — 
3 
__— ° La fraction BR cst simple car elle est du type II. 
9 x + x +1) 
ne 


A) Les éléments simples de première espèce s'intègrent d'après les 
formules 


enr A dx 1 A +Cin> 1), (1) 


z—a)" DT nl] (x—a)n-t 
AT = 4 ints— ei + c. (2) 
B) Les éléments simples de deuxième espèce s'intègrent, dans le cas 
n = 1, par la substitution 
x + £ = 1, 
ramenant le dénominateur 


meme (reflee (8 


2 
à la forme 22 + où k? = [£) | 


EXEMPLE |. * 


En reen dxfp=—89=23:0—(5)"- ] ‘ 


La substitution 
&—4=m3 
permet de ramener l'intégrale à la forme 
85 + 7 
es + 7 5 - 
£ 
= Sin +9) + Tarte + C. 


Revenant à l'argument x, nous obtenons: 


3x —5 3 à 7 z—4 
Éenteer dim ln(s— 8x +25) + acts — + C. 
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La formule (il est inutile de la retenir) est de la forme 
Mx+\N 2N — M 2: +p 
RE re QE ———— 
a +px+g Y49 —p" Via — ps 


C) Les éléments simples de deuxième espèce s'intègrent, dans le 
cas n > 1, par la même substitution 


p 


+ C. 


dr = ln (st + pr +0 + 


x + 3 2: 
Elle ramène l'intégrale rec dx à la forme 
(+ px+ 9)" 
Ms+L 
asp # G) 
2N — À. 7 
mL Mg |2 . 
2 2 
. M: dz À : 5 à Le 
Le premier terme Vars peut être intégré immédiatement 
(22 + k2)7 
à l'aide de la fonction auxiliaire 22 + kî 
Ms ds AM 1 
ee 2 one (4) 
Le second terme L las est calculé par un changement 
(22 + k2)1 


de variable trigonométrique ($ 303, exemple 2) ou à l'aide de la formuls 
de récurrence ce) 


dr 1 3 ; ds 
fer amer tee] 6 
(on peut la vérifier par dérivation). Elle ramène l'intégrale | - 


à une intégrale du même type, dont l'indice # du dénominateur est 
diminué d'une unité. Répétant ce processus nous parvenons en défi- 
nitive à l'intégrale 


ds 1 z 
Er = Tnt + C. 


(°2 On appelle ainsi toute formule exprimant une grandeur dépendant du nombre 


n | dans notre cas TE | à l’aide de cette même grandeur, mais pour une valeur 


absolue moindre du n. 
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EXEMPLE 2. re : 
(x2— 2x + 3)3 
La substitution +4 — 1 = z ramène cette. Htébralé à la forme 


3: +1 z ds ds 
CEE ET ETES (6) 
Lc premier terme cest égal à 
ds +2) 3. 
2 At + A4(#m +2}. (7) 


Nous omettons la cons ‘ante C en l'associant au second terme que 
nous calculons d’après la formule (5) (en y posant #2? = 2, n = 3): 


ds 1 z 
fes - seat ere (8) 
Appliquons de nouveau la formule à en posant k? = 2, n — 2: 


ds _ 1 ss 
es 4An+2 4 F+7 
| z- 1 
— —— +: 
4n+2  4ÿ2 
Nous trouvons des formules (6)- (: 


arc tg DA +.C. (9) 


(ELLE 4 : 
JU +2) 
RC Res A HR | de 
442}  8(+2 32:42  32ÿ:2 V2 
3 —— 
EE mL np — arc tg -2— + C. 
32(3° + 2)' 322 V2 


Revenant à la variable x, nous obtenons: 
(33 — 2) dx 3x3 — 9x1 + 19r — 37 


3 
= + — arc . a + C. 
(x — 2x + 3) 32(2° — 2x + 3) 32 V2 2 


€ 


8 307. Intégration des fonctions rationnelles 
(méthode générale) 


La méthode générale d'intégration des fonctions rationnelles prévoit 
les étapes suivantes: 

1. On dégagé la partie entière de la fonction; elle cest intégrée 
inimédiatement ($ 305, exemple.1). ut | 

2. On décompose le dénominateur de la fraction régulièré restante 
en. facteurs réels du type :4 — a et du typo x? + px + gq, et cela de 
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sorte que les facteurs du second type ne soient pas décomposables en 
facteurs réels du premier degré «os. 

La décomposition est de la forme: 

G5 Hart +. + an m as —a)(x—0)... (x + px + g)(s+rs +5). (1) 

Une telle décomposition existe toujours «es, elle est unique. 

3. Nous essayons de diviser le numérateur de la fraction régulière 
par chaque facteur de l'expression (1). Si la division peut être effectuée 
sans reste, nous simplifions la fraction par le facteur correspondant 
($ 305, exemple 4). 

4. Nous décomposons la fraction obtenue en éléments simples ct 
intégrons séparément chaque élément ($ 306). 

REMARQUE Î. Toute fraction régulière est décomposable de façon 
unique en éléments simples. Le procédé de décomposition est expliqué 
plus bas. Pour mieux le comprendre on a considéré 4 cas épuisant tou- 
tes les possibilités. 

Cas 1. La décomposition du dénominateur ne comprend que des 
facteurs du premier degré (tous distincts). 

La fraction régulière se décompose alors en éléments simples d'a- 
près la formule 

F(x) - A + B 
ax —a){(s —b)... (x —1) z—4 
où les constantes À, B, …, L sont trouvées (d’après la méthode des 
cocfficients indéterminés) de la manière suivante: 

a) nous chassons les dénominateurs dans l'égalité (2); 

b) nous égalons les coefficients des puissances identiques de x 
dans le premier et le second membre (il peut arriver que dans le premier 
membre le terme correspondant fasse défaut; on sous-entend alors 
qu'il est représenté avec le coefficient 0). Nous obtenons pour les incon- 
nucs À, B, .…, L un système d'équations du premier degré; 

c) nous résolvons le système (il possède toujours une solution 
unique). 


EXEMPLE 1. Calculer 


Re — (2) 


x —b x— 1? 


73 —5 


—— dx 
A+ x32— 6x 

SOLUTION. La fraction donnée est régulière. Décomposons le 
dénominateur en facteurs: 


x + st — 6x = x(x — 2) (x + 3). (3) 


Ge 


€°2 Si l'on obtient le facteur x° + px + g décomposable en facteurs réels z—m et 
#s —n, on le remplace par ces deux facteurs. 

(°°2 Dans les cas les plus simples, elle est effectuée en groupant les termes et par 
d'autres artifices connus de l'algèbre. En ce qui concerne le cas général cf. $ 308. 
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Le numérateur n'est divisible par aucun de ces facteurs, de sorte que 
ja fraction est irréductible. Tous ces facteurs sont du premier degré 


et distincts. 
Conformément à la formule (2) on a 
7x —5 A D C 
FPE RUE ETES TEE (4) 


Pour rechercher les constantes 4, B, C nous chassons les dénomi- 

nateurs. Nous obtenons: 

7x —5 = A(x—2)(x + 3) + Dix + 3)x + C(s—2) x, (5) 
ou 

7%—5=(4+B4+0C)zx+(4 + 3B—2C) x —64. (6) 
Egalons les coefficients des puissances identiques de x (dans le premier 
membre nous sous-entendons le terme 0:42). Nous obtenons le système 
d'équations 


A+3B—2Cm 7, (7) 
— 64 = —5, 
En le résolvant nous trouvons 
5 9 26 
Fees Pin PE () 


et nous obtenons de (4) la décomposition suivante de la fraction donnéc 
en éléments simples: 


7z —5 _ 5 Le 1 26 1 
a(x—2)(s + 3) 6 x 10x:—2 15x+3 


En intégrant terme à terme nous trouvons l'intégrale cherchée 


1x —5 5 9 26 
Pre di=-llx|l+sihls-2|—-<lls+31+ C. 


REMARQUE 2. Les constantes 4, B, C peuvent également être 
trouvées de la manière suivante: nous prenons trois valeurs arbitraires 
de x et nous les portons dans (5). Nous obtenons un système de trois 
équations, d'où nous retrouvons les mêmes valeurs (8). 

Cette remarque se rapporte également aux cas 2, 3 et 4. Mais dans 
k cas 1 ce procédé peut être simplifié si l'on prend les valeurs de x qui 
annulent les dénominateurs des éléments simples; dans l'exemple con- 
sidéré ce sont les valeurs x = 0, x = 2, x = — 3. Nous obtenons alors 
le système — 5 = — 64, 9 — 10B, — 26 = 15C, d'où nous obtenons 
immédiatement les valeurs de 4, Z, C. 

Cas 2. La décomposition du dénominateur ne comporte que des 
facteurs du premier degré, pas tous distincts. 
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Supposons que le facteur x — a se répète k fois. Il faut alors dans 
la décomposition (2) remplacer les À termes identiques correspondants 
par les éléments simples de la forme 

AE À ki E ; 
G—aj (x — a)i-1 Li + (9) 

On procède de même pour les autres facteurs qui sc répètent. Les 
éléments simples qui correspondent aux facteurs distincts restènt les 
mêmes. Les constantes figurant dans la décomposition sont détermi- 
nécs comme dans le cas 1. 

3+1)d 

EXEMPLE 2. Calculer Ur . 

| M — 3x3 EL 3x2 — x 
SoLuTionx. La décomposition du dénominateur cst de la forme 
20— 3x3 + 3x — x = x(x — 1), | 
Tous les facteurs sont du premier degré. Le facteur x ne se répète 


pas, le facteur x — 1 se répète trois fois. Au facteur qui ne sc répète 
pas correspond, comme dans l'exemple 1, l'élément simple de la forme 
_ » au facteur (x — 1) qui se répèle trois éléments simples de la form 
x , 
B C D 
(x — 1} F (x — 1} ñ z—1" 
La lécompsaition de la fraction considérée est de la forme 
| x +1 4 B C D 
ar 1} + + (x — 1} Li (x — 1) # x—1° 

En chassant le dénominateur, nous obtenons: 

, +1 = A(s—1) + Dax + Cs(x—1)+ Dxfr—1} (10) 
ou | | 
x +1=(14+D)x+(—34 +C—2D)at + (314 + B—C+D)x—A4. (11) 


En égalant les FARGIENTS des puissances identiques de *, nous obtc- 
nons: 
A+ D=1, 
‘—34 + C—2D = 0, 
he + D C+ D=0, 
L «— A=l., 
En résolvant ce système nous trouvons: 
A=—1, D=2 C=1, D=2. 


(12) 


À 


Nous obtenons la décomposition de la fraction donnée 
x? +1 2 1 - 


. 
x{x — 1} D ne ep tac ° 
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Intégrant terme à terme nous trouvons: 

\ (x? +1) dx 
x4— 3x + 331 — x 
LS VS 

(x — 1)? z—1 
(x — 1)! 


= —nix|— 


x 
Ty + In [1 + C. 

AUTRE VARIANTE. Si l'on pose dans (10) d'abord x = 0, puis x = 1 
(cf. remarque 2), nous obtenons immédiatement À = —1, B = 2. 
Portant dans (10) deux autres valeurs, par exemple, x = 2 et x = — 1 
et tenant compte des valeurs trouvées de À et B nous obtenons le sys- 
tème 2C +2D —=6, 2C—4D = —6, d'où nous trouvons C = 1, 
D = 2. 


Ce procédé est particulièrement commode quand la décomposi- 
tion du dénominateur comporte de nombreux facteurs distincts, la 
multiplicité des facteurs non distincts étant peu élevée. 

Cas 3. La décomposition du dénominateur comporte des facteurs 
du second degré tous distincts et non décomposables en facteurs récls 
du premier degré. 


Dans la décomposition de la fraction à chaque facteur #? + px + q 


À $ 
correspond un élément simple PARLE (type 11). Aux facteurs 


2 + px + 
du premier degré (s'ils existent) correspondent comme auparavant 
des éléments simples du type I. 


2 LS 
EXEMPLE 3. Calculer Ener rer 
44 + 4x3 + 4x2 9 
SOLUTION. Décomposons le dénominateur en facteurs: 


20 + #4at + 4x —9 = (at + 24) — 31 em (xt + 2x + 3) (x + 2x — 3). 


Nous obtenons deux facteurs de la forme x? + px + q dont seu le 
premier ne se décompose pas en facteurs réels du premier degré 


. ; [e—- (5) -3-1-2>0]. 
[e— (5) --3-1--4<0] 


se décompose en facteurs du premier degré: 
+27 —3= (x —1)(x + 3). 
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C'est pourquoi la décomposition de la fraction en éléments simples est 
de la forme ‘*: 


mers trs tes 
En chassant le dénominateur nous obtenons: 
721 + 267 — 9 = (xt + 2x + 3) [4x + 3) + Bx — 1)) + 
+ (Cx + D)(x —1) (x + 3). (14) 
Egalons les coefficients des puissances identiques de x: 
A+B+C= 0, 
SA+B+2C+D= 17, 
9A + B— 3C + 2D = 26, (15) 
94 — 3B — 3D = — 9. 
Résolvant le système (15) nous trouvons 
A=1, B=1, C—=—2, D=s5, 
de sorte que 
7x1 + 265 —9 1 1 —25 +5 


mFAtiu-DG+) r—itsrst x +27 +3 


En intégrant (cf. $ 306, cas B), nous trouvons: 


(7x + 26x — 9) dx ù 
pan oay mis-1l+inls+3] 


+ 1 
—In (xt + 2x — = 
'E NE 
1 es 
| + puce + C. 
+ 25 + 3 Y2 4 


(> On pourrait rechercher une décomposition de la forme 
A's + B° Cx+D 


PORTE APCE TEE LL 
dans l'exemple considéré le calcul s'en trouverait simplifié: nous obtcnons 4° == 2, 
B' = 2 et nous trouvons: 


(2x + 2) de : 
HET =infx'" +2:—3]+0C. 
, =: A'x + B’ 
Dans le cas général on aurait dû de toute facon décomposer la fraction PCR TRE | 


B 
x+3° 


en éléments simples - 2 i + 
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AUTRE VARIANTE. Pour déterininer 4 et B posous dans (14) d'abord 


= 1, puis #* =—3 (cf. remarque 2). Nous obtenons des équations 
simples 24 = 244, — 24 — — 24B, ce qui donne: 

A =È1, Dz=1l. 
Posant dans (14) x = 0, nous obtenons — 9 = 94 — 3B — 3D, d'où 
p = 5. Posant x — — 1, nous trouvons C = — 2. 


Cas 4, La décomposition du dénominateur comporte des fac- 


teurs du second degré (non décomposables en facteurs récls du premier 
degré), pas tous distincts. 


Dans la décomposition de la fraction à chaque facteur x? + px + q 


se répétant À fois correspond alors une somme d'éléments simples de 
ja forme 


Mez + Ne Mraz + Nr Mzxz+N, 
CENTENTNTE STE SECTE (16) 
EXEMPLE 4. Calculer Free . 
x +23 + x 
SoLutTION. Décomposons le dénominateur en facteurs: 


M +20 + x = x(xt + 238 H 1) = x(x8 + 1)?, 


Le facteur x? + 1 ne se décompose pas en facteurs réels du premier 


degré; il se répète deux fois. C'est pourquoi la décomposition de la 
fraction est de la forme: 


35+5:,4, Bzx + C Dz + E 
(x +1} s (st +1)! “+1 
Chassons le dénominateur: 
33 +5 = A(xt +1} + (Bx + C) s + (Ds + E) x(st + 1). 
Egalons les coefficients des puissances identiques de x: 
A+tD=0, Em0, 24+B4+Dm0, C+E=3 A+E=Ss. 
Résolvant ce système nous obtenons: 
Am, B=—$,, C=3 Dæ—$, Em0, 
de sorte que 
(3x + 5) dx . + (— Sx + 3) ds =. s dx 
xt + 2x +3 x (x! + 1}! = (++ 1° 
Calculant la seconde intégrale du second membre comme il est 
expliqué au $ 306 (cas C), nous trouvons: 


\ (3x + 5) ds 
a +2:+ 3x 


5 + 3z 
2{(s° +1) {x +1) id 
+harctgs] int +1+c=5i EL + Lie pe arctg s +cC. 
3 2 Ysi+1 24s#+1) 2 


= Sints] + | 
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REMARQUE 3. L'intégrale de touto fraction rationnelle s'exprime théoriquenient 
(cf. exemples 1 à 4) par les logarithmes des fonctions rationnelles, par des fonctions tri. 
gonométriques inverses et par la « partie algébrique» (c'est-à-dire par une fonction ration. 
nelle). Toutefois les facteurs des formes x — a, x° + px + g (en lesquels se décompose Je 
dénominateur de toute fonction rationnelle) ne peuvent généralement être trouvés qu'appro- 
ximativement (cf. $ 308). 

On peut toujours par ailleurs, par la méthode d'Ostrogradski, exprimer exactement 
la partie algébrique, car pour la rechercher il n'est pas besoin de décomposer le dénominatcur. 


$ 308. Décomposition d’un polynôme 
en un produit de facteurs 


La décomposition du pclÿnôme 


au +211 +... + an (1) 
en produit de facteurs se ramène à la résolution de l'équation 
ax +axt-t +. + an = 0. (2) 


En effet, si l'on connaît une racine quelconque x, de l'équation (2), le polynôme (1) est 
divisible par x — x,, et nous obtenons la décomposition de la forme 


42 + at +... + ane 00 (x — 23) (ART + bar + + bn). (3) 


On peut toujours trouver par des procédés utilisés en algèbre supérieure (approxima. 
tivement, mais avec une précision arbitraire) l'une des racines de toute équation algébri. 
que numérique (%. Toutefois la racine x, peut aussi étre imaginaire. 

Après avoir obtenu la décomposition (3), nous pouvons trouver la racine x, de l'équa. 
tion a%—1 + bian—t +. + bn, = 0. Le nombre x; csten mème temps une racine de 
l'équation (2). Nous obtenons pour le polynôme (1) la décomposition: 


art + a xt + + an = G0(x — 23) (x — 43) (AR + Ga +. + ces), (4) 


etc. Nous obtenons en définitive la décomposition en n facteurs du premier degré (réels 
ou imaginaires) 


a, + ax +, + an = 40 (x — 3) (x — 75)... (x — x); (5) 


une telle décomposition est unique. Les nombres x,, x:, ..…., %n Sont les racines de l'équation 
(2). 11s sont également appelés séros du polynôme (1). Il n'est pas exclu que certaines 
racines soient égales. Toutefois, on estime, dans ce cas également, que l'équation (2) a n 
racines, ces racines étant comptées une, deux, trois fois, etc., suivant le nombre de fois que 
le facteur correspondant figure dans la décomposition (5). 

Si tous les coefficients du polynôme (1) sont réels, à chaque racine complexe à + fi 
correspond une autre racine complexe & — fi (racines complexes conjuguées). Si l’une des 
racines complexes conjuguées se répète, l’autre se répète un nombre égal de fois. 

Le produit de deux racines complexes conjuguées x —(œx + Bi) et z—(x—f3:) donne 
un polynôme réel de la forme 


s'+ps+q. 


C* Lors de la division du polynôme (1) par le binôme x — x;, où x; est la valeur 
approchée de la racine, le reste est un certain nombre g (égal à la valeur du polynôm: 
pour x = x;). Le reste g tend vers zéro lorsque x, > x:. 


Calcul intégral 439 


Ici 
pe —24, g=«+f; (5) = ft > 0. 


Cela signifie que fout polynôme (à coefficients réels) peut être décompose en facteurs 
réels du type x — xact x + px +g (les facteurs du second type ne peuvent ctre 
décomposés en facteurs réels du premier degré). 

REMARQUE. Bien que les nombres xe, p, q figurant dans les facteurs de la forme x—xe, 
13 + px + qg soient réels, ils sont généralement irrationnels. De plus, dans le cas où le poly- 
nome (1) est du cinquièine degré ou d'un degré supérieur, ces nombres ne peuvent être expri- 
més exactement même à l'aide de radicaux. C’est pourquoi il n’est pas toujours possible 
de décomposer evauctement une fraction rationnelle en éléments simples. 


& 309. Intégration 
des fonctions élémentaires 


L'intégrale d'une fonction rationnelle n'est généralement pas une fonc- 


tion rationnelle (par cxemple ss = In x + C). De même, l'intégrale 
x 


d'une fonction élémentaire (irrationnelle) n'es! généralement pas une 
fonction élémentaire. 


Ainsi, les intégrales 


, x dx, dx . dx , çgrdr 

(= == Le. 
ne s'expriment pas à l'aide de fonctions élémentaires ‘* bicn que les 
intégrales semblables 


x dx dx 
=" =" re Vue 

soient des fonctions élémentaires. | 

: On peut, en vertu des règles du calcul différentiel, trouver la déri- 
vée de toute fonction élémentairé (elle est aussi élémentaire). En cal-: 
cul intégral de telles règles pour la recherche de la primitive sont impos- 
sibles en principe. | 

Toutefois, pour certaines classes de fonctions élémentaires l’inté- 

grale est toujours une fonction élémentaire (bien qu’elle ait 1ine forme 
compliquée). Au $ 307 on a étudié l’une de ces classes (celle des fonctions 
rationnelles). Aux $$ 310 à 313 on considère d'autres classes importantes 
et on indique des règles générales pour le calcul de leurs intégrales. 
D'ailleurs, selon le cas, l'artifice peut être dicté par l'expérience. 


.(®3 Néanmoins l'intégrale indéfinie de toute fonction continue existe (et est une 
‘.fonction continue), : 
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& 310. Quelques intégrales 
dépendant des radicaux 


Ici et dans ce qui suit le symbole Æ(x, y) signific une fraction dont 
le numérateur et le dénominateur sont des polynômes en x, y. Une 
telle fraction est appelée fonclion rationnelle de deux variables x, ; 
(cf. $ 304). Si le dénominateur est une grandeur constante (un polynôme 
de degré 0), la fonction rationnelle est un polynôme enfier, 

On définit de même une fonction rationnelle de trois variables 
R(x, y, z), de quatre variables, etc. 

L'intégrale de la forme (* 

x x 
1= (ef ps), Pets}f, 8 …] dx (t) 
où « ct B sont des nombres rafionnels et p, q, r, s des constantes (numé. 
riques ou littérales), se ramène à l'intégrale d'une fonction rationnelle 
ct, par conséquent, peut être exprimée à l'aide de fonctions élémentaires. 
n ‘‘% px + q = 41, 
TX +Ss 

dénominateur commun des fractions «, B, … 

En particulier l'intégrale 


1= ( rtx, A2 …] dx (2) 


A cette fin on utilise la substitutio où n est le 


se calcule par le changement de variable x = #", 

REMARQUE. La méthode d'intégration selon laquelle l'intégrale 
donnée se ramène à une intégrale d’une fonction rationnelle est appelée 
ralionalisalion. 


EXEMPLE 1. (a 
V1+x—Vi+x 
Ici p=g=s=1l,;r—=0, «= —,; fB——. Le dénominateur 


commun est # — 6. La rationalisation de l'intégra!'e s'effectue par la 
substitution 
l1+zx=0t, dx = G!4 di. 


(02 Ici et dans ce . suit, : lettre Z est la notation abrégée de l'intégrale. 


(°°) On suppose que ? +- £ ; dans le cas où L = + la fraction Êe _ 


mène à une constante de sorte qu’ aucun changement de variable n'est nécessaire. 


se ra- 
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Nous obtenons: 


1 ENS 
le 
6 


2 — {3 


LS 4 # ! Î 
= — Gift — —— = — 
ls tatzt +Trtz 


où 4=Ÿ1+ x. 
1 1 
EXEMPLE 2. I1= \x _2(x3 +1) 2dx. 


C'est une intégrale de la forme (2). Posons x = {*,. Nous obtenons: 


{* di 4 


où / — Yx. 


g 311. Intégration des différentielles binômes 


On appelle différentielle binôme l'expression de la forme 
zm(a + bxn)P dx, 


où #1, #, p sont des nombres rationnels et a, b des constantes non nul- 
les. L'intégrale 


1= \ xm(a + bxn)P dx (1) 


s'exprime à l’aide de fonctions élémentaires dans les trois cas suivants: 
Cas 1. p est un entier. On est alors ramené au $ 310. 


Cf. exemple 2 $ 310, où m =, ñ = p = — 2. 
2 3 
Cas 2, p est une fraction {s = 2] , = 2 est un entier, 
s n 
L'intégrale est alors rendue rationnelle par la substitution 


a+bz= st 


(s est le dénominateur de la fraction p). 
EXEMPLE Î. 


1=(:5 (5-25) Ta (2) 
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ms + 1 


LL 


Ici 4 — 


> N = » , = 2 est un entier. Posons 
5 


en | — 


3 . 
3— 2x5 à (3) 
On peut exprimer + en fonction de = ct le porter dans (2). Mais 
il est plus simple de dériver (3): 
2 


x S dx = id (1) 


— * 
= 


et de transformer Z en vertu de (3) et (+) de la manière suivante: 


L 
=(«) L es s di) — — 6-1 ds = 


5 S 
rte” = # 
RUE +C, 


5 1 
où = (s—2x)?. 
1 
Cas 3. Les deux nombres p — Let URLS sont fractionnaires, 
s n 


: mn +1 
mais leur somme 


+ p est un entier. 
” 
L'intégrale cest alors rendue rationnelle par la substitution 
ax +b= xt 
(s est le dénominateur de la fraction p). 
EXEMPLE 2. 
2 


r= (+ + 21) Jr, 


Ici m——06, n=3, fp — - (fraction), FE = = 5 (frac- 
3 n 3 
tion), dut. + p = —1 (un enticr). 
nn 
Posons 


x" +28, s-‘dx = — 5 ds, 
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afcttant 1 -+ 24% sous la forme 4%(473 -+ 2) nous obtenons: 
a LA 
I “(sut 2)Ÿdx = (s— 1° di) = + +C= + x (1 + 231) + C. 


Les trois cas que nous avons rapportés avaicnt été indiqués par 
Newton. Euler qu'aucun mathématicien n'a jamais surpassé dans 
l'art d'effectuer des transformations et qui rechercha sans succès de 
nouveaux cas d'intégrabilité des différentielles binômes affirma que 
ces cas sont uniques. Mais ce n’est qu'en 1853 que Tchébicheff démon- 
tra la proposition d'Euler. En 1926 Mordoukhaï-Boltovskoï démon- 
tra le théorème correspondant pour une intégrale de la forme (1) dans 
Je cas des exposants »1, n, p irrationnels. 


g 312. Intégrales de la forme (rer Yax3 + bx + c) dx 


Les intégrales de cette forme ‘” sont rendues rationnelles par l’une 
des substitutions d'Euler. 

LA PREMIÈRE SUBSTITUTION D'EULER cCst applicable quand a > 0. 
Posons (°° 

Vas +ox tc+zx Va =1. (1) 
Nous avons alors 
ax +bs+ce=(t—x Va. 

Les termes en x? s’annulent et x (et, par conséquent, dx) s'exprime 
rationnellement en fonction de {. Portant cette expression dans (1) 
nous trouvons également une expression rationnelle pour le radical 
Vax? + bx + c. 

EXEMPLE l. 

dx 
T=\————. 
\ Yh + 2! 
Posons 
y Kitat=i— x, 


(*) On admet que a “ 0, car si a = 0 on revient au cas du $ 310. 
(°°) On aurait pu aussi bien poser 


Van +bx +c—xVa =t. 
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Nous cn tirons 
um — À: (HA) dt 
2 ” PTT 


Par conséquent, 
Ut + A) d +R di 
£— (ES ES (tot + 


TI=ln(x+ Vh + xt)+ C. 


LA TROISIÈME SUBSTITUTION D'EULER (au sujct de la deuxième 
substitution cf. remarque) est applicable chaque fois que le trinôme 
ax3 + bx + c possède des racines réelles, et en particulicr quand 
a < O(9), 

Soient x,, x, les racines. Posons alors 


a(x na z) 
TEET (2) 
d’où nous trouvons x rationnelle en f: 
zf— ax 
Te t‘—4a ". (3) 


Nous trouvons aussi l'expression rationnelle du radical: 


a(zx — 


Var +bx+ce= Va(z—x)(x—x) = IE (ea) mis. (4) 


dx 
(x — 1)Yÿ —x3+3x—2 
Le trinôme — x?+ 3x—2 possède les racines +, == 1, x, = 2: 
—#t+35—2= —(x—2) (x — 1). 


_L'expression sous le radical est positive pour 1 < x < 2 (pour x =1 
et x = 2 la fonction à intégrer devient infinie). 
Posons ‘°° 


LxEMPLE 2. I = 


— (x — 1) 
z—2 


= (5) 


(3 Quand a < 0, le trinôme ax' + bx + c pourrait avoir des racines complexes 
(si 4ac — Lt > 0), mais alors, en vertu de l'identité as! + br +c= _ [(2ax + bb)" + 


+ (fac — bt)] le trinôme aurait toujours des valeurs négatives, de sorte que la racine 


Vas + bx + ce serait imaginaire pour toute valeur de x. 
(*e) On peut poser x, = 2, x, = 1. Dans ce cas la troisième substitution d'Euler 


cest modifiée (on doit poser = =!) . 
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Nous en tirons 


ee —————…———— 


21 +1 21 di 
UT pET 3 ny ip (6) 


Y=(s—2)(:—1) = TÉCDIPETENT ET EEE 


(en vertu de l'inégalité 1 < x < 2 la grandeur x — 2 est négative). 
Portant dans le second membre l'expression de + en fonction de f, nous 
trouvons: 


—_——— —— t 
V=-G-2m-D=. (7) 
Nous avons alors en vertu de (6) et (7): 
pe té À 
(x—1) Ÿ—(x—2)(: —1) (i ! —(x—1) 


REMARQUE. La première ct la troisième substitution d'Euler 
suffisent pour calculer toute intégrale de la forme considérée. Nous 
rapportons toutefois, pour que notre exposé soit complet, la DEUXIÈME 
SUBSTITUTION D'EULER 


Van +ôr+ce= x + Ve (8) 


Elle est applicable quand c > 0. En élevant au carré et en divisant 
par *, nous obtenons x s'exprimant rationnellement en fonction de f; 
ensuite, (8) donne l'expression rationnelle du radical. 


& 313. Intégralcs de la forme v'sin x, cos #) dx 


Les intégrales de cette forme deviennent rationnelles par la substi- 
tution 


zx 
Br: (1) 
d'où 
È 2 1— 5! 
nr cos rs = (2) 
2 ds 
du=, ro (3) 


dx 


EXEMPLE. I = (5 — . 
3 + S cos x 
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Nous obtenons à l'aide de (2) ct (3): 


D EP 
U+am(3+s | $ — 3 4 2—3: 
1 +3! 


<; x 
Portant ici : = tg — nous trouvons: 
2 


& 314. Intégrale définie ‘*? 


Soit f(x) une fonction continue à l'intérieur de l'intervalle (a, b) et à 
ses extrémités. Prenons à l'intérieur de cet intervalle # points succes- 
SIÉS #y, Xo ge as vs Xn (fig. 327, où # = 5). Pour unifier les nota- 
tions désignons a par x, ct b par x*h141. L'intervalle (a, b) est ainsi divisé 
en # + 1 intervalles partiels (x,, #1), (v1, #2), (2 #3), …, (#n-1, x), 
(tn, Yn#) | | ne . 

l’renons dans chacun de ces intervalles particls (à l’intérieur ou 
à l'une de secs extrémités) un point [le point &, dans l'intervalle (x,, x:), 
E, dans l'intervalle (x,, x,), ctc.]. 

Formons la somme 


Sa = (63) (ra — 1e) + SE) Crs — 21) + + Ent) (xnsa — xn). (1) 


On a le théorème suivant: 

THÉORÈME. Si, lorsque le nombre des intervalles partiels (x,, x), 
(xx, 4), … croit indéfiniment, le plus grand d'eux tend vers zéro, la 
somme S, tend vers une limite S. Le 
nombre S est le même pour toute di- 
vision de l'intervalle en intervalles 
partiels et pour tout choix des points 
‘ La fig. 328 illustre ce théorème. 
La somme S, est numériquement 
égale à l'aire des rectangles hachurés 
[la base du premier rectangle à 
BD D Ts DEnetX gauche est égale à x, — x,, sa tu 
FIG. 327 est NL == f(E,); son aire est donc 


0| ax 


C2 Nous recommandons de lire au préalable $ 292, 2. 
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FIG. 328 


SE) (#1 — 40), etc.]. Plus les bases des rectangles sont petites ct plus 
l'aire limitée par le contour polygonal est proche de l'aire du 
strapèze mixtilignes x,4 Bxh:1, de sorte que la limite S de la somme S, 
cest numériquement égale à l'aire x,4Bx,:1. 


On emploie souvent une notation abrégée de la somme (1) 
Ef(E1) (rs — z1-1). (2) 


Ici le signe Z iudique que l'expression (2) cst la somme de termes du mème type. 
L'expression f(6:) (xs — xs) indique la loi de formation des termes; quand $i = 1, on 
obtient le premier terme, quand 5 = 2, lc sccond, etc. On utilise également l'écriture 
plus détaillée 

i=n+1 
À Hd tr se) (2a) 
Ou A ici que le premicr terme correspond à la valeur & == 1 et le dernier à la valcur 
=" . 

DÉFINITION. La limite vers laquelle tend la somme (1), quand le 
plus grand des intervalles particls tend vers zéro, est appelée intégrale 
définie de la fonction f(x). Les extrémités a, b de l'intervalle (infervalle 
d'intégration) sont appelées limites (ou bornes) d'intégralion, a la limite 
inféricure ct b la limite supérieure. 

L'intégrale définie est notée 

b 
( sta) dr, (3) 
a 

ce qui se lit ainsi: somme de a à b de f(x) dx. 

La valeur de l'intégrale Céfinic dépend de la forme de la fonction 
f(x) ct des valeurs des limites. L'argument de la fonction peut tre 
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désigné par une lettre quelconque, par exemple y, de sorte que 
l'expression 


b 
\ 101 dy (4) 
4 


représente le même nombre que l'expression (3). 
REMARQUE. La limite supérieure b peut être plus grande ou plus 
petite que la limite inférieure a. Dans le premier cas 
AL << In < Lan < b. (S) 
Dans le second cas 
>>>. > £a > Zn > b. (6) 
COMPLÉMENT DE LA DÉFINITION. On suppose dans la définition 
que a # b. Toutefois, la notion d'intégrale définie est étendue au cas 


où a = b; notamment on estime que l'intégrale définie dont les deux li. 
mites sont égales vaut zéro: 


LC 
\ #02) dx =0 (?) 
a 


{cette convention est justifiée car l'intégrale (3) tend vers zéro quand a 
se rapproche de b, cf. fig. 327]. 
b 


ExEmpPLe. Calculer (2: dx. Ici 


a 
JU) = 2x. (8) 
SOLUTION. PREMIER PROCÉDÉ. Divisons 
l'intervalle (a, b) en parties égales (fig. 329): 
dans ce cas les abscisses 
Xe An asc Ya Xnti = D 
forment une progression arithmétique de 
raison 


b — 
Benne Te (9) 
Prenons pour E,,E,, … les extrémités de 


droite des intervalles successifs (a, x), 
(x,, 42), … de sorte que 
Emtn Een En = Xn, Ent: = b; 
1) = 2xu (En) = 2tu (En) = 
= 2x%n, f(En+1) = 2b. (10) 
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En vertu de (8) et de (10) la somme (1) prend la forme 


Sa = 2% (7 — 40) + 2xilxs — 2) +. + 2rnfxn — Za-1) + 


b—a 
+ 2ra4a(Xnts — Xn) = 2 


(nn + tot + Ent). 


n+i 
Sommant la progression arithmétique, nous trouvons: 
bD—a (x, + tnt) (n + 1) 
2 0 ie) (11) 


Lorsque le nombre des intervalles égaux croît indéfiniment, leur 
longueur tend vers zéro; x, tend alors vers a. C'est pourquoi 


lim Sn = (o — a) (a + b) = b— a! ; 
+ 0 


et, par conséquent, 
h 
\ 2x dr = bt— at, (12) 


On a de même 


2 dt = b— at, 


etc. 
La grandeur b?— a? est l'aire S du trapèze A’ABB’ (fig. 329); 
en effet, 


1 
S = (44 +B'B) 4'B = + (29 + 25) (b— a) = D — ot. 


SECOND PROCÉDÉ. Divisons l'intervalle (a, b) en parties inégales 
de sorte que les points x4, #1, #2, …, Xn, *n+, forment une progression 
géométrique ‘* (fig. 330) 

Z0=4, L=44...,. Xn= 49%,  Xn+a = b=agnt!, (13) 


Cette dernière égalité donne: 
b 


(° Cela est possible si les deux limites a, b sont de même signe (aucune d'elles ne 
doit être nulle). Dans le procédé précédent les nombres a et b pouvaient étre arbitraires. 


15-1158 
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Prenons pour E,, E,, … les extrémités de gauche 

des intervalles successifs (a, x), (#1, 2x2), 

de sorte que 
E “4, Es Æ= Hp En = Ta—1: Ent = Zn 
La somme (1) devient alors 

Sn = 2xo{x1 — Xe) + Zaire — 2) +. + 2rnftngs — 
— 19) = 2a(g—1){1 + 9° +. + q'). 

L'expression entre crochets est une pro- 


gression géométrique de raison g?. Nous trou- 
vons en la sommant: 


1) guR+D — 1 _ Zaf(gn+i)} — 1] 


A dog a+i 
ou, en vertu de (14), 
b\! 
: DEN 
FIG. 330 Sn AE =. 45 
g+i +1. 


Lorsque n croît indéfiniment, la raison g, comme le montre (14), tend 


vers l'unité: 
lim g= 1. (16) 


C'ET - «] 


Les longueurs de tous les intervalles partiels tendent vers zéro. Nous avons 
alors en vertu de (15) et (16): 

lim Sa =b— at, 
c'est-à-dire 


b 
(2x dx = b— at, 
a 


$S 315. Propriétés de l'intégrale définie 


1. Si on intervertit les limites d'intégration, l'intégrale définic change 
de signe: 


b a 
\ f(x) dx = — \ f(x) dx. (1) 
a b 

Cette propriété découle de la comparaison de la somme S; pour les deux intégrales 


b c b 
2: \ f(x) dx = (re dx + (yes) dx. (2) 
a C 
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Lin 
FIG. 331 FIG. 332 


b X 


Cette propriété est illustrée par la fig. 331 (aire a Bb = aire aACc + 
+ aire cCBb), mais elle est valable également dans le cas où le point c 
est extérieur à l'intervalle (a, b). 

2a. On peut prendre non pas un, mais plusieurs points; par 
exemple pour trois points 2,1, m on a: 


b k l m F 
(rs ez ( #45) dx + UE dx + \ su) dx + ( r02) dx. 
a a l ns 


L'ordre des points est indifférent ; le cas où a, À, I, m,b sont pris dans 

l'ordre de croissance (fig. 332) ou de décroissance cest pratiquement im- 
rtant. 

cu 3. L'intégrale de la somme algébrique d'un nombre fixe de termes 

est égale à la somme algébrique des intégrales de ces termes; ainsi, dans 

le cas de trois termes 


b b b b 
À ts) + at) — pt ax = Ver dx + tn ax — (tea. (3) 
a a a a 
4. On peut faire sortir une constante du signe somme 
b b 
\ mf(x) dx = m \ f(x) dx. (4) 
a a 


& 316. Interprétation géométrique 
de l'intégrale définie 


Considérons l'intégrale 
b 


(re dx (1) 


a 
dont la limite inférirure est plus petite que la limite supérieure (a < b) ‘*? 


(°) Le cas a > b se ramène au cas considéré en vertu du $ 315, 1. 


15° 
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D 
a 10 db X L 
FIG. 333 FIG. 334 


Si la fonction f(x) est positive à l'intérieur de l'intervalle (a, b) 
(fig. 333), l'intégrale est numériquement égale ($ 314) à l'aire définie 
par les ordonnées de la courbe y = f(x) (aG4DEBb) sur la fig. 333. 

Si la fonction f(x) est négative à l'intérieur de (a, b) (fig 334), 
l'intégrale est en valeur absolue égale à l'aire définie par les ordonnées, 
mais a une valeur négative. 

Supposons maintenant que la fonction f(x) change de signe un 
nombre quelconque de fois dans l'intervalle (a, b) (fig. 335). L'intégrale 
cest alors égale à la différence de deux nombres dont l’un exprime l'aire 
définie par les ordonnées positives et l’autre l'aire définie par les ordonnées 
négatives (cf. $ 315, 2a). Ainsi, pour le cas représenté sur la fig. 335, 

b 


(es de = (Si + So + So) — (Si + Sd. 


EXEMPLE. L'intégrale (2 dx est égale ($ 314, exemple) à 1? — 


—2 
— (—2)f = — 3. Ce nombre est égal à la différence des aires (fig. 336) 


ObB = 7 0b-bB = 1 
et 


OaA = 7 20-44. 


FIG. 335 FIG. 336 
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& 317. Interprétation mécanique 
de l'intégrale définie 


j. CHEMIN PARCOURU PAR UN POINT MATÉRIEL. Supposons qu'un 
point matériel se déplace dans une direction quelconque avec la vitesse 
o = /(1) 
(t est la durée du trajet). On demande de trouver le chemin s parcouru 
par le point à partir de l'instant { = T; jusqu'à l'instant { = T.. 
Si la vitesse est constante, nous avons: 


s=0(T,—Ti). 


Si la vitesse est variable, pour trouver s il faut partager l'intervalle de 
temps en intervalles partiels 

(Ti ti), (fo ls), QUE ((n—3s 1m), (lus T;). 
Soit +, un instant de l'intervalle (T,,/{,), +, un instant de l'intervalle 
(fr 2), etc. 

La grandeur /(r,) est la vitesse à l'instant +, ; le produit f{+;) (f, — T) 
exprime approximativement le chemin parcouru au cours du premier 
intervalle de temps. De même f(r;) (, — /,) exprime approximativement 
le chemin parcouru au cours du second intervalle de temps, etc. Plus 
les intervalles partiels sont petits et plus la somme 


Sn = (ts) Ca — Ta) + T0) Ua — 45) + 0 + Tnt à) (Ts — fn) 
exprime exactement le chemin s. La limite de la somme s,, c'est-à-dire 
l'intégrale 
Ts 
(1) di, 
1 


donne la valeur exacte du chemin s. 
EXEMPLE. La vitesse du point matériel est en raison du temps 
écoulé depuis l'instant initial: 
v = ml. 
Trouver le chemin parcouru depuis l'instant initial jusqu’à l'instant T. 
SoLUTION. Le chemin cherché s'exprime par l'intégrale de la 


fonction mf; la limite inférieure est égale à zéro et la limite supérieure 
aT 
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b 
($ 315,4). Nous avons ($ 314, exemple) que \ 2tdt=b?— a? Par 
4 


b 
nn. 
conséquent (6 315, 4), (rar - 2 a ss Quand a = Octb=T, nous 


avons: 


2. TRAVAIL D'UNE FORCE. Si une force constante P agit sur un 
point matériel se déplaçant dans la direction de la force, le travail 4 
de la force sur le segment (s,,s,) est trouvé d'après la formule 

A = P{ss — 5). 

Si la direction de la force P est constante, mais si la grandeur de P 
varie en fonction du chemin s, autrement dit si P = f(x), le travail s'ex- 
prime par la formule 


D 


A == \ f{s) ds. 
LL 
& 318. Evaluation de l'intégrale définie 


THÉORÈME 1. Si #1 cst la plus petite et À/ la plus grande valeur de la 
b 


fonction f(x) dans l'intervalle (a, b), alors la valeur de l'intégrale Î(x) dx 


a 
est comprise entre m(b — a) ct M(b — a). Quand a < b, nous avons: 


b 
m(b— a) < ( J{x) dx & M(b — a). (1) 


a 
Quand a > b, les inégalités changent de signes. 
GÉOMÉTRIQUEMENT, l'aire hachuréc sur la 
fig. 337 est plus grande que celle du rectangle 
ablk et plus petite que celle du rectangle abLK. 
6 


EXEMPLE. Evaluer l'intégrale \ 2x dx. 


FIG. 337 4 
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SoLUTION. La plus petite valeur de la fonc- 
tion 2x dans l'intervalle (4,6) est m — 2 - 4 = 8, 
ja plus grande À = 2 :6 — 12. Enfin b— a — 
= 6—4 = 2. Cela signifie que la valeur de 
l'intégrale est comprise entre 8:2— 16 et 
12-°2= 724; 

b 
16 < (2 dx < 24. 


F1G. 338 


La valeur exacte de l'intégrale est ($ 314, exemple) égale à 20. 


Tuéorkue 2. Si en chaque point de l'intervalle (a, b) on a les inégalités 


Y(x) S/(x) & ex), (2 
alors 
b b b 
\ Ur) dr & ( ss dx< \ g(s) dr. (3) 
a a 8 


GÉOMÉTRIQUEMENT (fig. 338), aire a4 Bb < aire aCDb < aire aEFb. 

Le théorème 1 est un cas particulier du théorème 2 [${x) = m, G{x) == Af]. 

REMARQUE. Le théorème 2 affirme que l'on peur intégrer une inégalité. Par contre, 
ou na peut la dériver. 


& 318a. Inégalité de Bouniakovski 


L'évaluation de l'intégrale d'après la formule (1) $ 318 est habituellement très grossière. 
Ilexiste diverses formules donnant une évaluation plus précise; parmi elles un rôle impor- 
tant est dévolu à l'inégalité de Bouniakovski 


b b b 
E( stx) olx) dx & oc ds - \ [o(x)l' dr. 
a a a 
1 


ExemPpLe. Evaluer l'intégrale I = ( Yi + =! dx. 
0 
Mettons la fonction à intégrer sous la forme 1: Wi + x', de sorte que f(x) = 1, 
ç{x) = Vita L'inégalité de Bouniakovski donne alors: 
1 1 1 
n< Guru. \ (V1 + star = \ (1 + st) dx = _ 
0 [U 


y 
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I Pi < 1,155. 
3 
La formule (1) du 6 318 aurait donné (M — V2): 1< Y2 < 1,415. La valeur 
exacte de l'intégrale (trouvée d'après le procédé du $ 323) est 


ns D, - 
1 + Via + ants+ Vie [2 À Nr + 2m + V2 = 147. 
2 o 2 2 


& 319. Théorème de la moyenne 


L'intégrale définie ‘* est égale au produit de la longueur de l'intervalle 
d'intégration (a, b) par la valeur de la fonction à intégrer en un certain 
point & de l'intervalle (a, b): 

b 

(and ba USE: (1) 


EXPLICATION. Déplaçons la droite XL (fig. 339) de la position CD 
b 


vers la position EF. Au début l'aire AKLB est inférieure à (x) dx 


a 
(cf. $318, théorème 1), à la fin elle lui est supérieure. À un certain ins- 
b 


tant intermédiaire on doit donc avoir l'égalité aire AKLB — f(x) dx. 


a 
La base du rectangle AKLB est AB = b— a 
et la hauteur l'ordonnée NM correspondant au 
point N(E) de l'intervalle AB. C'est pourquoi 


b 
(b — a) J{E) = \ res dx. 
& 


REMARQUE Î. Le thèoreme de la moyenne 
établit que l'équation (1), où £ est considérée 
comme l'inconnue, admet au moins une racine 
FIG. 339 comprise entre a et b. 


(®) Quand la notion d'intégrale est étendue au cas d’une fonction discontinue 
(5 328), le théorème de la moyenne n'est plus valable. 
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EXEMPLE. Pour f(x) = 24 la formule (1) s'écrit 
b 
\ 2x dx = (b— a) 26. (2) 


Le théorème affirme que E est compris entre a et b. 
En effet, l'intégrale est égale à b?—4a? et la 
formule (2) donne: 
__ b— a! a+b 
= Æ—=d 2 


autrement dit & est la moyenne arithmétique ‘* 
de a et b. 


REMARQUE 2. Le théorème des accroissements finis 
(6 264) ne diffère en fait du théorème de la moyenne que 
par les notations. Désignons la fonction à intégrer dans la formule (1) par f‘(x). 
La formule (1) s'écrit alors 


FIG. 340 


b 
(rt dx = (b— 0)f'{E). 
a 


lci le premier membre est égal à f(b) —/f{a) (cf. plus bas $ 322), et nous obtenons la 
formule des accroissements finis 


(6) — f{a) = (b — a) J'() 
{pour la fonction f (x) possédant une dérivée continue]. 


$ 320. Intégrale définie 
fonction de sa limite supérieure 


Quand les limites d'intégration a et b sont constantes, l'intégrale 
b 
f(x) dx de la fonction f(x) possède une valeur numérique déterminée. 


ë 

Si la limite supérieure (ou inférieure) peut prendre diverses valeurs, 
alors l'intégrale devient une fonction de sa limite supérieure (ou infé- 
rieure). Sa forme dépend de celle de la fonction à intégrer f(x) 
{ainsi que de la valeur de la limite inférieure constante). En ce qui 
concerne le caractère de cette dépendance cf. $ 321, théorème 2. 


(°2 Géométriquement, la formule (2) exprime le théorème connu de l'aire du trapèze 
ACFB sur la fig. 340; AB = b — a est la hauteur, NAf = 2E la ligne médiane). 
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1 
EXEMPLE Î. L'intégrale | 2: dt admet la valeur numérique 1, 
0 


2 3 
intégrale 2t dt la valeur numérique 4, intégrale | 2t dt Ja valeur nu. 
0 0 


Z 
mérique 9, etc. Par conséquent, \ 2t dt est une fonction de x; elle s'ex. 
0 


prime par la formule 
x 
\ Adi = 1. (1) 
0 
REMARQUE. Dans la formule (1) la variable d'intégration et Ja 
limite supérieure variable sont désignées par des leltres différentes (t et x), 


car ces variables jouent des rôles différents dans le processus d'intégration. 
En effet, nous calculons d'abord ($ 314) la limite de la somme 


Sa = 2% — 0) + 27e — H) +. + 2Tn+a(x — tn), 


où 4,14, …, fn Sont pris entre 0 et x et les nombres T;, T,, … appartien- 
nent aux intervalles (0, 4,), (4,,f,) … Au cours de ce processus, x reste 
constant. 
On fait ensuile varier x, et alors on n’a plus affaire à la variable #, 
Si au lieu de (1) on écrit: 


2x dx = x, (2) 
0 


la différence susmentionnée est voilée. 
Toutefois, on utilise souvent l'écriture (2) et on écrit en général: 


z 


( #45) dx (3) 
: a 


! 
[ainsi que | J{0) dt, {(s) ds, etc.]. Le fait est que lorsque l'on a réalisé 
a 


l'intégration, la limite variable a /a snême signification (géométrique, 
mécanique, etc.) que la variable d'intégration (cf. exemples 2 et 3). 
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EXEMPLE 2. L'aire S du triangle OPM (fig. 341) 
? 


s'exprime par intégrale x dx: 
0 


À 


p ,: 
s=(ra-À. 4 
3 2 (4) FIG. 341 


Supposons que l’ordonnée PAM soit courante: alors l'intégrale (4) 
est une fonction de sa limite supérieure ; conformément à cela nous écri- 
rons { au lieu de p: 


Ü 
S=(ra- (5) 
0 


à =. 13 
L'écriture (5) est juste mais incommode, car dans la formule S — à 


la lettre { représente l’abscisse que nous avons désignée par x. C'est 
pourquoi on préfère souvent l'écriture non rigoureuse 


se(ra-t. (6) 


EXEMPLE 3. La vitesse v d'un corps en chute libre s'exprime par 
la formule 


v= gl. (7) 
Le chemin s parcouru par le corps en chute libre au cours de l'intervalle 
T 


de temps (0, T) est égal ($ 317, 1) à l'intégrale fs dt: 


(au er (8) 


L'écriture (8) est juste, mais dans les formules (7) et (8) les argu- 
ments sont notés différemment, alors que leur signification physique 
est la même. C'est pourquoi on écrit au lieu de (8): 

’ 


(au re 
0 
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$ 321. Différentielle de l'intégrale 


THÉORÈME 1. La différentielle de l'intégrale à limite supérieure varia- 
ble ‘* coïncide avec l'expression sous le signe somme 


x 
d ( s15) dx = f(x) dx. (1) 
a 


x 
Il est plus juste d'écrire la formule {1) sous la forme d \ {{6) dt = f(x) dx (cf. & 320). 
a 


EXEMPLE. 
x 
a (2x dx = 2x dr. (1a) 
0 
Vérifions cette égalité. Nous avons ($ 320): 
x 
\ 2x dx = xt, 
0 
En prenant la différentielle nous retrouvons (1a). 
REMARQUE. Nous obtenons de (1): 
d x 
Je ft) dx = f(x) (2) 


autrement dit /a dérivée par rapport à la limile supérieure de l'intégrale 
définie coïncide avec la fonction à intégrer. On peut également énoncer 
cette proposition sous la forme suivante: 

THÉORÈME 2. L'intégrale à limite supérieure variable est l'une 
des primitives ($ 293) de la fonction à intégrer. 

EXPLICATION DE LA FORMULE (1). L'aire 
ALMP (fig. 342) s'exprime par l'intégrale 
z 


f(x) dx. Quand x reçoit un accroissement 


a 
SL dx — PQ, l'aire ALMP reçoit un accroisse- 
FIG. 342 ment PMNQ. Cet accroissement se compose 


(> L'intégrale à limite supérieure variable x est toujours une fonction différenliatle 
de x. 
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du rectangle PAfRQ et du triangle mixtiligne MNR. L'aire du 

rectangle est égale à PM : PQ = f(x) dx; elle est proportionnelle 

à dx, et l'aire du triangle MNR est un infiniment petit d'ordre supé- 

rieur par rapport à dx (sur la fig. 342 elle est plus petite que AfR : RN — 

= dxAy). Cela signifie ($ 230) que l'expression sous le signe somme 
x 


f(x) dx est la différentielle de l'intégrale f(x) dx. 


EXPLICATION LE DA FORMULE (2). Si f{f) est la vitesse du point 
8 


à l'instant f, alors ( f{(®) dt est (8317, 1) le chemin s parcouru par le 
a 
point depuis l'instant initial a: 


! 
s— \ SU) dt. (3) 


' 
d d 
La dérivée © = F\0 dt est la vitesse du point ($ 223). Par con- 


a 
4 


d 
séquent, “ f{t) dt = f(#. 


$ 322. Intégrale d'une différentielle. 
Formule de Newton-Leibniz 


Le théorème suivant ramène le calcul de l'intégrale définie à la 
recherche de l'intégrale indéfinie (cf. $ 323). 
THÉORÈME. L'intégrale de la différentielle de la fonction F(x) est 
égale à l’accroissement de la fonction F(x) dans l'intervallle d'intégration: 
b 


\ dF(x) = F(b) — F(a). (1) 
a 


En d'autres termes, si F(x) est une primitive quelconque de la 
fonction à intégrer f(x), alors 
b 


( r02) dx = F(b) — F(a). (2) 
a 
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La formule (2) est souvent appelée formule de Newton-Leibniz 
EXEMPLE 1. Nous avons ($ 314): 
b 
\ 2x dx = b— a, (3) 
a 


L'expression sous le signe somme est la différentielle de la fonction 
x? (dx? — 2x dx). Quand on passe de x = a à x — b, la fonction 24 
reçoit l'accroissement b? — a3. La formule (3) exprime le fait que l'inté. 
grale est égale à cet accroissement. 


EXEMPLE 2. Calculer l'intégrale 3x? dx. 


SoLuTion. L'expression sous le signe somme étant la différentielle 
de la fonction x%, nous obtenons d’après la formule (2): 
b 


b 
\ 3x dx = \ d(a3) := 6 — a. (4) 
a a 
b 
ExrLicariox. L'intégrale \ 3x? dx est égale ($ 314) à la limite de la somme 
a 


DalCxs — ve) + Bars — x) +. + 32! (re — ni) + 3x(xnta — xn) (S) 


pour #n croissant indéfiniment. 

Le premier terme est la différentielle de la fonction x? pour l'intervalle (a1,, 1,1, 
le second pour l'intervalle (x,, x,), ctc. Remplaçons chaque différenticlle par l'accroisse. 
ment correspondant. Nous obtenons la somme 


(xl — 24) + (x — 2) + + (hi — 2h) + (nes — 2%). (6) 


Ouvrons Ics parenthèses. Tous les termes s’annulent sauf x! = a? et x34, — b?, de sorte 
que la somme (6) est exactement égale à b? — a?. 

Le passage de (5) à (6) est lié à diverses erreurs, mais chacune d'elles est un infinj- 
ment petit d'ordre supérieur par rapport à l'accroissement correspondant de l'argument. 
C'est pourquoi, en dépit de l'accumulation de ces erreurs, la somme de ces dernières est 
un infiniment petit. Cela signifie que lorsque le nombre de termes de l'expression (5) 
augmente indéfiniment, la différence de (5) et de b* — a’ est infiniment petite. En d'autres 
termes, b° — a? est la limite de la somme (5), c'est-à-dire 


b 
(aa dx = 8 — a 


(°) En effet, Newton et Leibniz ont été les premiers à utiliser le lien entre la déri- 
vation et l'intégration pour le calcul des intégrales. On ne trouve d'ailleurs pas de trace 
de la formule (2) dans leurs œuvres. Sous forme géométrique le théorème du présent 
RARepie (de même que le théorème 1 du $ 321) a été établi par Barrow, le maître de 

ewton. 
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On établit de même Ja formule générale (1). 


INTERPRÉTATION MÉCANIQUE. Supposons que le point se déplace 
dans une direction quelconque, et soit F(t) la distance du point à la posi- 


=. — f(t) est ($ 223) la vitesse. 


tion initiale à l'instant f{. La dérivée 
b 
Par conséquent, l'intégrale f{®) dt exprime ($ 317) le chemin s parcouru 


a 
depuis l'instant { = a jusqu'à l'instant { — b: 
b 
s = (ro di. (7) 
a 


Or, à l'instant f{ — a la distance à la position initiale est F{a) et à 
l'instant { — b elle est F(b). Cela signifie que 


s = F(b) — F(a). (S) 
Comparant (7) et (8) nous obtenons: 
b 
\ f{6) dt = F(b) — F(a). 


& 323. Calcul de l'intégrale définie 
à l’aide de l'intégrale indéfinie 


b 
RÈGLE. Pour calculer l'integrale définie (00 dx, il suffit de trouver 
a 


l'intégrale indéfinic \ f(x) dx, de remplacer dans l'expression trouvée 


x d'abord par la limite supérieure, puis par la limite inférieure, ct de 
retrancher la seconde valeur de la première. 

Cette règle découle du théorème du & 322. 

REMARQUE. Il n'est pas nécessaire d'écrire la constante d'inté- 
gration de l'intégrale indéfinie. De toute facon elle s’annule lors de la 
soustraction. 


3 
EXEMPLE 1. Calculer \5* dx. 
2 
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SOLUTION. Trouvons l'intégrale indéfinie 


(srarmm+c. 


Posant x = 3, nous trouvons 27 + C; pour x — — 2 nous obtenons 
— 8 + C. Retranchant la seconde valeur de la première nous trouvons: 
3 
(sstar mer + c—(—8+c-27—(— 8 = 35. (1) 
—2 
Le terme constant C s'est annulé lors de la soustraction. 
nr 


EXEMPLE 2. Calculer sin # dx. 
0 


SoLuTion. Nous avons: \ sin + dx = — cos x (nous omettons la 


constante d'intégration). Par conséquent, 


Lu 


( sin x ds = — {oos  — cos 0) = 2 (2) 
0 
NOTATION ADOPTÉE. L'écriture 
b 
F(x) a [ra] (3) 
est équivalente à F(b) — F(a). Par exemple, au lieu de — [cos x — 
Li 3 
— cos 0] on écrit — cos *| ou] —cos x] : 
A 0 
ExempLe 3. Calculer —- 
at + xt 


0 
SOLUTION. 


dx 1 x la Î Î nr 
(a [arts | = arts 1—-—arctg 0 =. 


at +! a lo 
EXEMPLE d. 
5 
(us Lt ie 
{x— 2} z—213 3 “1 3° 
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6 324. Intégration par parties 
de l'intégrale définie 


on peut appliquer directement l'intégration par parties ($ 301) 
1 l'intégrale définie en utilisant la formule 


(« do = wv = ( v du. (1) 


Il est plus avantageux d'appliquer la formule (1) que de calculer au préalable l'in- 
tégrale indéfinie, particulièrement lorsqu'on doit répéter l'intégration par parties. 


3 
x? dx 
EXEMPLE 1. I = es 
0 
Posant 
x dx 1 
ss, éme l' 


nous trouvons: 
LE] [V3 3 


1 zx dx 
dE \ sé ETS °A+a | * A +a) — 
0 | 0 0 
Y3 | — Y3 Tr 
+ gacte #3 — + 0,307. 
m 
2 
EXEMPLE 2. I = 4 sin # dx. 
0 
Nous avons: 
LR LAS 
2 


Le premier terme s’annule; nous obtenons: 


2 
T=sinx = 1. 
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& 325. Changement de variable 
dans l'intégrale définie 


Ze 


RÈGLE. Pour calculer l'intégrale \ f(x) dx on peut introduire y 


| 2 
variable auxiliaire z liée à x par une certaine relation. De même 

pour l'intégrale indéfinie ($ 300), l'expression sous le signe somme dev'ie 
J\(2) dz. I faut de plus remplacer les limites x,, x, par les limites z, 
telles qu'à ces valeurs de la variable z correspondent respectiveme 
les valeurs x,, x, de la variable x. Si cela est possible, nous avons 


a Zs 
( s15) dx = ( f\s)ds. | 
Xi fi 

EXEMPLE {. Calculer 


13 
\ 2x — 1 dr. 
5 


SOLUTION. Introduisons la variable auxiliaire z liée à x par la relati 
sm 2x — 1], 


Exprimant x en fonction de : nous trouvons: 


s+1 
2 
L'expression sous le signe somme 2x — 1 dx devient alors 
Ù 


Zz = 


1 2 
== dr. 
2° ; 


Les limites x, — 5, x, — 13 doivent être remplacées par de nouvel 
limites z,, z, conformément à la formule (2): 
n-21n0—-1=)9, = 279 — 1 = 25. 


Nous avons alors en vertu de (1): 


13 25 1 31 25 
(Varia (Tia 537 m 32— 
Ÿ 


(°2 On suppose: 1) que l’on peut exprimer la relation entre # et s par la form 
x = G(r), où la fonction œ{r) possède une dérivée continue dans l'intervalle (r,, s#:); 2) « 
la fonction f(x) est continue pour toutes les valeurs que prend x quand s varie dans |l' 
tervalle (s,, #,). 
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+4 
EXEMPLE 2. Trouver ( Va? — 124x. 


—4 
SOLUTION. La substitution 


x = asinf{ (4) 
ramène ($ 303, exemple 1) l'expression sous le signe somme à la forme 
a! V1 — sintf cos 4 dt = +atcos'f di. (5) 


On prend le signe supérieur si { appartient au premier ou au quatrième 
quadrant, et le signe inférieur si { appartient au second ou au troisième 


quadrant. 
On doit choisir les nouvelles limites f,, {, de sorte que 


—8=asin{#,, 8 = a sin /,. 


On peut le faire de deux façons. On peut prendre: 


Dans ce cas { varie dans les limites du quatrième ct du premier 
quadrant, de sorte que nous prenons dans (5) le signe supérieur; nous 
obtenons: 


" LA 
+a 2 2 
D = a! l ra! 
| D | = 1 ? em — Par î À = ———— 1! 
\ Ya xt dx at cos t di (+ sin) 3 
—4 r nr 
2 2 


On peut prendre également: 


3x T 
= ——1! { == ——. 
ë p) 2 


mais alors dans (5) on prend le signe inférieur ; nous obtenons: 


= 
+a 2 | 
( Var — 33 dx = — at \ cost { di = 
—4 Jr 
2 
Si nous avions pris dans (5) le signe supérieur, nous aurions obtenu 
2 
’ Ta 
le résultat erroné — ——. 
2 


REMARQUE. Le changement de variable peut conduire à une erreur 
si la condition formulée dans la règle n'est pas satisfaite, à savoir s'il 
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n'existe pas des valeurs z,, z, qui correspondent aux valeurs x;, +, 
des limites d'intégration. Nous rencontrerons de semblables erreurs 
dans l'exemple 3. 


ExeupPie 3. Calculer les intégrales 


1 
2 +1 
I, = (= dx, I, = \ V1— 34» 
=] — 1 


(elles ne diffèrent que par la valeur de la limite supérieure). 
Introduisons la fonction auxiliaire 


x =. (6) 
Lors de la transformation de l'expression sous le signe somme Vi— dx le fac. 


teur Yi — x! est remplacé par Yi — s. Pour transformer le facteur dx, exprimons z 
en fonction de s; nous obtenons: 


z= + Ÿr. (7) 
11 paraît que le plus simple est de faire le changement de variable \ 
s=+ Vs (8) 


Toutefois. il est alors impossible de remplacer dans les intégrales J, et Z, la limite infé- 
rieure x, = — 1 par une nouvelle limite s, qui correspondrait, conformément à la formule 
(8), à la valeur x = — 1. C'est pourquoi posons 


1 (9) 


et essayons d'appliquer cette substitution à l'intégrale Z,. Maintenant les valeurs des 


limites d'intégration x, = —1etx, = — 3 correspondent aux valeurs z, = 1, £, = + : 
Nous trouvons de (9): 


ds 


2Ÿs (10) 


dx = — 


et nous obtenons en vertu de la formule (1): 


= 2 
2 EU 
L = \ Visa (ta, (11) 
— | 1 
ou, en intervertissant les limites, 
| 
1 1—3s 
AE de. (12) 
4 


Introduisons une nouvelle fonction auxiliaire 


1—3: 
ll — = (13) 
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donnant les nouvelles limites 


ST 
h= ——< _ Y3, fs = 0. 
4 
La substitution correspondante est: 
1 21 di 
Don Gun’ (14) 


et nous obtenons: 


te ETS Jar 


Nous trouvons comme dans LES 1 $ 324: 


Z, LE 


= +7 0,07. 


Si, au lieu de (9), nous avions fait le changement de variable (8) sans tenir compte du 
ait que la condition formulée dans la règle n'est plus valable, nous aurions obtenu au lieu 


0,307). 


En ce au concerne l'intégrale Z,, ni la substitution (8), ni la substitution (9) ne peu- 
vent étre appliquées, car la première ne donne pas de limite inférieure et la seconde de 
limite supérieure. Si l'on avait appliqué par erreur, disons, la substitution (8), on aurait 


1—7: 


1 
obtenu pour /,: 7) 
1 
puisque la fonction à intégrer Yi — x" est positive dans tout l'intervalle d'intégration. 
Pour calculer l'intégrale 7, on peut la décomposer en deux termes 
0 1 
I = \ Yi — x! dx + (vi — x! dx. 
—1 0 


Appliquons au premier terme la substitution (9) et à la seconde la substitution (8). 
Chacun de ces termes s'écrira alors 


de sorte que 


FA : [= 1 dr. (15) 
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C'est une intégrale impropre ($ 328), car la fonction à intégrer présente une discon. 
tinuité au point s = 0. Toutefois, dans ce cas également, on peut faire le changement de 


est monotone; cf. $ 328, remarque 3). 


: 1 
variable (14) (car la fonction s — LE 


Nous trouvons que 


+o 
ne | 
(or 
0 


Cette intégrale est aussi impropre ($ 327). Toutefois ($ 327, remarque 1), on peut l'inté. 
grer par parties, de sorte qu'en procédant comme dans l'exemple 1 du $ 324, nous trouvons: 


+o +o 
di 
+ A+) 
0 0 
Le premier terme est nul, et nous obtenons en définitive: 
+ + oo 


1 di 1 Tr 
= —— —————— EE —— H = — 7 0,785. 
= Er 2 € 3 
0 


Bjr 


$S 326. Intégrales impropres 


La notion d'intégrale définie a été introduite ($ 314) pour un intervalle 
fini (a, b) et pour une fonction continue f(x). Divers problèmes concrets 
(cf. exemples $$ 327 et 328) exigent d'étendre la notion d'intégralc 
définie à certains cas où ces deux conditions ne sont pas simultanément 
réalisées. À cette fin en plus du passage à la limite du $ 314, on en effec- 
tue encore un. Les intégrales que l’on obtient sont dites impropres (à 
la différence des intégrales introduites au $ 314 cet dites snfégrales 
propres). On considère au $ 327 les intégrales impropres dont l'une 
ou les deux limites d'intégration sont infinies, au $ 328 les intégrales 
impropres d'une fonction discontinue. 


$ 327. Intégrales à limites infinies 


DÉFINITION 1. Si l'intégrale 


La 


(7) dx (1) 
a 


possède une limite finie quand #°-—> + 0, cette limite est appelée 
intégrale de la fonction f(x) de a à l'infini et est notée 
+ 
f(x) dx. (2) 
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Ainsi, par définition 
+ © x° 
\ f(x) ds = lim ( ss) ds. (3) 
a + “a 


l'intégrale (1) possède, quand 
‘—+ + 0, une limite infinie ‘*? ou 
» possède pas du tout de limite, FIG. 343 
1 dit que l'intégrale impropre (2) 
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jverge. Quand l'intégrale (2) possède une limite finie, on dit que l'inté- 


rale (2) converge. 


+ 
EXEMPLE |. Calculer l'intégrale e 2-T dx. 
“0 
SoLurTiox. Nous avons: 
x° x° 
1 1 1 
jean) (3). 
0 0 


1 
Quand x°—> + 00, cette expression possède la limite —— : 


)]1n 2 
Cela signifie que 
+ x! 
\ 27% dx = lim \ 2-f dx = a Æ 1,4. 
: re la 2 


L 4 


INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE. L'intégrale | 2-sax est représen- 


0 
tée par l'aire OBB'D (fig. 343) sous la courbe y = 2-%. Si l'ordonnée 
BB" s'éloigne à l'infini, l'aire OBB'D croît, mais non indéfiniment. Elle 


z 


ce) Si lintégrale( f{x) dx possède, quand x -> + ©, une limite infinie, on dit fconren- 


+00 + 0 


tionnellemen!) que l'intégrale impropre \ {{x) dx est infinieet l’on écrit \ f(x) dx = © 


ei 
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tend vers _ + On dit que l'aire de la portion de plan illimitée sous Ja 


courbe y = 2-7 est égale à —. 
EXPLICATION. Considérons la figure 343. L’aire du rectangle OA4CD 
est OD OA = 1:1=1, celle du rectangle suivant AK + AN = 


= - 1 — _ celle du troisième, etc. Avec la croissance du nombre de 


rectangles, la somme de leurs aires tend vers 2 (la somme de la progression 
infiniment décroissante). Il est naturel d'estimer que le nombre 2 est 
la mesure de l'aire de la portion de plan illimitée formée de rectangles 
exinscrits. L’aire de la portion de plan illimitée sous la courbe est encore 
plus petite. 

+ 


dx 
ExEMPLE 2. Calculer — 
x 


Ed 


dx 
SoLutTiox. L'intégrale \- = ]n x” a une limite infinie quand 
x 


1 
x°—> + co. L'intégrale impropre cherchée diverge ‘*?. 
GÉOMÉTRIQUEMENT, l'aire A A’B'B (fig. 344) sous l'hyperbole y — L 
x 


croît indéfiniment (la portion de plan illimitée mixtiligne possède une 
aire infinie). 

EXEMPLE 3. Deux boules électrisées de charges positives de e, et 
e, unités électrostatiques sont fixées sur une surface plane. La distance 
entre les centres est R cm. On lâche la boule de charge e, qui s'éloigne de 
e, sous l’action de la force de répulsion F — _ 
(r est la distance variable entre les centres en 
centimètres, F la valeur de la force en dynes). 

Le travail de la force F sur le secteur 
(R, r’) s'exprime (en ergs) par l'intégrale ($ 317): 

r° 


CAA 1 1 
ere R _r ° 


€) Elle est alors infinie ( \ = = + œ). Cf. renvoi p. 471. 
1 
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L'intégrale impropre 


+ © 
dr | 1 || CA 
di S sua le(s -7)] 


exprime la réserve totale de travail du système. En physique cette 
grandeur est appelée potentiel. 
DÉFINITION 2. On appelle intégrale de la fonction f(x) de — © 
a 


à a la limite de l'intégrale f(x) dx quand x” —> — ©: 


z'° 


a 
\ f{x) dx = im (2) dx. (4) 


Zz — —@ h 


8 
La convergence et la divergence de l'intégrale impropre ( f(x) dx sont 
—© 
comprises dans le sens de la définition 1. 
DÉFINITION 3. On appelle intégrale de la fonction f(x) de — © à + oo 
+0 


\ ft) 4x (5) 
— 
la somme 
a +o 
YCLERYCL (6) 
—œ 8 


Elle ne dépend pas du choix de a. On suppose que les deux intégrales 
impropres (6) convergent. 

L'intégrale (5) exprime l'aire de la portion de plan sous la courbe 
y = f(x) qui s'éloigne indéfiniment des deux côtés (la courbe VAU 
sur la fig. 345). 


ol N x 
FIG, 345 
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EXEMPLE 4. Trouver l'aire de la portion de plan illimitée sous 


3 
la courbe y — Re (agnésienne, fig. 345: cf. $ 506). 


+ 21 
SoLUTION. L'aire cherchée est représentée par l'intégrale 
+ 0 + 
a dx a dx + at dx 
Er Es Ex (7) 
—œ —œ 7 
z° 
as dx x’ 
Comme | —— = 43 arc tg —» alors 
ai + 72 a 
0 
at dr _ à r re 
\ PO SCS ne te 2 : 
0 
Le premier terme est calculé de manière analogue et nous obtenons: 
+o 
a dx $ 
Sara mt (8) 
— 
REMARQUE 1. La formule fondamentale 
b 
À sta) dx = Ft) — ta) 
& 
+ 
appliquée à l'intégrale convergente \ f{x) dx s'écrit 
a 
Le. 
(69 dx = F(œ) — F(a). 
a 
Le symbole F(œ) signifie lim F{(x’). 
z'—00 


On applique de manière analogue la formule d'intégration par parties. Pour calculer 
(se) 
l'intégrale impropre \ {{x) dx on peut utiliser la méthode de substitution à condition 


a 
que la fonction £ = œ(s) soit monotone. : 
REMARQUE 2. Il est parfois utile de transformer une intégrale propre en intégrale 
impropre. Ainsi, pour calculer l'intégrale 
fn 


2 
sin!x cos!r dx (9) 
(sin?x + cos'z) 
0 
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est préférable d'introduire la fonction auxiliaire 
tg x = 3. (10) 


nous obtenons: 


œ@ [=] 
3 ds 1 | 
Tr itra| 73 (11) 


En ramenant l'intégrale (9) à la forme (11), nous considérons l'intégrale donnée comme 


ja limite de l'intégrale 
La 


sin?zx cos!x dx 


,T 
Cintre + costxi quand x° —+ 3: 


Ca à 


$ 328. Intégrale d’une fonction discontinue 


DÉFINITION Î. Supposons que la fonction f(x) ait une discontinuité 
au point + = b et soit continue aux autres points de l'intervalle (a, b). 
Si l'intégrale 


La 


z 


\ s0) dx (1) 
a 
ssède unc limite finie quand x” tend vers b (en restant inférieur à b), 
on appelle cette limite intégrale impropre de a à b de la fonction f(x) et 
on la note de même que l'intégrale propre correspondante: 
b x" 


dx = li dx. 
Jr ae x (2) 


Pour les intégrales propres on démontre la formule (2); pour les 
intégrales impropres on l'adople en qualité de définition. 

On définit de même l'intégrale impropre quand la fonction f(x) 
ne présente une discontinuité qu'à l'extrémité x — a de l'intervalle 
a, b). | 
La convergence et la divergence de l'intégrale impropre sont com- 
prises comme au $ 327. 

DÉFINITION 2. Si f(x) admet une seule discontinuité en un point 
intéricur c de l'intervalle (a, b), alors 


b c b 
(res ax = À ses ax + rend de. (3) 
a a C 


On suppose que les deux intégrales impropres du second membre 
convergent. 
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On démontre la formule (3) pour les intégrales propres; elle sert ic; 
b 
de définition pour l'intégrale impropre | f(x) dx. 


a 
REMARQUE 1. La définition 2 peut être étendue au cas où f(x; 
admet à l'intérieur de l'intervalle (a, b) deux, trois, etc., discontinuités. 
Ainsi, pour deux points c’, c’’ nous avons: 


b c’ id b 
Qrts ax = À pes dx + À reed dx + À sus x (3a) 
a a c’ c”’ 
EXEMPLE 1. Calculer 
2 a dx 
far 
0 


. Cette intégrale est impropre, car la fonction à intégrer est discon. 
tinue (elle devient infinie) pour x — a. L'intégrale converge, car la 
fonction 


(4) 


| 
É-) 

C4 
1] 

(2 
à 


z 

: 
\ LS = a arc sin * 
0 


Ya à () 
GÉOMÉTRIQUEMENT, l'aire de la portion de 
plan illimitée KAOBL ‘® (c'est-à-dire la limite de 
l'aire ZSOB quand le point S tend vers 4: 
fig. 346) est égale à l'aire du demi-cercle BOB'A: 
par conséquent, la figure hachurée s'étendant à 
l'infini est équivalente en grandeur au secteur 
AOB. 
+a 
3177 
EXEMPLE 2. Calculer a IE 


FIG. 3# —a 


€) Le rayon a du cercle est la moyenne proportionnelle entre l'ordonnée de la courbe 
L'BL et l'ordonnée correspondante de la demi-circonférence 4’BA; cela permet de 
construire aisément la courbe L’BL. 
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L'intégrale est impropre, car la fonction à intégrer devient infinie 
à l'intérieur de l'intervalle (— a, + a) quand x = 0. En vertu de la 
définition 2 nous avons: 


a 
[DE j _. its (6) 
0 
et en vertu de la définition (1) 
0 2 x 2 1 1 1 
\ x EP? = lim x EP? = lim 3(a3 + 3)- 3a3 ! 
z'— z'0 


—4 
Il en est de même pour le second terme de la formule (6). Nous 
obtenons en définitive: 
+a 31 
\ a V5 — dx = 6a!, 
—8 
GÉOMÉTRIQUEMENT, l'aire de la portion de plan illimitée 4 DLL’D'A° 
(fig. 347) est trois fois plus grande que l'aire du rectangle 4'4DD' 
(de sorte que la figure infinie DLL'D' est égale en grandeur au carré 


construit sur DD”. 
+1 


d 
ExemPLe 3. Dans l'expression (5 la fonction à intégrer est discontinue au 


—1 
[| 


point *= 0. D'autre part, les intégrales impropres {se Fr a ($ divergent (car Îles 
1 0 
zx’ 
intégrales (5 = l——<et : — = _ — 1 ont des limites infinies quand x + — 0 


—! 
et x°’ > + 0). Par conséquent, l'expression donnée ne représente aucune intégrale impro- 
pre (dans le sens de la définition 2). La portion de plan illimitée ADLL'D'A° (fig. 348) 
1 
sous la courbe y == 5 possède une aire infinie. 


REMARQUE 2. Appliquant la formule fondamentale du calcul intégral 


b 
( r60 dx — F(b) — F(a) (7) 
a 


| 
à l'expression EZ nous aurions obtenu le nombre négatif — 2; ce résultat erroné (la 
—! 
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FIG. 347 FIG. 348 


+1 

fonction à intégrer _. cst partout positive!) est dû au fait que l'expression \ = n'a pas 
—] 

de sens. Si, par contre, les intégrales impropres 


c b 
\ f{a) dr, (rt dx, 
a 


C 


figurant dans (3), convergent, alors la formule (7) est toujours traie pour l'intégrale im. 


propre ( se dx. 
a 
Reuarque 3. En ce qui concerne l'intégration par partics ct le procédé de sub. 
stitution, on peut répéter ce qui a été dit dans la remarque 1 du $ 327. 


8 329. Calcul approché des intégrales 


Toutes les intégrales ne s'expriment pas à l’aide des fonctions élémen- 
taires ($ 309) ou bien les expressions correspondantes sont très compli- 
quécs. La fonction à intégrer est souvent donnée par la table ou le 
graphe. Dans ces cas on recourt aux méthodes de calcul approché des 
intégrales. 

La méthode des séries entières de Newton (cf. $ 270) est la première 
en date. Elle est appliquée aujourd'hui encore (mais sur une base plus 
rigoureuse; cf. plus bas $ 402). 
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Une autre méthode, souvent appelée mé- 
thode des quadratures mécaniques ‘*, consiste à 
remplacer la fonction à intégrer y = f(x) par 
un polynôme du nième degré 

P{x) = açun +airn-t +... + an_1x + an, (1) 
qui pour les valeurs x = #,, # = x,,..., x = 
= Xn (Ilceur nombre est égal à n + 1) admet les 
mêmes valeurs que la fonction f(x). 

GÉOMÉTRIQUEMENT, la courbe y — f(x) 
est remplacée par une «parabole du nième 
degrés y = a," + a;x'-l +... + a,, passant par les n + 1 points 
de la courbe donnée. 

Le calcul approché des valeurs de la fonction f(x) d'après quelques- 
unes de ses valeurs f(x,), f(x;), …, f(xn) est appelé interpolation ct le 
polynôme (1) polynôme d' interpolation. 

En intégrant le polynôme d'interpolation nous obtenons la valeur 
approchée de l'intégrale de la fonction f(x). 

EXEMPLE Î. Pour une seule valeur donnée y, = f(x) nous obte- 
nons le polynôme d'interpolation de degré zéro 


P{x) = yo. (2) 
La courbe y = f(x) est remplacée par la droite horizontale UV 
(fig. 349) passant par le point donné À, (x,, Yo). 
La valeur approchée de l'intégrale 


FIG. 349 


+3 ++ 
CCE Ü nas su (3) 

kh h 

#7 #7 


donne l'aire du rectangle AUVB (au lieu de l'aire du trapèze mixtiligne 
AA°'B'B). 

EXEMPLE 2. Pour deux valeurs données ÿo = /(#o), 31 = /(*0 -+ 4) 
nous obtenons le polynôme d'interpolation du premier degré 


P(s) = ÿo + 2 L Te (x — x). | (4) 


Il représente la droite Af,M, (fig. 350) passant par les points 
Mo(xo Yo) et Maxo + h, 1). La valeur approchée correspondante de 


(°) Elle est aussi basée sur les idées de Newton et fut développée par Taylor, Simpson 
et d’autres. Les derniers travaux dans ce domaine appartiennent aux savants soviétiques 
(V'étchinkine, Kogan). 
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O| ZT Ti=Toth T=Totoh 


FIG. 350 FIG. 351 
l'intégrale 
ze + h de + h 1 
\ f(x) dx = \ P{(x) dx ES (Ye + 1) À (5) 
Xe ze 


donne l'aire du trapèze rectiligne +#,M,M,x1. 
EXEMPLE 3. Pour trois valeurs données 


= f(xo), Y1 = f(xo + À), Ya = fxo + 2h) 
nous obtenons le polynôme d'interpolation du second degré 


Ya — 2ÿ1 + Ye 
2h13 


Nous vérifions la formule (6) en portant successivement 


P(x) = ÿe + He (x — x) + (x — x0)(x — (50 + X)]. (6) 


ELET z= x +, zx = Xe + 2. 
Nous obtenons: 
P(s0) = Yo P(xe + h) = Yu P{xe + 2h) = js. 

Si l Se ordonne P(x) suivant les puissances de x, la formule se complique. Les expres. 
sions ÿ1 — Ye (= Aÿe) et Ya — 2ÿ1 + Ye(= À'y.) sont les deux premières différences 
($ 258) de le fonction f(x). 

Le polynôme (6) représente une parabole d'axe vertical (fig. 351), 
passant par les trois points A(xo. Yo), Mixo + h, 31), Ma(xo + 2h, y). 

La valeur approchéc ‘* 


Xe + 2h Ze + 2h 
\ {{x) dx # \ P{x) dx = 7 (Ye + 43a + Ys) (7) 
Xe Xe 
Ze + 2h 


(*) Le calcul de l'intégrale \ P(x) dx est plus facile si l'on introduit la 


Ze 
variable auxiliaire x — (x, + À) =5. 
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donne l'aire du frapère parabolique A ,M,K'M,L'M,4, (au licu de l'aire 
du trapèze mixtiligne 4 ,M,KM,LM,4;). 


Les formules (4), (6) peuvent être étendues à un nombre arbitraire de valeurs équi- 
distantes de x. Pour quatre valeurs nous avons: 


PU = + DE Gen) + Re Gen) fe (rs + A + 
+ Te (ox) — (re + AD) Lx — (re + 20), 
ou, plus brièvement, 
PU = ve + DE Us — 20) + (x 2) (x — 2) + 
+ STE Ce — 0) (r — x) (x — x). 


La formule générale correspondante est appelée formule d'interpolalion de Newton. Taylor 
en obtint d'une façon non rigoureuse le développement de la fonction f(x) en série entière 
(il posa 21 = Xe, Ya æ *,, etc., et remplaca les différences Axe, Aÿe, Ayo, etc., par les 
différentielles dx,, dys, d'ye, etc.) (cf. $ 270). 


g 330. Formules des rectangles 


Divisons l'intervalle d'intégration (a, b) par les points x}, x2, …., #n-1 
(fig. 352, 353) en n parties égales; la longueur de chacune d'elles est 


=D 


Pour unificr les notations posons encore a = x,, b = x,. Désignons 
Par ie ay or (fig. 354) les milieux des intervalles partiels 
(ro, 41), (He #2), (#2 #3), … Posons 

SUxo) = Vos Jr) = vas (xs) = Yu 5 

Sas) © Yipu (xs) = ape, vor) = Yon, 


NAT T4 Lo T1 Tn= 
FIG. 352 FIG. 353 


O1 a Ty Ty ZT Ty 
FIG. 354 


16-1158 
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On appelle formules des rectangles les égalités approchées suivantes: 


b 

(0 dx & 15 ++. + Yn-a1), (1) 
& 

b 

(su: dx ñ — Ua + Ya +... + ÿn), (2) 
a 

+ b 

(rt dx = (ri Tant... + Yon 1 (3) 
a 2 


Les expressions (1), (2), (3) donnent les aires limitées par les con. 
tours polygonaux des fig. 352, 353, 354 (cf. $ 329, exemple 1). 

Dans la plupart des cas, pour un # donné, la formule (3) est plus 
précise que (1) et (2). Avec la croissance de n la précision des formules 
(1), (2), (3) croit indéfiniment. 

Remarque. La borne supérieure de l'erreur ab;olue donnée par la formule (3) est 

(b— a)! 
24nt Ms (4) 


où Af, est la plus grande valeur de |/f’’(x)| dans l'intervalle (a, b). Pour des 
fonctions empiriques on prend au lieu de 3f, la plus grande valeur de la grandeur 
à'y 
As | 

EXEMPLE. Calculons selon la formule (3) pour dix ordonnées {5 — 
= 10) la valeur approchée de l'intégrale 


1 
L= \ si (- + cs 0,785398...) , 


1 + 2! 
0 
Tin = 0,05 YViys = 0,9975 
Z3;a = 0,15 ÿ'ars = 0,9780 
Xsja = 0,25 Yes = 0,9412 
X1,a = 0,35 YrJa = 0,5909 
Zopa = 0,45 Ys1a = 0,8316 b — a | 
Ænps = 0,55 Yu = 0,7678 3 Fa 10 
up = 0,65 Yis;a = 0,7029 
Zisie = 0,75 Yasya = 0,6400 
Xirça = 0,85 Yaris = 0,5306 
Æivja = 0,95 Jista = 0,5256 
Z = 7,8561 
1° = 4 Sy 0,78561. 


L'erreur cst environ égale à 0,0002. 
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322 — 1 
1 + 2)" 
valle (0, 1) est égale à 2 (elle est atteinte pour x = 0). Portant dans (4) n# = 10, 
M, = 2, nous trouvons la borne supérieure de l'erreur absolue 0,00085. Cela signifie qu'il 
n'y a aucun sens à calculer les valeurs de ÿipr, ÿsys, etc., avec une précision supérieure à 
4 décimales. 

Nous obtenons en vertu des formules (1) et (2) (les valeurs y,, y, 
Var on sont rapportées au $ 331): I = 0,8099 et Z = 0,7599, autre- 
ment dit l'erreur est environ 50 fois plus grande. 


Nous avons f(x) = 2: La plus grande valeur de {f’’(x)}| dans l'inter- 


$ 331. Formule des trapèzes 


Nous avons avec les notations du $ 330: 


b 
(0 dx ? —£ [= +rtyst.. + vai . (t) 
a 


C'est la formule des trapèzes. Elle donne la somme des aires des 
trapèzes représentés sur la fig. 355 (cf. $ 329, exemple 2). 


b — at 
REMARQUE. La borne supérieure de l'erreur absolue est { + An, où Af, est 


la plus grande valeur de | f’’(x) | dans l'intervalle (a, b) (cf. $ 330, remarque). 
1 


; dx 
EXEMPLE. Calculons l'intégrale 7 — (= 0,785398 .) d'a- 
+ x? 
près la formule des trapèzes pour 11 ordonnées (n — 10). Nous avons: 

#, = 0,1 ÿ1 = 0,9901 
x, = 0,2 Ys = 0,9615 
x = 0,3 Ya = 0,9174 x, = 0,0 Ye = 1,0000 
£, = 0,4 Ya = 0,8621 Lo = 1,0 Vie 0,5000 
0e a = 0:7353 1 pasono 2" + 7 Te 
Æ, = , ÿ; = , 
s, = 0,7 ÿr = 0,6711 AT ON SES 1,0998) = 0,78498. 
a = 0,8 Ye — 0,6098 
x) = 0,9 Ye = 0,5525 

f=9 

DZ Y: = 7,0998. 


Gaz: XL TZ Te-1 Ta=Ù 


FIG. 355 
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L'erreur est environ 0,0004, comme pour la formule (3) du $ 330. 
Toutefois, cette formule nous a donné la valeur approchée par excès, 
alors qu'ici nous avons trouvé la valeur approchée par défaut. 


$8 332. Formule de Simpson 


Nous avons avec les notations du $ 330: 


= [2e 


b 
(re dx # T3n 2 + 


+ (ga + Ya + + Yu) + Vars + Vois +. + A) . (1) 


C'est la formule de Simpson. Elle donne la somme des aires des 
trapèzes mixtilignes +, MoMinMity 21M Mo nMg%g se (fig. 356) pour 
lesquels les arcs A10M,,M;,, MMinMf2, … de la courbe donnée y = f(x) 
sont remplacés par les arcs correspondants des paraboles d'axes verti- 
caux. Sur la fig. 356 on n'a représenté que la parabole Af4,M,,M, (cf. 
$ 329, exemple 3). 

Pour un même nombre d'ordonnées la formule de Simpson est dans 
la majorité des cas beaucoup plus précise que les formules des rectangles 
($ 330) ct la formule des trapèzes ($ 331). 


æ 
= D Cm DR D D D 


Lol 


Se 


0\E=T Ty D Ty Lg Ty=0 


FIG. 356 
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RemMARQUE. La borne supérieure de l’erreur absolue commise est 
(b — a) 
180(2n)° Ma (2) 
Ici Af, est la plus grande valeur de |/1V(x:) | dans l'intervalle (a, b). 
EXEMPLE. Calculons l'intégrale 
| 


dx 
I = es (= 0,785398...) 


d’après la formule de Simpson pour cinq ordonnées 


b—a 1 
(» 6 an eo) 
Ze —=0 = Ye = 0,50000 
Z17: = 0,25 2Y17s = 1,88235 
#1 = 0,50 ÿ1 — 0,80000 
Zap = 0,75 2ÿsJs == 1,28000 
Æa = 1,00 . Ya ” 0,25000 


somme 4,71235 


I= _ *4,71235 == 0,78539. 


L'erreur est environ 0,00001, autrement dit, elle est 40 fois plus 


petite que dans les exemples des $$ 330, 331, bien que le nombre des 
ordonnées soit ici deux fois moindre. 


Il est utile de comparer la formule de Simpson avec la formule des trapèzes. La 
première comporte le terme complémentaire 2 (ÿ11s + Ysys + …) qui est environ deux 
fois plus grand que la somme des autres termes. Cela signifie que l'expression entre crochets 
de la formule de Simpson est environ trois fois plus grande que M correspon- 

— 8 


est trois fois 
3n 


dante dans la formule des trapèzes. Conformément à cela le facteur 


plus petit que le facteur — : ‘ 


& 333. Aires planes en coordonnées rectangulaires 


L'aire du trapèze mixtiligne (aA Bb sur la fig. 357) situé au-dessus de 
l'axe OX s'exprime ($ 316) par l'intégrale 
b 
S = (st) ds. (1) 
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Pour le trapèze situé au-dessous de l'axe OX, on a 
b 
S = — (51 dx. (1) 


Si la figure est d'une autre forme, on la partage en trapèzes (ou on la 
complète jusqu'à obtenir un trapèze) et on détermine l'aire comme la 
somme (ou la différence) des aires des trapèzes. Le calcul est facilité 
par le choix adéquat du système de coordonnées rectangulaires. 

EXEMPLE 1. Calculer l'aire du segment parabolique AOB (fig. 358) 
si l'on connaît sa base (4B = 2a) ct sa hauteur (KO = h). 

Choisissons les axes comme l'indique la fig. 358. Partageons le 
segment AOB en trapèzes mixtilignes égaux OKB et OKA: 


h 
aire OKB = (; dx. (2) 
0 
Les coordonnées x, y sont liées par l'équation 
ÿ* = 2px. (3) 


Le paramètre p est déterminé par la condition que la parabole 


passe par le point B(4, a): 
at = 2ph. (4) 


Nous trouvons de (3) et (4): 


ve Ve (5) 


Portant dans (2) nous eo 


aire OKB = ASS 
ÿ» 


aire AOB = 2 aires OKB = + {2a) h, 


FIG. 357 FIG. 358 
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autrement dit l'aire du segment parabolique consfitue les 2 de l'aire du 
3 


rectangle A BB'A’ de même base et de même hauteur. 
AUTRE PROCÉDÉ. Complétons le segment parabolique 4OB jusqu'au 
+a 


rectangle AA°B’B. L'aire du trapèze complémentaire est ( x dy ou, en 


—4 
vertu de (5), 
h " 
1 
a jrs 
—4 
Cela signifie que 


aire AOB = 2ah— + : 20h = À: 20h. 


EXEMPLE 2. Calculer l'aire S comprise entre les paraboles y? — 
= 2px et x? = 2py (fig. 359). 
L’aire S est la différence des aires ONAL et OKAL. Les paraboles 
se coupent aux points O(0, 0) ct A(2p, 2p). Nous avons: 
2p 2h. : 
— z 2p) 
S = \ Vps as — (are ps = T3? 
( U 
autrement dit S cest égale au tiers de l'aire du carré ‘* OLAR. 
2 2 
EXEMPLE 3. AIRE DE L'ELLIPSE SN = À. 
ai b? 


S=2 (+ Vars — xi dx = nrab 


FIG. 359 FIG. 360 


(°2 En se basant sur le résultat de l'exemple 1, on peut calculer S par une voie 
élémentaire. 
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+1 y 
EXEMPLE 4. HYPERBOLE — —. — — À (fig. 360): 
a? b? 


x 
aire AMP — (- Ya dx = 
a 


= VE in EVE 2 mf£42), 
aire OAM = aire OPM—aire AMP = in (£ + +) | 
2 a b 
EXEMPLE 5. CYCLOÏDE (fig. 361): 
x = aft—sin f)}, y = a(i — cos (), 
2r 2x 
aire ONALO = (> dx = at a — cos f)° dt = 3ra', 
0 0 


autrement dit l'aire d'une cycloide est égale au triple de l'aire du cercle 
générateur. 


$ 334. Schéma d'application de l'intégrale 
définie 


On peut exprimer par une intégrale définie de nombreuses grandeurs 
physiques et géométriques (cf. $$ 335-338). On applique alors le schéma 
suivant. 

1) On fait correspondre à la grandeur cherchée U l'intervalle (a, b) 
de variation d’un certain argument. 

Ainsi, pour pouvoir exprimer par une intégrale l'aire a Bb sous la 
courbe 4B (fig. 362), nous la considérons dans l'intervalle (a, b) de varia- 
tion de l'abscisse x. 


FIG. 361 
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2) On partage l'intervalle (a, b) en intervalles partiels (a, x,), 
(Xy #a) ce (#n, d) (par la suite le nombre de ces intervalles tendra vers 
l'infini et leur longueur vers zéro). 

Supposons que la grandeur U se décompose en U,, U,, U,,... 
(fig. 362) dont la somme donne U. 

Les grandeurs possédant cette propriété sont dites additices. Il existe aussi des 


grandeurs non additives. Ainsi, l'angle compris entre les génératrices d’une surface conique 
est une grandeur non additive. L'angle AOB (fig. 363) peut étre mis en correspondance 


avec l'intervalle (a, b), où a = RA et b = RD sont les arcs de directrice comptés à partir 
d'un certain point initial R. Toutefois si l'on partage (a, b) en (a, c) et (c, b), la somme 
des angles correspondants AOC et COB ne donne pas l'angle AOB. 

Une grandeur additive peut être exprimée par une intégrale, alors qu'une grandeur 
non additive ne peut l'être. 

3) On prend en tant que partie représentative des U,, U,,... 
la partie U, qui s'exprime (en partant des conditions du problème) 
par une formule approchée de la forme 

Us = fx) (xs — xi), (1) 
dont l'erreur doit être un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport 
à #41 — #4. 

L'expression f{(x:) (x141 — #1) ou, plus brièvement, 

f(x) As (2) 
est appelée élément de la grandeur U. 

L'élément de l'aire aA Bb (fig. 364) est l'aire du rectangle x, KQ x4,1: 
l'erreur commise en prenant U;, pour valeur approchée est l'aire 
du triangle hachuré KQL ; c'est un infiniment petit d'ordre supérieur 
par rapport à 4541 — x = Ax; (l'aire KQL cest plus petite que l'aire 
KNLQ = KQ : KN = Ax; Ays, et cette dernière est un infiniment petit 
d'ordre supérieur par rapport à Ax:). 

4) De l'égalité approchée (1) découle l'égalité exacte 

b 


U= (1: de. (3) 


FIG. 363 
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EXPLICATION. Lorsque # croit, l'erreur commise sur la somme 
Le) rs — 20) + xs) ra — 21) + 0 + en) (nt — x) (4) 

(malgré l'accumulation des erreurs) tend vers zéro, car Îles erreurs 
commises sur les termes décroissent plus rapidement que ne croit Je 


nombre de termes. C'est pourquoi U cest la limite de la somme (4), autre. 
ment dit, 


b 
U = \f{x)dr. 


8 335. Aires plancs en coordonnées polaires 


L'aire S du secteur A4OB limité par la courbe AB ct les rayons OA et 
OB (fig. 365) s'exprime par la formule 


’ Es 
S »- 7 rue, (1) 
G1 


où r est le rayon vecteur du point variable Af de la courbe AB et o son 
angle polaire. 

EXPLICATION. On applique ici le schéma du $ 334 de la manière 
suivante. 

1) On fait correspondre à l'aire AOB l'intervalle (p,, ®.) de varia- 
tion de l'angle polaire. 

2) On partage l'intervalle (o,, +.) en intervalles partiels de sorte 
que le secteur 4OB se décompose en secteurs AOM,, M,OM;, etc.; 
la somme de leurs aires donne l'aire 4OB. 

3) On choisit M,OM; pour secteur 
représentatif. Remplaçons-le par le secteur 
circulaire 41,00; l'aire de ce dernier 


| 1 1 
TOM MQ=Srr Ag=r A9 


est un élément de l'aire AOB. L'erreur 
commise en prenant pour valeur approchée 


1 
aire M,OB, = — r° A? (2) 


est un infiniment petit d'ordre supérieur 
par rapport à Av. 

L'erreur est égale à l'aire du triangle mixtiligne 
AS,Q2!,, et Ne dernière est plus petite que 


aire QM,RAM, = _ (OM3 — OM) As = r Ars. 


FIG. 365 
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4) De l'égalité approchée (2) découle 
la formule (1). 

EXEMPLE. (Calculer l'aire OCDA 
(fig. 366) limitée par la première spire 
de la spirale d'Archimède ($ 75) ct par 
Je segment OA = a (pas de la spirale). 

Choisissant le système polaire comme 
indiqué sur la fig. 366, nous avons: 


PA 
2n * 


A l'origine O ct à l'extrémité À de la 
spire correspondent les valeurs FIG. 366 


p=0, = 27. 
En vertu de la formule (1) 
27 2r 


S = - (r do = … (os = rat, (3) 
0 


ün 


autrement dit, l'aire limitée par la première spire est trois fois plus petite 
que l'aire du cercle de rayon égal au pas de la spirale. Ce résultat est dû 
à Archimède‘*?. 


8 336. Calcul du volume d'un corps 
à bases parallèles 


Considérons un corps de forme arbitraire (fig. 367). Supposons que 
l'on connaisse l'aire F(x) de toutes ses sections parallèles au plan R (x 
est la distance de la section au plan R). Le volume du corps est alors 


T2 
y | {ride (1) 
Xi 
EXPLICATION. Partageons le corps en tranches parallèles; la zone 
N MKQmP est représentative de ces tranches. Construisons le cylindre 
NMKnmk. Son volume égal à F(x)Ax est un élément du volume F. 


Ji en découle la formule (1) (cf. $ 334 ct $ 335, explication). 
EXEMPLE 1. Calculer le volume V de la pyramide UABCDE 


(fig. 368) de hauteur UO = H dont la base est le polygone 4 BCDE de 
base S. 


€° Bien qu'Archimède n'ait pas introduit explicitement ni la notion d'intégrale n 
c:lle de limite. sa méthode s'identifie en fait avec la méthode du calcul intégral. 
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FIG. 367 


SOLUTION. Trouvons l'aire F(x) de la section 4,B,C,D.E, de la 
proportion 
F(:):S = UO!: U0' = x! : HA. 
En vertu de la formule (1) 
H H 


V=(rnare its sn. (2) 
0 


Cette formule est connue de la géométrie élémentaire mais sa démonstra- 
tion y est beaucoup plus compliquée. 

EXEMPLE 2. Calculer le volume de l'ellipsoïde ($ 173) d’axes 24, 
2b, 2c. 

SOLUTION. La section XLK'’L’ (fig. 369) parallèle à l'ellipse prin- 
cipale BC B”C’ et distante de À = OM est ($ 173) une ellipse de demi-axes 


M h 
d'=MK=b]1——, =ML=c1-—- 
a a 


FIG. 369 
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L'aire F(h) de la section est égale à ($ 333, exemple 3) 
F(h) = nb'c = de 


Il vient de la formule (1) 
+a a ! 

V = \ FO) dù = 2(n(1 +) dh = + rabc. (3) 
0 


Le volume du cône de base elliptique BC B'C’ et de hauteur OA = a est 
1 
V = 7 a 
(la formule se démontre comme celle de l'exemple 1), autrement dit, 


V1 = — rabc. Cela signifie que le volume d'un ellipsoïde est le quadruple 


de celui du cône dont la base est l'une des sections principales et le sommet 
le sommet opposé de l'ellipsoïde. Ce résultat a été trouvé par Archimède 
(pour l'ellipsoïde de révolution). 

Quand l'ellipsoïde devient une sphère (a = b = c), nous obtenons 


la formule connue V = — xri, 
3 


8 337. Volume de révolution 


Le volume V (fig. 370) limité par une surface de révolution et par 
deux plans P,, P, pcrpendiculaires à l'axe de révolution OX s'exprime 
par la formule 
Te 
V=n \ y'dx, (1) 
# 


où y — f(x) est l'ordonnée de la méridienne AB. 

REMARQUE. La grandeur ry est l'aire de la section circulaire paral- 
lèle à P,et P, (cf. $ 336). 

EXEMPLE. Calculer le volume du segment de paraboloïde de révo- 
lution (fig. 371) de rayon de la base 4B = r et de hauteur OA = h. 

SOLUTION. Comme au $ 333 (exemple 1) nous trouvons que la 
méridienne (la parabole) est représentée par l'équation 

rx 


= — 
T FR 
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FIG. 370 FIG. 371 


11 vient de la formule (1) que 


3 1 
Var (are nr, 
0 


autrement dit, le volume d'un segment de paraboloïde est égal à la moi- 
lié du volume d'un cylindre de méme base et de même hauteur. 
Ce résultat appartient à Archimède. 


$8 338. Longueur d'un arc de courbe plane 


La longueur s de l'arc de courbe AB défini en coordonnées rectangulaires 
dans le plan s'exprime par la formule 


!, 
\ YO + D'UP dt, (1) 
i, 


où # est un paramètre quelconque en fonction duquel sont exprimées 
les coordonnées courantes x, y ({ > #1). 

Si le paramètre n'est pas encore choisi, il est plus commode d'écrire 
la formule (1) sous la forme: 


(B) 
se \ Var rar. (2) 
(4) 
Les notations (4), (B) indiquent qu'on doit prendre pour limites d’inté- 
gration Îles valeurs du paramètre qui correspondent aux extrémités de 
l'arc AB. 
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En particulier, il est souvent com- 
mode de choisir l'abscisse x pour para- 
mètre. Nous avons alors: 


sr yiar. (3) 


Xi 


EXPLICATION. L’arc ÂIN et la corde 
MN sont des infiniment petits équivalents 
(fig. 372). Par ailleurs, 


MN = VMQT + ON' = FIG. 372 
= VAst + Ai ss Vaxt + d52. 
Par conséquent, nous avons 


AIN = Yd:1 + dy!. 


Cela signifie que l'expression l/dx24- dy? (elle est proportionnelle à 
l'accroissement Af de l'argument !) cst l'élément (la différentielle) de 
l'arc AB. Conformément au schéma du 8 334 nous obtenons la for- 
mule (2). 

Le calcul de la longueur d’un arc est appelé la rcclificalion de l'arc 
de courbe. 

EXEMPLE. Calculer la longueur d'un arc de cycloide ($ 253) x — 
= a(t — sin f), y = a(i — cos t). 


SOLUTION. 
(£)'+ (2) = 8 Va ces 19 + sint t = a W2{(1 — cos t) == 2a sing |, (4) 
2n 
s= (2e sin — di = 8a. (5) 
0 


La longueur d'une arche de cycloïde a pour valeur quatre fois le dia- 
mètre du cercle générateur. 


Si nous calculons la longucur totale de deux arches de cycloide d'après la formule 
4n 


{ 
s= \ 2a sin -- dx, nous obtenons zéro. L'erreur tient à ce que dans l'intervalle 


(27, 4x) nous avons: 


! . { 
sin | =—sn— (« non + sin +.) : 


REMARQUE. Quand nous mesurons la longueur d’un sentier tor- 
tueux en comptant les pas ou la longueur d'un fleuve sinueux sur la 
carte à l’aide de l'échelle, nous sous-entendons par là que l'arc et la 
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corde sont équivalents. Cette propriété résulte donc de l'expérience 
quotidienne. Toutefois, si nous ne voulons pas adopter cette propriété 
en tant qu'axiome, mais la démontrer mathématiquement, nous devons 
partir d'une certaine définition de la longueur d'un arc de courbe. 

DÉFINITION. La longueur d'un arc de courbe dans le plan ou l'espace 
est la limite du périmètre de la ligne polygonale inscrite lorsque le nombre 
de points de division de la ligne croît indéfiniment, chaque intervalle partiel 
tendant vers zéro. 

On peut démontrer à partir de cette définition que AIN æ MN. On en déduit aussi 
directement la formule (1), de sorte que le schéma du $ 334 semble superflu. Or, en fait 
ce schéma figure dans la définition méme. | 

On peut définir autrement la longucur d'un arc de courbe, par 
exemple comme la limite de la ligne brisée circonscrite. Cette définition 
est équivalente à la précédente. 


& 339. Différentielle de l'arc 


La différentielle de la longueur d'un arc de courbe ou la différentielle 
d'un arc de courbe tout court s'exprime ($ 338, explication) par la formule 


ds = Vds + dy. (1) 
Si on prend x pour argument, alors (fig. 373) 
dx MQ, dyr=QP, ds= YMQ +0Pi= MP, 
autrement dit, {a différentielle de l'arc exprime la longucur du segment 
de la tangente compris entre le point de tangence et le point d'intersection 


avec l'ordonnée ayant subi un accroissement. 
ExEeMPLE. La différentielle d'un arc de cycloïde est (cf.exemple & 338) 


ds = Vds + dj =0a VAN — cos i) dt = 2a sin + di 
(OLIS 2n). 


& 340. Longueur d’un arc de courbe 
et sa différentielle 
en coordonnées polaires 


La longueur de l'arc AB (fig. 374) s'exprime en fonction des coor- 
données polaires r, @ par l'intégrale 
(B) 


s = \ Vars +r'dt. (1) 
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FIG. 373 FIG. 374 


La différenticlle de l'arc s'exprime par la formule 
ds = dns + rags. (2) 
EXPLICATION. Décrivons du point O comme centre (fig. 374) une 
circonférence de rayon OM = r. Son arc MK (= rAo®), le segment 


KN (= Ar) et l'arc MIN (= As) de la courbe AB forment le triangle 
mixtiligne d'angle droit au sommet K. Bien que pour un tel triangle 
le théorème de Pythagore ne soit pas rigoureusement exact, toutefois 


quand l'arc MN est infiniment petit, le carré de l'ehypoténuse + est 
équivalent à la somme des carrés des « côtés s: 


IN eV xx + KM, 


autrement dit, 
As = Var + r'Ag! = Vars + r'dot, 


Par conséquent, l'expression }’dr? +r?d@? cest l'élément (la différen- 
tielle) de l'arc s. 

REMARQUE. La formule (2) du présent paragraphe peut être obte- 
nuc de (2) $ 338 par la substitution 


dx = d(r cos @) = cos @ dr — r sin œ de, 
dy = d(r sin ç) = sin @ dr + r cos © dy. 


EXEMPLE. Menons par le point O de la circonférence de rayon a 
le rayon OK (fig. 375). A partir du point Z où la droite OX coupe à 
nouveau la circonférence, on porte le segment LAf=2a dans la direction 
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du rayon OK ‘*®. La courbe décrite par le 
point 41 lors de la rotation du rayon est 
appelée cardioïde ®®, Calculer sa longueur. 
SozurTion. Choisissons le système 
polaire comme sur la fig. 375. Nous 
avons: 
OL = OA cos @ = 24 cos ©, } 
r = OL + LM = 2a(cos © + 1). 


(3) 


Quand © parcourt l'intervalle (— x, 
FIG. 375 + r), la cardioïde est entièrement décrite. 
Sa longueur est en vertu de (1) 


+ 
s= \ Viaï(i + cos @)" + 4at sin'» do = 
—# 
+ + 
2 \ V2 + 2cos @ dy = 4a ( cos 2 do =16a. (4) 
—r — 
REMARQUE. On peut obtenir la cardioïde comme la trajectoire 
du point du cercle Opg (fig. 375), roulant sans glisser sur la circonfé- 


rence ONAL de même rayon. On voit de (4) que /a longueur d'une car- 
dioïde a pour valeur huit fois le diamètre du cercle généraleur. 


On peut décrire la cardioïde en faisant varier @ de zéro à 2r. Mais si nous calculons 
2r 


sa longueur d'après la formule s «= 44 ( cos? 49, nous obtenons zéro. La cause de l'er- 


0 
reur est indiquée au $ 338 (en petits caractères). 


& 341. Aire de révolution 


L'aire S engendrée par l'arc AB tournant autour de l'axe OX s'exprime 
par l'intégrale 
(B) 
S = \ 2ry ds, (1) 
(4) 


(°2 Quand la droite est tangente à la circonférence au point O, les segments égaux 
à 2a sont portés à partir de O des deux cètés (OA, = OM, = 2a). 
Ce) Pour plus de détails cf. $ 508. 
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où y est l'ordonnée de la méridienne AB, ds —}dx2+ dy? la 
différentielle d'un arc de AB ($ 339), (4) et (B) les valeurs cextrè- 
mes du paramètre en fonction duquel sont exprimées les coor- 
données. 

EXPLICATION. Partageons la surface ABB’A° (fig. 376) en zones 
parallèles et remplaçons chaque zone ANN'M” par la surface latérale 
d'un cône tronqué de même base. Les aires de ces surfaces sont équi- 
valentes. C'est pourquoi 


aire MNN°'M° & n(P3f + ON) AIN. (2) 


Comme PM + ON = 2y+ Ay, MN£& MN = As,on a 
aire AMNN'A!’ = n(2y + Ay) As = 2ryAs. (3) 


J1 en découle la formule (1). 
ExEMPLE. Trouver l'aire engendrée par la cycloïde tournant autour 


de sa base. 
SozuTtiox. Nous avons (58 338, 339): 


ds = 23 sin d (0<StS 2n), 


2r 27 
t { 64 
S — ( 2natt — cos {) - 24 sin 7 4 = Bat (sin à di = À rot, 
0 1) 


A titre de comparaison prenons l'aire de la section axiale (autrement 
dit, le double de l'aire de la cycloïde) 6xa? ($ 333). L'aire de révolution 


lui est supérieure de 3 + fois 


FIG. 376 LL 
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REMARQUE. Pour démontrer l'équivalence de l'aire de la zone 
MNN'M" et de celle de la surface latérale du cône tronqué, il faut défi- 
nir la notion d'eaire d'une surface courbe ». Une telle définition est donnée 
au $ 459. Etant donné qu'elle est compliquée, on introduit souvent la 
définition particulière suivante (conforme à la définition générale). 

L'aire de révolution est la limite de l'aire engendrée par une ligne 
polygonale inscrite en rotation dont le nombre des côtés augmente 
indéfiniment, chacun d'eux tendant vers zéro. 

On peut déduire directement de cette définition la formule (1) 
(cf. $ 338, remarque 1). 


SIXIÈME PARTIE 


Notions fondamentales sur 
les courbes planes et gauches 


& 342. Courbure 


Soient M et A1” deux points de la courbe L (fig. 377); les tangentes en 
M et M” orientées dans le même sens de parcours sur la courbe font 


de l'angle « à la longueur de 


entre elles un angle w. Le rapport 
MM 


l'arc “MM est appelé courbure moyenne de l'arc MM”. 11 est admis de 
mesurer l'angle « en radians. 

La courbure moyenne d’un segment de droite (sa tangente coïncide 
avec la droite elle-même) est nulle, celle de tout arc de circonférence 


de rayon R est égale à. 


La dimension de la courbure moyenne est inverse de celle de la 
longueur, autrement dit, quand on modifie l'échelle, la mesure numérique 
de la courbure varie en raison inverse de la mesure numérique de la 
longueur des segments. 

DÉFINITION. On appelle courbure de la courbe L au point Af la 


limite de la courbure moyenne de l'arc MM quand Àf° tend vers A1. 
La courbure est désignée par la lettre C: 


C = lim a 
AU '-0 AM 


(1) 


La courbure en tout point d’une droite est 
nulle, la courbure en tout point d'un cercle de 


1 
rayon À est égale Fo . Pour toute autre 


courbe, la courbure varie d'un point à l’autre. En 
certains points elle peut être nulle. Au voisinage 
FIG. 377 de tels points la courbe ressemble à une droite. 
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REMARQUE. Nous cstimons que la courbure (si elle n'est pas nulle) 
est une grandeur positive. On peut affecter la courbure d’une courbe 
plane d’un signe, alors qu'on ne peut le faire pour une courbe gauche 
(cf. & 364). 


$8 343. Centre, rayon et cercle de courbure 
d'une courbe plane 


Soit Af’ (fig. 378) un point décrivant la courbe plane L en tendant 
vers un point immobile Af où la courbure n'est pas nulle. Alors le point 
C’ où la normale immobile AZN coupe la normale MN” tend vers un 


point C situé à une distance AfC — - ® de M. Le rayon AC est 


alors orienté dans le sens de la concavité de la courbe Z. 

Le segment A{C est appelé rayon de courbure, le point C centre de 
courbure de la courbe L (au point 7). 

Le rayon de courbure cest désigné par À ou p. Les grandeurs À ct C 
sont inverses, c'est-à-dire 


1 


FPE (1) 


et 
1 
Fe: (2) 


Le rayon de courbure d'une circonférence est égal à son rayon, 
le centre de courbure coïncide avec son centre. 

On donne le nom de cercle de courbure de L en M ou de cercle oscu- 
lateur au cercle de centre C (fig. 379) et de rayon R — MC. 

Dans le sens du rayon de courbure croissant (sur la fig. 379 à droite 
de 4f) la courbe ZL est située à l'extérieur du cercle de courbure, dans 


€) Dans le triangle 31C’Af° (fig. 378) l'angle C’ est égal à l'angle & (angles à côtés 


orthogonaux), C’Af’3f = 90° — À, où l'angle À = A£M'D cest 1DHENRent petit (il est plus 
° er 
petit que «w). D'après le théorème des sinus nous avons A4fC’ = eng A) MM'= 


sin &w 
AA" : FR à 
= COS À ro Passons à la limite et tenons compte de ce que AfAf” s AIM’, sin os 


æ &w et cos À —+ 1. Nous obtenons: 
TL 
= l:lim 
En, 
CA) Mh1° 


mli:cC. 


AMC = lim 
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2? 


FIG. 378 FIG. 379 FIG. 380 FIG. 381 


le sens du rayon décroissant (sur la fig. 379 à gauche de A) à l'intérieur. 
C'est pourquoi le cercle de courbure traverse en général la courbe au 
point de contact. 

Dans les cas exceptionnels où Je rayon de courbure admet au point 
M un extrémum, la courbe L est entièrement intéricure au cercle de 
courbure (en présence d'un maximum, fig. 380) ou complètement exté- 
ricur (en présence d'un minimum, fig. 381). Dans le premier cas le point 
de contact cst l'extrémité du petit axe de l'ellipse, dans le second l'ex- 
trémité de son grand axe. 

REMARQUE. Si la courbure au point Af de la courbe L est nulle, le point d'intersec- 


tion des normales A{N et Af°N” s'éloigne indéfiniment de Af quand 4f° tend vers M. On 
écrit alors pour ce point À = ©. 


& 344. Formules de la courbure, du rayon 
et du centre de courbure d'une courbe plane ‘*? 


La courbure de la courbe y = f(x) se calcule d’après la formule 
TT " 
le rayon de courbure d'après la formule 
Lu+y)r 

FAR 
les coordonnées du centre de courbure C d’après les formules 


1+ 71 1+ 3 
ER. Joy +. (3) 


C = 
(2) 


R 


*c=x— 


Ce» Les formules correspondantes pour une courbe gauche sont données au $ 363. 
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Si y” = 0, la courbure est nulle, le rayon de courbure infini, et le 
centre de courbure n'existe pas. Il en est toujours ainsi, par exemple, 
aux points d'inflexion (cf. & 283). 

Les formules (1)-(3) sont remplacées par des formules symétriques 
si la courbe est donnée par les équations paramétriques x = f,(1), 
y = fat). Dans ce cas on a | 

c= LE = Ya] 


(æ3 + y)ass , (1) 


(es + pr 
NET ÆT ZA (un) 
m4 y + y, 
ICS Y Jo Y+top pt: (111) 


Les accents signifient la dérivation par rapport au paramètre 1. 
Les formules (1)-(3) s'’obtiennent de (1) - (III) si l'on pose x = f (dans 
ce cas x’ = 1 et x”’ = 0). Si l’on pose y = # (alors y” = 1 et y” = 0), 
autrement dit, si l'équation de la courbe est donnée sous la forme x = (y), 
alors, au lieu de (1) - (3), nous obtenons les formules suivantes: 


Ix”| 
CE , (la) 
A +zxt)tn 
Fe er * (22) 
(1 + x! 
xc=sx+ LE , yomy— (3a) 


L'existence des dérivées x’, y, x”, y” au point À de la courbe considérée assure 
la courbure en ce point. La proposition inverse n'est pas vraie: il peut arriver que la courbe 
possède une courbure au point 4 et que les dérivées x”, y, x”, ÿ’’ (l'une ou plusieurs) 
n'existent pas. Les formules (1) - (111) ne sont alors plus valables et cela montre que le 
paramètre a été mal choisi. Cf. cxemple 1 (texte en petits caractères). 

EXEMPLE Î. Trouver la courbure, le rayon et le centre de cour- 
bure C au sommet À (0, 0) de la parabole y? — 2px (fig. 381). 

SOLUTION. Le plus simple est de prendre pour argument l'ordon- 
née y; nous trouvons alors de l'équation donnée 


7 7 de 
x 2p , x ? » x’ ? e (4) 
Nous avons au sommet de la parabole 
Î 
x = m—, 
0, (5) 
Trouvons d'après les formules (1a) - (3a): 


Cm Rep, scæp, Yc=0. (6) 
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Le rayon de courbure au sommet de la parabole est égal à son paramätre, 
autrement dit, le foyer F partage le segment AC en son milieu. 


Si nous prenons pour argument l'abscisse x de la parabole y" = 2px, alors au lieu 
de (4) nous obtenons (cf. $ 250) 


y = Ë ÿ—À (7) 
»° y” 

Au sommet de la parabole (x = 0, ; == 0) les dérivées y, y’ n'existent pas, de sorte 
qu'on ne peut pas utiliser directement les formules (1) - (3). Toutefois pour tous les 
. autres points de la parabole, les formules (1) - (3) sont valables, et après avoir effectué 
la substitution (7) elles s'écrivent: 


?" 
TE TL 


PR Lt 2 di 

pt [] 
- » 3 2e 9 
ca + += Sr + Ph vo — ST. (9) 


Si nous posons ici x = 0, y — 0, nous retrouvons les valeurs (6). Ainsi, nous avons 
trouvé les limites des grandeurs C, R, xc, ÿc quand le point de la parabole tend vers 
son sommet. 

EXEMPLE 2. Trouver le rayon et le centre de courbure aux sommets 
d'une ellipse de demi-axes a, b (fig. 382). 

SOLUTION. Le plus simple est d'utiliser les équations paramétri- 
ques de l'ellipse ($ 252) 

x = a cos fé, y = b sin 4. 
Nous en tirons 

x =m—asint, ÿ =b cost; 

x" = — a cos {, Y’=—bsint. 
Nous obtenons alors d'après les for- 
mules (II) et (III): 


(a* sin° # + b? cos! 1)9/2 


R= — , (10) 
= ENT, 
1 
(a! — b') sin? { D 
PE . 


Au sommet A(a, 0), où { — 0, nous 
avons: 


ps 
R=—, fc ÿc=0. (12) FIG. 362 
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T 
Au sommet B(0, b), où { = —, nous avons: 
2 


Rom, xc=0, ye=- ET. (13) 


REMARQUE. Formant l'équation de la tangente à l'ellipse ($ 252) 


bcost-X +asint-Y —ab= 0, 


nous trouvons que sa distance au centre ($ 28) est 
d = ee . 
Var sin? $ + b? cos! # 


Comparant avec (10), nous trouvons que 


autrement dit, le rayon de courbure d'une ellipse est inversement propor- 
tionnel au cube de la distance du centre à la tangente au point correspon- 
dant. En particulier, nous trouvons de (12) et (13): 


Ra:Rob=b':a1. 


8 345. Développée d’une courbe plane 


On appelle développée d'une courbe plane L le lieu géométrique L’ 
de ses centres de courbure. Les formules (III), (3) et (3a) du $344 don- 
nant les coordonnées xe, j'« du centre de courbure sont simultanément 
les équations paramétriques de la développée [dans les formules (3), 
(3a) le paramètre est respectivement x ct y]. Eliminant le paramètre 
nous obtenons l'équation reliant les coordonnées de la développée. 

* EXEMPLE 1. Trouver la développée de la parabole 


y? = 2px. (1) 
SOLUTION. Prenons comme paramètre l'ordonnée y. Portant dans 


1 
les formules (3a) du & 344 les expressions x” — Let x” = = , nous ob- 


? 
tenons 
KR} L 3 +1 
sc = + + T5 th (2) 
{41 3 
Al ED 27 (3) 


p' p" * 
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Ce sont les équations paramétriques de la développée (le paramètre est 
y). Pour éliminer y, représentons le système (2)-(3) sous la forme 


2 
ZsPac—?)=3,  P'yc=—r. 
Elevons les deux membres de la première équation au cube et les deux 


membres de la seconde au carré. Egalant les premiers membres nous 
obtenons l'équation de la développée 


27pyc = Blxc—#}. 
La développée est une parabole semi-cubique (fig. 383). 
EXEMPLE 2. Trouver la développée d’une cycloïde. 
SozuTion. Nous trouvons des équations paramétriques de Ja 
cycloïde ($ 253) 


x = aff — sin f), yÿ = a(1 — cos ft) (4) 
en vertu des formules (III) du $ 344: 
xc=aft+sinf)}, yc——a(l— cos f). (S) 


La parenté des équations (4) et (5) n'est pas due au hasard; si l'on 


introduit un nouveau paramètre f” à l’aide de la relation 
t=l+n, (6) 
es équations (5) s’écriront 
Zçc = 74 + alt” — sin f'}), 
sc = — 2a + a(i — cos 7 


(7) 


Cela signifie que /a développée L’ de la cycloïde L est ne cycloïde 
égale à la première et construite comme l'indique la fig. 384. 


FIG. 383 FIG. 384 
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On voit de (6) que les rotations des cercles générateurs aux points correspondants 
des deux cycloïdes différent de 180°; en particulier au sommet de l'une des cycloïdes 
correspond le point de départ de l’autre. 


S& 346. Propriétés de la développée 
d’une courbe plane 


PROPRIÉTÉ 1. La normale à la courbe L est tangente à sa développée L’ 
au centre de courbure correspondant. 

EXEMPLE 1. La normale ÀAf,C, à la cycloïde L (fig. 384) est tan. 
gente à la cycloïde L’ au centre de courbure C,; de la première cycloïde. 


ExPcicaArTion. Soient p et q les centres de courbure sur les normales PP’, 0Q° à la 
courbe L (fig. 385). Supposons que le point P soit immobile et que le point Q tende vers P. 
Alors le point g décrit un arc gp de la développée L’ et tend vers p. Le point a où la normale 
immobile coupe la normale mobile tend aussi vers p {en vertu de la définition du centre 
de courbure). Dans le triangle pga l'angle p est plus petit que l'angle extérieur PaQ — 
de sorte qu'il est infiniment petit. Cela signifie que la sécante gp tend à coïlncider avec 
PP’, autrement dit PP’ est la tangente à la développée: le point de tangence est Je 
centre de courbure p correspondant au point P. 


PROPRIÉTÉ 2. Supposons que le rayon de courbure R de la courbe Z 
croisse lors du mouvement du point P vers le point U (fig. 385). Alors 
la longueur de l'arc pu de la développée L’ est égale à l'accroissement 
du rayon de courbure de la courbe L: 


fu = Ry — RP. 


ExEMPLE 2. Le rayon de courbure de la cycloïde L (fig. 384) 
au point O est nul; il croît sur l'arc OM, et au point Af, il est égal à 
M4Ca = 4a (cf. exemple 1). En vertu de la propriété 2, la longueur de 
l'arc OC, de la cycloïde L’ est égale à 4a — 0 = 4a (cf. & 345, exemple 2). 


Exrvcication. Divisons l'arc pu de la développée L’ en arcs particis pq, 4, etc., dont 
le nombre tendra vers l'infini. Supposons que tous les arcs pq, gf, … soient des infiniment 
petits du même ordre. Les arcs correspondants PQ, QT, … 
de la courbe L sont des infiniment petits du même ordre. 
Les différences Pa — Qa, Tb — Qb, etc., sont des infiniment 
petits d'ordre supérieur. Comme 


pa + ag = (Pa — Php) + (04 —Qa) = 0g — Pp +(Pa —Qa) 
et de même pour les lignes brisées ob, fcu, …., le périmètre 
de la ligne brisée pgiu diffère de la grandeur 

(Qg — Pp) + (Tt — 09) + (Un — Ti) + = Uu — Pp 


d'un infiniment petit (qui s'obtient par l'accumulation 
des infiniment petits d'ordre supérieur). 

Cela signifie que la longueur de l'arc pu de la déve. 
loppée, qui est la limite de la longueur de la ligne brisée 
FIG. 385 circonscrite, est égale à Uu — Ph. 
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REMARQUE. S'il y a sur l'arc de la courbe Z des points de rayon 
de courbure extrémal, la propriété 2 n'est plus valable. Ainsi, aux points 
M et A, (fig. 384) de la cycloïde L les rayons de courbure sont identi- 
ques, alors que la longueur de l'arc C;C,C,; n’est, bien entendu, pas nulle. 
La propriété 2 n'est plus valable parce qu'au point Àf, le rayon de cour- 


bure admet un maximum. L'’arc CC, est égal à M,C, — MC, 
l'arc CC, est aussi égal à MyC,— MC; (et non à Af,C; — MiCy). 


8 347. Développante d’une courbe plane 


La courbe plane L peut être obtenue à partir de sa développée L’ par 
ja construction mécanique suivante. 

Enroulons sur la développée L’ un fil flexible et inextensible, puis 
tendons-le suivant pP (fig. 385). Si l'on déroule le fil, son extrémité 
libre située en P à l'instant initial déerit la courbe L. 


ExreLicatION. Le fil tendu reste tangent à L’. S'il quitte la développée au point g, 
son extrémité libre augmente de la longucur de l'arc pg, autrement dit ($ 3146, propriété 
2 de Qg — Pp. L'extrémité libre devient égale à Pp + (Qg — Php) = Qg et l'extrémité 
du fil cofncide avec le point Q. 

Cette construction nous conduit à la définition géométrique sui- 
vante. 

DÉrFiNtTION. Choisissons sur la courbe L” (fig. 385) le sens des 
arcs croissants (l’un quelconque des deux possibles, par exemple de # 
vers p); portons dans ce sens sur les tangentes les segments (Ur, !T, 
Qg, …) dont les longueurs décroissent avec la croissance de la longueur 
de l'arc. Le lieu géométrique L des extrémités de ces segments est 
appelé développante de cette courbe. 

Toute courbe plane L’ possède une infi- 
nité de développantes (PS, P,S,, P,S, sur la 
fig. 386). Pour chacune d'elles la courbe L’ est 
la développée. 

Les développantes de la courbe L’ sont les 
trajectoires orthogonales de ses tangentes (autre- 
ment dit, elles coupent toutes les tangentes 
sous un angle droit; cf. $ 346, propriété 1). 

Sur la développante d'une courbe gauche 
cf. $ 362, remarque 2. FIG. 386 
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& 348. Courbe gauche définie paramétriquement 


Une courbe gauche, intersection de deux surfaces, est représentée par 
un système de deux équations reliant x, y, z (cf. $ 170). 

Une courbe gauche, trace d'un point mobile, est représentée par 
le système de trois équations: 

xæf(t), y=çut), s= vtt) (1) 

exprimant les coordonnées du point en fonction du paramètre { (en méca- 
nique ce paramètre est habituellement le temps). Les équations (1) 
sont appelées les équations paramétriques d'une courbe gauche (cf. $ 251). 

On prend fréquemment pour paramètre l'une des coordonnées, 
par exemple x. Les équations de la courbe s'écrivent alors 


y=ç{x), 2: 9(x) (2) 
(la première équation (1) devient l'identité x = x). 


Les équations (2) ne permettent pas de représenter une courbe située dans un plan 
perpendiculaire à l'axe OX (pour cette courbe tous les points ont la mème abscisse). 


Si l'équation d'une surface se transforme en identité après substi- 
tution des expressions (1), la courbe (1) est située sur cette surface. 

Toute courbe peut être représentée paramétriquement d'une 
infinité de manières. Si l'on connaît un système d'équations paramé- 
triques, on en obtient tout autre en remplaçant # par une certaine fonc- 
tion d'un nouveau paramètre f’. 

La projection de la courbe (1) sur le plan z = c (en particulier sur 
le plan de coordonnées XOY) est représentée par les équations 


xæf(t), y=el) z=c. (3) 
L'équation z = c est souvent sous-entendue. Il en est de mème pour 


les projections sur les plans x = a et y = b. 
EXEMPLE. Les équations paramétriques 


x=—2+1, y = 3 + 21, s=1—2 (la) 


représentent une droite. 
Si on prend x comme paramètre, cette même droite sera représen- 


tée par les équations 
x=2x+7, 22=—2r—3. (22) 


La droite (la) est située sur la surface 


E——m——— (4) 


(paraboloïde hyperbolique), car l'égalité (4) devient une identité quand 
on y porte les expressions (1a). 
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La droite (la) est aussi sur le plan 
Y+:—4— 0. (5) 


Par conséquent, la droite (1a) appartient à l'intersection des surfaces 
(t) ct (5). 
Il n'en découle pas que les surfaces (+) et (S) ne se coupent qu'aux points de la droite 


(1a). Le plan (5) coupe le paraboloïde (4) suivant deux génératrices rectilignes ($ 180); 
l’une d'elles est précisément la droite (1a). 


Prenant l'expression { = 2 + l, du paramètre { en fonction 
2 


d'un nouveau paramètre #”, nous obtenons d'autres équations paramé- 
triques de cette même droite: 


Î 
tm, pe T+, s=—3—1". (1b) 


La projection de la droite (la) sur le plan XOY est représentée par 
les équations paramétriques 


xm—2+1, y=3+2 (32) 


(on sous-entend l'équation : = 0). Nous obtenons de (1b) l'équation de 
cette même projection sous la forme 


1 L CL 
ho >=7+4, (3b) 


etc. Eliminant le paramètre, nous obtenons dans les deux cas y = 2x +7. 


& 349. Hélice circulaire 


Supposons qu'une génératrice QR d'un cylindre circulaire tourne unifor- 
mément sur la suriace du cylindre. Alors le point A7 (fig. 387) se dépla- 
çant de façon uniforme sur la génératrice décrit une courbe AMC 
appelée hélice circulaire. On appelle rajon de l'hélice le rayon a du cylin- 
dre sur lequel est tracée l'hélice. 

Si l'on observe le mouvement du point ÀAf du côté de la base vers 
laquelle il se déplace, la génératrice tourne soit dans le sens inverse des 
aiguilles d’une montre (sens positif), soit dans le sens des aiguilles d’une 
montre (sens négatif) (*. Dans le premier cas l'hélice est dite de sens 
direct (fig. 388,a), dans le second cas de sens indirect (fig. 388,b). 


(92 Si le point Af se déplace sur l'hélice dans le sens contraire, nous l'observons alors 
du côté de l'autre base, mais le sens de la rotation de la génératrice change lui aussi. Par 
conséquent, le sens positif de la rotation reste positif et le sens négatif, négatif. 
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FIG. 387 FIG. 388 


Le chemin rectiligne AC = h (fig. 387), parcouru par le point Af 
sur la génératrice au cours d'une rotation complète de cette dernière, 
cst appelé le pas de l'hélice. Le pas de l'hélice de sens direct est estimé 
positif, celui de l’hélice de sens indirect négatif. 

On ne peut faire coïncider les hélices de sens direct et indirect (de 
même rayon et d’un pas identique en valeur absolue). Elles sont liées 
par une symétrie-miroir. 

REMARQUE. Si l'on déroule sur un plan une surface cylindrique, la 
circonférence AQB (fig. 387) donne une droite perpendiculaire À Ja 
génératrice. Comme le segment QM est proportionnel à l'arc A4Q: 


Qt : AQ = h : 2na, (1) 


l'hélice donne dans le développement une droite (AA sur la fig. 389). 
Sa pente Y par rapport à la génératrice est déterminée par la formule 


AQ a 
CY= Gun “5 (2) 


où b = ns . 
27 
EQUATIONS PARAMÉTRIQUES DE L'HÉLICE CIRCULAIRE. Prenons pour 
axe OZ l'axe du cylindre (fig. 387), l'axe OX passant par un point quel- 
conque À de l'hélice. Considérons comme paramètre f l'angle de rotation 
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du plan de la section axiale OOMR à partir de la position initiale OAC. 
Nous avons alors 


z=0P=ac0st, y=PQmasint, s=QM = bt. (3) 


Les deux équations y = a sin f, z — b{ représentent la projection 
de l'hélice sur le plan YOZ. Cette projection est une sinusoïde. La pro- 
jection sur le plan XOZ est aussi une sinusoïde et la projection sur le 
plan XOY une circonférence. 


$ 350. Longueur d'un arc de courbe gauche 


La longueur de l'arc AB d'une courbe gauche s'exprime par l'intégrale 
<. dx \? d ds \! 
“a x AY 7 
| SE () (x) q 


(3) 
= (Var rar ra. (2) 
(4) 
La différentielle de l'arc est égale à (cf. $ 339) 
ds = Via + dy + dim Var + y + ai di. (3 
EXEMPLE 1. Trouver la longueur s, d'une spire de l'hélice circu- 


ou 


laire. 
SozuTion. On obtient de la formule (2) en tenant compte des for- 
mules (3) du $ 349: 


2r 
a = À Vite cos + Tata sin 0 + NI = 
0 
2r 
ge \ Var sit 1 at cost + Didi = 2n Var + di, (4) 
0 


autrement dit, la longueur d'une spire de l'hélice circulaire est égale à 
l'hypoténuse du triangle dont l'un des côtés (2xa) est égal à la circonjfé- 
rence de la base et l'autre (2xb) au pas de l'hélice (cf. $ 349, remarque). 

Si l'origine de l'arc est immobile et l'extrémité varie, la longucur 
de l'arc est une fonction du paramètre { et, par conséquent ($ 348), 
peut être elle-même adoptée comme paramètre. 


17-158 
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EXEMPLE 2. Ecrire l'équation de l'hélice circulaire en prenant 
pour paramètre la longueur de l'arc comptée à partir de l'origine { = 0, 
SozutTion. Nous trouvons comme dans l'exemple 1: 


! 
s=( Var ant rares ra at +bt}. (5) 
0 


Exprimant # en fonction de s et portant sa valeur dans (3) $ 349, nous 
obtenons: 


Æ = a cos ÿ = a sin 


as ‘rs 


s 


$ 351. Tangente à une courbe gauche 


Une droite AT est la tangente à la courbe (Z) au point Af(x, y, 2) 
si la sécante A7A1” tend vers la position AIT lorsque A1” tend vers A 
(cf. $ 225). 
Si la courbe (Z) cst donnéc par les équations paramétriques 
x — f(), y = o(t), &æ = gs), (1) 
on peut prendre pour vecteur directeur ($ 143) de la tangente le vecteur!” 
dx dy ds 
fre art Va (2) 
ou le vecteur colinéaire 
dx dy ds 
t = Pr & 4. . (3) 


Son module étant égal à l'unité **, on appelle le vecteur t vecicur uni- 
laire de la tlangente. 

Les coordonnées du vecteur t sont les cosinus directeurs ($ 144) 
de la tangente 


nés cos Bæ 4, Sd 77 (4) 


(sur la fig. 390 « — AMT, B— BMT, y = CM). 


EXPLICATION. On peut considérer comme vecteur directeur de la sécante 
—+ 
le vecteur AMM’= (Ax, Aÿ, Ar} et, par conséquent, les vecteurs colinéaires 


{> Le vecteur r’ est la dérivée du rayon vecteur r{z, y, zx} (cf. théorème du $ 355). 


(°°) &) +(2)'+ ds\" dx +dyÿ"+ ds PE 
(S à) (5) - ds ds“ 
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+ 
MAC Le, 2, Se — 
te L— 1 — , — , me 

ni MM" 


Az À Âs 
= 5: 7, &] Les formules (2) et (3) 
s'obtiennent par passage à la limite. 
x 
Nous avons de la fig. 390 cos CMAf° — 
MC ES Le passage à la limite donne 
MM’ As 
c05 Y = . Nous obtenons de mème Îles deux 


FIG. 390 


autres formules (4). 
Les équations symétriques de la tangentc ($ 150) s'écrivent 


X — = Y—y Z—5: 
Les accents désignent les dérivées par rapport à un paramètre quelcon- 
que. 


EXEMPLE. Considérons l'hélice circulaire ($ 349) 

x=acosé, y=asint, x b1. (la) 
Le vecteur 
r'={—asint,, a cost, b}= {— y, x, b} (22) 


est le vecteur directeur de la tangente. Nous trouvons des équations 
(6) du $ 350 le vecteur unitaire de la tangente: 


a — LT gs — PURE (32) 
{ Var tes Var+oi Vaste Var =) 
de sorte que 


COS &æ = — 


a s a 
— Sn ———— = — ———— sin b, 
Vas 5e Var +e ai + bi 


| (42) 
RSR à MF à | 
La dernière formule donne: tg y = _ (cf. $ 349). 
Les équations de la tangente Eee 
LE es T2 { 28 (52) 
ou 
D ga ie “eh ( 


17° 
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Sous forme paramétrique on a 
X=x— y, Y = y + xu, Z=3:+ bu. (6) 


À l'origine ({ = 0, x — a, y = 0, z = 0) la tangente cest représentée 
par l'équation X = a, Y = au, Z = bu. 


& 352. Plan normal 


Le plan P (fig. 391) mené par le point Àf de la courbe L perpendiculai- 
rement à Ja tangente MT est appelé plan normal à la courbe 
Len M. 


Le vecteur directeur de la tangente ($ 351) r°=— {x°, 3”, z’} cst 
le vecteur normal au plan P. L'équation du plan normal s'écrit ($ 123) 


(X—2)3 +(Y—-7 y +(Z—-3:=0 
ou sous forme vectorielle 
(R—r)r= 0. 
EXEMPLE. L'équation du plan normal à l'hélice circulaire 
Z=ma cos !{, y = a sin f, 3 = bi 
s'écrit 
(X — a cos 1) (— a sin f) + (Y —a sin fs cost) +(Z—b1b=0 
ou 
— yX + xY + bZ — bs = 0, 
Le plan normal à l'origine (a, 0, O0) est représenté par l'équation 
aY +bZ = 0. 


Toute droite passant par le point Af d’une courbe gauche ct perpen- 
diculaire à la tangente MT est appelée normale à la courbe L (au point 
M). Une courbe gauche possède une infinité de 
normales. Elles sont toutes situées dans le plan 
normal. 

Si la courbe L est située dans un même 
plan, on distingue parmi ses normales la normale 
principale, située dans ce plan. On peut égale- 
ment définir la normale principale à une courbe 
FIG. 391 gauche ($ 359). 
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& 353. Fonction vectorielle 
d'une variable scalaire 


DÉFINITION. Le vecteur p est appelé fonclion vectorielle de la variable 
scalaire # si à chaque valeur numérique que peut prendre # correspond 
une valeur déterminée du vecteur p (c'est-à-dire un module déterminé 
et une direction déterminée de ce vecteur). 

A la différence de la fonction vectorielle une grandeur scalaire 
dépendant de # est appelée fonction scalaire. 

EXEMPLE 1. Soit M un point se déplaçant sur la courbe L (fig. 392). 
La vitesse v (considérée comme un vecteur) est une fonction vectorielle 
de la variable scalaire # (le temps compté à partir de l'instant initial), 
car à chaque instant le vecteur v possède un module déterminé et une 
direction déterminée (il est colinéaire à la tangente à la courbe Z). Le 
vecteur v peut également être considéré comme une fonction de la va- 
riable (scalaire) s (la longueur de l'arc Af,M). Le module de la vitesse 
est une fonction scalaire de la variable f (ou s). 


> 
EXEMPLE 2. Le rayon vecteur ($ 95) OMf du point Àf décrivant 
la courbe L (fig. 392) est une fonction vectorielle de la longueur de 


pa à 
l'arc s = M,M. Les coordonnées x, y, z du vecteur OM (c'est-à-dire 
les coordonnées du point Af) sont des fonctions scalaires de s (cf. $ 350, 
exemple 2). 
REMARQUE. Si l'origine du vecteur p est variable (comme dans 
l'exemple 1), on peut porter à partir d'un point fixe quelconque GO 
—+ 


(fig. 393) le vecteur OP égal au vecteur p. Le lieu géométrique de l'ex- 
trémité P (en règle générale c’est une courbe) est appelé Aodographe de 
la fonction vectorielle p. 
NOTATION DE LA FONCTION VECTORIELLE. L'écriture 
p = p(u) 
signifie que p est une fonction vectorielle de la variable scalaire 1. 


FIG. 393 
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& 354. Limite d'une fonction vectorielle 


DÉFINITION. Le vecteur constant b est appelé la Jimite de la fonction 
veclorielle p(u) quand # —> a (ou quand # -> co) si le module de la diffé- 
rence des vecteurs p{u) et b est infiniment petit quand # —> a (ou quand 
u —> ©). 
ECRITURE: 
lim p(u) = b. (1) 
wa 


EXPLICATION. Rapportons le vecteur courant p(#) à l'origine fixe O 
(fig. 393). Si, quand # + a, l'extrémité variable P tend à coïncider avec 


—+ 
le point fixe F3, le vecteur OB = b est la limite du vecteur p{u). La 


différence pu) — b est le vecteur BP, et le module de ce dernier cst 
infiniment petit. 

REMARQUE 1. Si le module de la fonction vectorielle p{f) est 
infiniment petit, alors le vecteur p lui-même est dit infiniment petit. 
Le vecteur est un infiniment petit du même ordre que son module. 

REMARQUE 2. La continuité d’une fonction vectorielle est définie 
de la même façon que celle d’une fonction scalaire ($ 218). Elle est très 
bien illustrée par l'hodographe de la fonction, qui est une courbe continue. 
Si le vecteur p est une fonction continue de la variable f, alors ses coor- 
données sont des fonctions (scalaires) continues de f et inversement. 

REMARQUE 3. Les théorèmes sur la limite d’une somme et d'un 
produit sont valables pour les fonctions vectorielles, et l'on peut alors 
considérer tous les produits possibles (produit d'une fonction scalaire 
par une fonction vectorielle, produit scalaire de deux fonctions vectoriel- 
les, produit vectoriel de deux fonctions vectorielles et produit mixte de 
trois fonctions vectorielles). Le théorème sur la limite d'un quotient 
s'applique dans le seul cas de division considérée en algèbre vectorielle 
(division d’une fonction vectorielle par une fonction scalaire). 


& 355. Dérivée d'une fonction vectorielle 


DÉFINITION. On appelle dérivée de la fonction vectorielle p{u) 
le vecteur 


._ plu + Au) — ps) 
 — lim ne à | 
P Au—>0 As | 
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’ 


Le vecteur p”’ est une fonction vectorielle 
de la variable #. C'est ce qui justifie l'appellation 
de dérivée de la fonction vectorielle et la notation 

(1). 
É INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE. Supposons que 
— 
l'extrémité variable du vecteur OM = ru) (fig. 394) 
décrive la courbe Z [l’hodographe de la fonction 
vectorielle r(w)]. Le vecteur r’(u) est alors dirigé 
suivant la tangente AfT dans le sens de la crois- 


sance du paramètre ; sa longueur] r’(1) | est égale 0 (L ) 
à se (cf. exemple 1). Si l'on prend s pour va- FIG. 394 


riable, la longueur de la dérivée de la fonction vectorielle est égale 
à l'unité (cf. exemple 2). 


EXPLICATION. Lors du passage du point Af(w) au point Af’(u + Au), le vecteur 
r(u) reçoit l'accroissement 


— + — 
Ar = t(u + Au) — r(u) = OM’ — OM = MA’. 


—+ 
Ar _ MM 


Le vecteur PS Fe est orienté suivant la sécante AfAf’; sa longueur est 
le à nee” æ #ar = es Quand Aw ->0, la sécante AfAf” tend à cofncider 
égve# au] | Au} Au | : 


às : 
avec la tangente, et le rapport Au tend vers la limite pri 


Les coordonnées de la dérivée p’(u) du vecteur plu) sont les dérivées 
des coordonnées de ce vecteur, autrement dit, 


Eau) 1+ y{u) j + a(u) k) = x(u) 5 + ÿ(u) j + (nm) k, (2) 
ou avec d'autres notations 
{x, ÿ s:} = {x, Y' z°). (3) 


EXEMPLE Î. Avec les notations du $ 349, le rayon vecteur r de 
l'hélice circulaire s'exprime en fonction du paramètre f de la manière 
suivante: 

ra {acost, asinf, bt). 


En vertu de (3) nous avons 
rs {—asinf, acosi, b}. 
Le vecteur r’ est dirigé suivant la tangente à l'hélice [cf. $ 351, 
ds 
formule (2a)]; sa longueur faî + b? est égale nr (5) $ 3501. 
{ 
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EXEMPLE 2. Si l'on prend comme variable du rayon vecteur r de 
l'hélice l'arc s, alors ($ 350, exemple 2) 


r= {a cos - ASIN —s) 
{ Va: + b! , Ya + 6: : Var + pt ÿ 


PE LR eo : ke 
{ Yas+es Var+e Vaio Ya+u Var + 0! 
Le module du vecteur r’ est égal à 
at s a! s 
in° + COS + 
ab Vare apb  Varré a+ 

DÉRIVÉES D'ORDRE SUPÉRIEUR. Elles se définissent comme les 
dérivées d'ordre supérieur des fonctions scalaires et sont notées p’’{s), 
p’’’(u), etc. Les expressions des dérivées en fonction des différen- 
tielles sont données au & 356. 

INTERPRÉTATION MÉCANIQUE DES DÉRIVÉES. Soit r(f) la fonction 
vectorielle exprimant le rayon vecteur d’un point mobile en fonction 
du temps f. Alors r’(f) est le vecteur vitesse du point 4 et r’’(!) le 
vecteur accélération. 


= 1. 


& 356. Différentielle d'une fonction vectorielle 


La différentielle de la fonction vectorielle p(x) est définie de la même 
façon que celle d'une fonction scalaire ($ 228) et est notée dp. 

La différentielle de la fonction vectorielle pu) est un vecteur: 
elle est égale au produit de la dérivée p’(#) de la fonction vectorielle par 
l'accroissement de la variable: 


dp = p'(u) Au (1) 


dp = p'(u) du. (2) 
INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE. La dif- 

—} 
férentielle dr(s) est un vecteur MN (fig. 395) 
orienté suivant la tangente MT; les coor- 
données du vecteur dr sont les différentiel- 
les des coordonnées x, y, z du point Af: 
dr = {dx, dy, ds}. (3) 
La longueur du vecteur dr est égale à la dif- 


PT 
férentielle de l'arc s = MM: 
FIG. 395 Lérl = Vas + dut + dt = ds, (4) 


ou 
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autrement dit, 
dr == dst, (5) 
Si l'arc s est la variable de la fonction vectorielle rs), alors | dr | = As = 


- MM’. Dans le cas général | Ar | diffère de l'arc MM’ (de même que 
de la corde Af.M”) d'un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport 
à Au. 

INVARIANCE DE L'EXPRESSION (2). La formule (2) est juste 
également dans le cas où &# est considérée comme une fonction d'une 
variable quelconque. La formule (1) ne possède pas cette propriété 
(cf. $ 234). 

DiIFFÉRENTIELLES D'ORDRE SUPÉRIEUR. Elles se définissent comme 
les différentielles d'ordre supérieur des fonctions scalaires ($ 258) cet 
sont notées d?p, dip, etc. 

EXPRESSIONS DES DÉRIVÉES EN FONCTION DES DIFFÉRENTIELLES: 


d 
pi= Te, (6) 
d d 
PA), Pen. (7) 


Dans la formule (6) # peut être aussi bien une variable indépendante 
qu'une variable dépendante; les formules (7) sont vraies quand # est 
une variable indépendante; dans le cas contraire, elles sont généralement 
fausses (cf. $ 259). 


8 357. Propriétés de la dérivée 
et de la différentielle 
d'une fonction vectorielle 


1. La dérivée et la différentielle d’un vecteur constant a sont 
nulles : 


da 
du = 0, da = 0. (1) 


Inversement, si la dérivée d'un vecteur est identiquement nulle, ce vec- 
teur est un vecteur constant. 
REMARQUE. Un vecteur constant possède non seulement une 


LA e L1 La # La d 
longucur constante, mais aussi une direction constante. La dérivée 2P 
du 
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du vecteur variable p de longueur constante n'es! pas nulle (elle est per- 
pendiculaire au vecteur p; cf. propriété 6). 

2. La différentielle de la somme de plusieurs vecteurs est égale À 
la somme de leurs différentielles. Une propriété analogue est valable 
pour les dérivées: 


dipl) + q{s) — r(u)] = dp(u) + dq(u) — dr(u), (2) 
d dp dq dr 
rs Pride deseter ses (22) 


3. Pour tous les produits des vecteurs on a des formules de déri. 
vation analogues aux formules du $ 239, avec celle différence que dans 
les produits vectoriels et mixtes l'ordre adéquat des facteurs doit être res- 
pecté (cf. $ 112, 2, $ 117, 1): 


d(mp) = m dp + pdm, (3) 
dip X 4) =p x dq + dp x q, (4) 
d(pq) = p dq + q dp, (S) 
dip, q, r)= (dp, q, r) + (p, da, r) + (p, q, dr). (6) 


Les formules correspondantes pour les dérivées sont: 
dm 


2 (mp) = m + PT (32) 
Lpxo=px + x (4) 
D -r TE +a Te, (5a) 
TL (p, q (5, q, + (r r)+ (P. a): (62) 

+ Un cas particulier des formules (5) et (5a): 
d(p) = 2p dp,  —(p) = 2p (7) 


5. On peut sortir un facteur constant (scalaire ou vectoriel) de sous 
le signe de la différentielle (de la dérivée): 


d(ap) = «a dp (a = const), (3b) 
d(a X q) =s x dq (a = const), (4b) 
d(aq) = « dq (a = const), (5Sb) 
d{a, q,r)= sa d{qxr) (a = const). (6b) 


Cela découle des propriétés 1 et 3. 
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6. Si la longueur du vecteur pu) est constante, alors celui-ci est 
perpendiculaire au vecteur p'(u) et aussi au vecteur dp{u), autrement 
dit, Si 

p' = const, (8) 
alors (cf. 4) 
pp =0, pdp=0. (9) 
Cela découle de (7). 


GÉOMÉTRIQUEMENT, l'hodographe du vecteur pu) est une courbe 
sphérique; sa tangente est perpendiculaire au rayon de la sphère. 


& 358. Plan osculateur 


DÉFINITION. On appelle plan osculateur en M à la courbe L le plan P 
vers lequel tend le plan X MK” (fig. 396) lorsque deux points (non con- 
fondus) Æ et K” de la courbe L se rapprochent indéfiniment du point Af. 

REMARQUE 1. Pour une courbe L située dans un même plan Q 
le plan osculateur cest confondu avec le plan Q. Pour une ligne 
droite le plan osculateur reste indéterminé. 

EXPLICATION. Prenons du fil de .---- . 
fer et confectionnons avec un mo- 
dèle de la courbe Z. Fixons trois 
points A, K, K”. S'ils ne sont pas 
trop éloignés les uns des autres, l'arc 
KMK"” tiendra pratiquement dans le se 
plan XMK” (bien qu'il ne soit pas  : 
rectiligne). Le plan osculateur cest  : 
unc image abstraite du plan XMK". 
Une feuille de papier placée sur le 
modèle de façon qu'elle coïncide 
avec le plan osculateur, est inclinée,  : 
mais est en état d'équilibre (grâce 
aux forces de frottement dans le 
secteur XMK"”). Dans toutes les au- 
tres positions la feuille ne tient pas 
sur le modèle. 

EQUATION DU PLAN OSCULATEUR. 
Le svecteur vitesses r’(#) et le evec-  : 
teur accélérations r’’(#) sont tous 


, 
, 
‘= 
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deux situés dans le plan osculateur‘*”. S'ils ne sont pas colinéaires, 
le produit vectoriel 
B=r xr (1) 
cest le vecteur normal au plan osculateur‘*, et l'équation de ce dernier 
s'écrit | 
[R—r),, r,r]=0 (2) 
ou sous forme de coordonnées 
X— x Y—y Z—7: 
x’ Y a = 0. (3) 


EXEMPLE. Trouver le plan osculateur à l'hélice 
rm f{acossw, asinu, bu). 

SOLUTION. Trouvons: 

r'(u)= {—asinu, acosu, b}, 

r’’(u)= {—acosu, —asinu, 0}, 

r'{u) X r'(u) = {absinu, —abcosu, a!) = afbsinu, —bcosu, a). 
En vertu de (3) l'équation du plan osculateur est 
(X — a cos n) b sin 18 — (Y — a sin #) b cos w + (Z — bu)a = 0, 
ou bien 
b sin uV — b cos #Y + aZ = abu. 


L'angle ® formé par le plan osculateur et l'axe de l'hélice est dé- 
terminé ($ 146) à l’aide de la formule 


Ves situ + Otcostu pat Var+ei 


sin © = 


Nous en tirons tg ® — = , autrement dit, le plan osculateur fait avec 
b 


l'axe de l'hélice le même angle constant que la tangente ($ 351, exemple). 

Le plan osculateur possède les propriétés suivantes. 

1) Le plan TMK (fig. 396) passant par la tangente MT et le point 
K de la courbe L tend vers le plan osculateur P lorsque Æ se rapproche 
indéfiniment de Af. 

2) Le plan P'(fig. 396) passant par la tangente MT et parallèle 
à la tangente KS tend aussi vers le plan P lorsque Æ se rapproche 
indéfiniment de A1. 


(® Siret r’ sont colinéaires et si r(E) est le premier des vecteurs dérivés non coli- 
néaires À r’, on peut adopter en qualité de vecteur normal du plan osculateur rx rtb, 
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REMARQUE. Chacune de ces propriétés peut servir de définition 
du plan osculateur. 


& 359. Normale principale. Trièdre mobile 


On appelle normale principale en M à la courbe L (MN sur la fig. 396) 
celle des normales qui est située dans le plan osculateur P. La perpendi- 
culaire MB au plan osculateur est appelée binormale. Le plan TMB 
passant par la tangente et la binormalc est le plan rectifiant. 

Les trois plans orthogonaux TMN (plan osculateur), NMB (plan 
normal) et BMT (plan rectifiant) constituent le frièdre mobile, dont 
les arêtes orthogonales MT, MN, MB sont souvent considérées comme 
axes de coordonnées (la tangente MT est alors l'axe des abscisses, la 
normale principale AfN l'axe des ordonnées ct la binormale AfB l'axe 
des cotes). Pour le choix des directions positives cf. $ 361. 

Dans le cas général on calculera les vecteurs directeurs des arêtes 
dans l'ordre suivant: 

T = r” (vecteur de la tangentc; cf. $ 351), (1) 

B = r’ X r’’ (vecteur de la binormale; cf. $ 358), (2) 

N=BXT=({r xr”) x r’ (vecteur de la normale principale). (3) 

L'expression (3) du vecteur N se simplifie si l'on prend pour para- 
mètre l'arc s de la courbe ZL. Plus précisément, dans ce cas nous avons 


dr (9) 


N= TE (4) 


EXEMPLE. Trouver le trièdre mobile de l’hélice 
r= {acosu, asinu, bu). 
SOLUTION. Le vecteur de la tangente ($ 355, exemple 1) est 
T=r={—asinu, acoss, b}. 
Le vecteur de la binormale est ($ 358, exemple) 
B=r xXr"= {absinu —abcosw, a} 


(*> Nous obtenons à l’aide de la formule du double produit vectoriel ($ 122): 


Na(rxr)xr=r{r")—r{(rr"); 
comme dans le cas présent r? = 1 et rr’=0,onaN= r”. 
GÉOMÉTRIQUEMENT, le vecteur accélération TT est situé dans le plan oscula- 


teur et est perpendiculaire au vecteur de la tangente _ . Il est donc dirigé suivant la 


cormale principale. 
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Le vecteur de la normale principale cest 
N=BXTe {—alat +b')cosu, — ua! + b') sin w, 0). 
Les équations de la normale principale s'écrivent 
X — a cos # Y —asins _Z—bu 
cos # =: sin # 0 
On voit de ces équations que la normale principale est perpendiculaire 
à l’axe de l'hélice et coupe cet axe au point (0, 0, bu). Cela signifie 


que la normale principale est dirigée suivant le rayon du cylindre sur 
lequel est tracée l’hélice. Le plan rectifiant est confondu avec le plan 


tangent du cylindre. 


& 360. Position relative d’une courbe 
et d’un plan 


1. Si le plan Q passant par le point Af ne contient pas la tangente 
AIT de la courbe Z., alors dans le voisinage du point Af cette courbe est 
situéc des deux côtés du plan. 

En particulier, le plan normal coupe toujours la courbe L. 

La distance d du point voisin Af” de la courbe L au plan Q cest 


dans ce cas un infiniment petit du même ordre que l'arc A7M". 

2. Si le plan Q contient la tangente AIT, mais cest distinct du plan 
osculatcur en ÀAf à L, alors, dans le voisinage du point 4f, la courbe 
L reste en règle générale d’un même côté du plan (cûfé de la con- 
cavité de la courbe Z). Il y a exception pour les vecteurs r’, r” 
colinéaires. 

En particulier, la courbe L reste généralement d'un même côté 
du plan rectifiant. 

La distance d cst, dans le cas général considéré, un infiniment petit 


du second ordre par rapport à l'arc MM. 

3. Si le plan Q est le plan osculateur à Z en Àf, dans le voisinage 
de Af la courbe L reste généralement des deux côtés du plan. Ily a ex- 
ception pour les vecteurs r’, r’’, r’”’ coplanaires. 

La distance d est, dans le cas considéré, un infiniment petit du 


troisième ordre par rapport à AfM”, ct dans le cas exceptionnel men- 
tionné ci-dessus, elle peut être un infiniment petit d'un ordre su- 
périeur. | 
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361. Vecteurs de base du trièdre mobile 


es arêtes du trièdre mobile sont dirigées dans les sens positifs qui sont 
ux des vecteurs unitaires suivants (jouant le rôle des vecteurs i, j, 
dans un système de coordonnées rectangulaires). 

1. Le vecteur de base de la tangente t. Il est dirigé suivant la tan- 
nte dans le sens du paramètre croissant: 


T r’(u) 


TR q 
Si l'on prend pour paramètre l'arc s de la courbe L, alors 
t dr 12) 
Ta ( 


2. Le vecteur de base de la normale principale n. Il est dirigé sui- 
nt la normale principale dans le sens de la concavité de la courbe L: 
N (rxr)xr (2) 


Si on prend pour paramètre l'arc s, cette expression se simplifie 
ablement: 


ar 
ds\ 
Æ —————— 2a 
n ES | (2) 
&) 
3. Le vecteur de base de la binormalc b. I] cst dirigé suivant la 
ormale de sorte que le triplet de vecteurs t, n, b soit de sens direct: 


Data en : (3) 
Quand le paramètre cest s, nous avons: 
CNE 
= (32) 
EE 


REMARQUE. La direction du vecteur de base de la normale prin- 
le ne dépend pas du choix du paramètre, autrement dit, elle possède 
signification géométrique intrinsèque. Le vecteur de base de la 
ente peut avoir n'importe laquelle des deux directions opposées 
: le paramètre adopté. En particulier, si le paramètre est le temps, 
rection du vecteur t coïncide avec la direction du mouvement du 
t A7 le long de la courbe L. Si le paramètre est l'arc, la direction 
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du vecteur t coïncide avec la direction des arcs positifs. Ainsi, le vecteur t 
ne possède pas de signification géométrique intrinsèque. Quand la 
direction du vecteur t est établie, celle du vecteur b est bien déterminée. 


8 362. Centre, axe et rayon de courbure 
d’une courbe gauche 


Supposons que le point Af’(fig. 397) décrivant une courbe gauche 
tende vers un point immobile Af où la courbure C n'est pas nulle. La 
droite 4’B’ suivant laquelle le plan normal immobile Q coupe le plan 
normal mobile Q” tend à coïncider avec la droite 4B, perpendiculaire 


au plan osculateur P et distante de À de MC = = . Le rayon AC est 


dirigé dans le sens de la concavité de la courbe L. 
La droite AB est appelée axe de courbure, le point C où AB coupe 
le plan osculateur P centre de courbure, le segment MC rayon de courbure. 
Le rayon de courbure est noté p, C ct p sont inverses, autrement dit, 


png, C=—. (1) 


Le cercle de centre C et de rayon CM = p cst appelé cercle oscu- 
lateur ou cercle de courbure de-la courbe L (au point A). 

REMARQUE 1. Si la courbure au 
point Af de la courbe L est nulle, on 
dit que le rayon de courbure cest in- 
fini, et l'on écrit p = oo (cf. $ 343, 
remarque). 

REMARQUE 2. La définition de la 
développante donnée au $ 347 reste 
valable pour les courbes gauches. Une 
courbe gauche ZL’ possède aussi une in- 
finité de développantes (qui sont toutes 
des courbes gauches). Mais à la diffé- 
rence du cas d'une courbe plane (cf. 
$ 347) le centre de courbure de cha- 
cune des développantes Z décrit une 
courbe qui ne coïncide pas avec L”. 
C'est pourquoi le lieu géométrique des 
centres de courbure d'une courbe gauche 
n'est pas appelé la développée de la 
FIG. 397 courbe, 
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6 363. Formules pour la courbure, le rayon 
et le centre de courbure d'une courbe gauche 
La courbure C s'exprime par la formule 
Ye x er 
Ye» 
Son expression dans un système de coordonnées est 
VO PP + EP + Ty) 
Verre 
Si le paramètre est l'arc, les formules (1) et (2) se simplifient 


VE : an 


c-V() + (7 + (7 es 


2 
Conformément à la formule (1a) le vecteur Se est appelé vecteur 


C= (1) 


C= (2) 


. + 
ourbure. Ce vecteur a le même sens que le vecteur MC joignant le 
oint Àf de la courbe Z au centre de courbure C. 

Le rayon de courbure p est trouvé d’après la formule 


P=- (3) 
faut porter ici l'une des expressions (1), (2), (1a), (2a). 
Le rayon vecteur rc du centre de courbure est égal à 
rc=1+np (4) 
s'exprime {en vertu de (2) $ 361] par la formule suivante: 


r' : 
cer mere x rx Fr] (5) 


nformément à cela les coordonnées xe, Ye, zc du centre de courbure 
xpriment par les formules 


t+yt +: 


zc=x+ As ga (Br —Cÿr), 
vr+ y + , 
Yc=Y+ Ag (Cr — 45), (6) 
8 s 
met ES RER OES ES S 


A+B+0C! 
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où, pour être bref, on a introduit les notations: 
AmYr'—sY, B=rs'— vs, C=xy— y" (7) 


Si le paramètre est l'arc, les formules (5) et (6) s'écrivent après 
simplification 


Pr 
. (Sa) 
di 
Yc=Y+ “erdra (6a) 
d'r 
DU TIT NET NES LE 
NE ( r) + me) 


REMARQUE. En posant z — z’ = z°’ = 0 on obtient les formules 
pour la courbure, le rayon et le centre de courbure d’une courbe plane 
($ 344). 

EXEMPLE. Trouver la courbure, le rayon et le centre de courbure 
de l'hélice L: 

r= {acosi, asinf, bt} (8) 

SOLUTION. Prenant pour paramètre la longueur de l'arc nous 

avons ($ 350): 


$ : s bs 
= CA OS —— ASIN —————— av L 
{ Var +1 ? Ya +e” ==) 


Dérivant deux fois, nous trouvons: 


{= eos = — Di où 
a + Lt Var + ds | a! + b! Var + 0 | 
Les formules (2a) et (3) donnent: 


a at + [2 b? (9) 


Capa 9 Fa 
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autrement dit, la courbure et le rayon de courbure sont constants. 
Les formules (6a) donnent: 


Xçc=macos : A PP Eee 
Var + 81 a Var + b: 
LES SRE DDR LE 
8 Vas + b: a 

LB se (10) 
. a Var + e: Te ' 
.. bs . 

Vas + ps 


On voit de (10) que pour construire le centre de courbure il faut prolon- 
ger le rayon du cylindre portant l'hélice au-delà de l'axe du cylindre à 


distance constante — . Cela signifie que le lieu des centres de courbure 
a 


de l'hélice L est une hélice L, de même pas h# = 2xb, tracée sur le cy- 


lindre de rayon a, = — (de même axe). La symétrie de la relation 
a 


aa, = b? montre que les courbes L et L, sont réciproques, autrement 
dit, le centre de courbure de la courbe L, décrira la courbe L. 


$ 364. Signe de la courbure 


On peut affecter d’un signe la courbure des courbes planes situées dans wn méme plan. 
Si lors du mouvement du point Af dans le sens des w croissants, la rotation du vecteur de 


la tangente s'effectue dans le sens contraire des aiguilles d’une montre, on estime que la 
œurbure est positive et qu'elle est négative si la rotation s'effectue dans le sens des 
aiguilles d'une montre. 

Le signe de la courbure change si l'on remplace le paramètre w par un autre paramètre 
#’ qui décroit lorsque w croit. Si le paramètre est l'abscisse, à la croissance du paramètre 
correspond le déplacement du point « vers la droite». Dans ce cas la courbure cest positive 
quand la courbe tourne sa concavité vers le haut, et négative quand elle Ja tourne vers 
ls bas ($ 282). 

Les formules (1) et (1) du $ 344 sont remplacées par les suivantes: 


ét 
ME TL LÉ " 
Cm (1) 


NT TL 
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Exeupre. La courbure de la circonférence 


Z=acos su, y =asins, 


calculée d'après la formule (1) est égale à _ (à la croissance du paramètre COrrespond 


un parcours dans le sens inverse aux aiguilles d'une montre, qui est aussi le sens de la rota. 
tion du vecteur de la tangente). Si l'on représente cette même circonférence à l'aide des 
équations 


ÆX=AGCOSY, yY=—asin w. 


la formule (1) donne C — 2 : 


Si la circonférence est donnée par l'équation 
#+y mat, 
alors en appliquant la formule (1) nous ohtenons pour la demi-circonférence supérieure 


C=— Fi (le parcours est effectué dans le sens contraire des aiguilles d'une montre, Ja 


concavité est orientée vers le bas), pour la demi-circonférence {inférieure C = JL . 


Cet exemple montre que ce n'est pas le signe de la courbure qui a une signification 
géométrique, mais le changement de signe lors du passage par un certain point (point d'in. 
flexion) ou bien la conservation du signe sur un certain tronçon. 

La courbure des courbes gauches (ainsi que des courbes planes dans l’espace ne peut 
être affectée d'un signe, car dans l'espace il n'y a pas de rotation ni dans le sens des 
aiguilles d'une montre, ni dans le sens contraire. Pour les courbes situées dans un plan on 
peut distinguer ces deux sens parce qu'en choisissant le côté « faces du plan, nous sous. 
entendons qu’un observateur est justement placé de ce côté. Si nous distinguons d’après 
un critère quelconque les côtés « face s et « dos » des plans osculateurs à une courbe gauche, 
l'observateur ne pourrait observer tous les plans du côté « faces. 


$S 365. Torsion 


La torsion d’une courbe gauche caractérise le degré d'écart de cette 
courbe à la forme plane (de même que la courbure caractérise le degré 
d'écart à la forme rectiligne). 

DÉFINITION. On appelle forsion de la courbe L au point Af une 
grandeur égale en valeur absolue à la limite du rapport de l'angle «w’ 


formé par les binormales AB et MB’ à l'arc M ”, lorsque A” tend 
vers M tout en restant sur la courbe L. Le signe de la torsion (de mème 
que le signe de l'angle w’) est considéré positif quand le couple de 
binormales A1B, M'B"’ est de sens direct (cf. $ 165a), et négatif quand 
ce couple est de sens indirect. La torsion est notée o: 


‘ 


oc = lim pe 
Af3{ 
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REMARQUE. La binormale d'une courbe plane conserve une direc- 
tion constante de sorte que la torsion d'une courbe plane est partout 
nulle. Inversement, si la torsion d’une courbe est partout nulle, la courbe 
est plane. La torsion d'une courbe non plane ne peut être nulle qu'en 
certains points. 


1 . e 
RAYON DE TORSION. La grandeur T = —, inverse de la torsion, 
o 
est appelée rayon de torsion par analogie avec le rayon de courbure 


p = . Toutefois cette analogie n'est pas complète: le processus ana- 
C 


Jogue à la construction du centre de courbure ne donne aucun «centre 
de torsion +. 


La torsion s'exprime par la formule 


(r’, F7 r’”) 
D PxrT m 


u, dans un système de coordonnées, 


x Y r 


eo = à . (2) 
CE — sf) + (x — a) + (x — 3") 

Si on prend comme paramètre l'arc s, les formules (1) et (2) se 
mplifient quelque peu: 


dr dr dr 

ds” ds‘? à) {dr dr d'r 

| dr: Pa’ ) 
&) 


= (12) 
, dans un système de coordonnées, 


dx dy ds 


ds ds ds 


d'z d'y dis d'x \! d'y \! ds\!]. 
TS (5) + (9) + (9) (22) 

d'x d'y d's 

a ds di 


ExEMmMPLe. Calculer la torsion de l’hélice circulaire 


Z = 4 COS y, y =asins, s = bu. 
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SOLUTION. Nous avons: 


— 4 sin y a cos w b 
(r,r’,r)m|—acos# —asins 0|[= ab, 
a sin # — 4 COS w 0 


{r x r°} = at(at + bi). 
Nous trouvons d’après la formule (1): 


b 
Pat 
Cela montre que la torsion d'une hélice de sens direct (b > 0) est posi- 
tive et celle d’une hélice de sens indirect — négative. 


SEPTIÈME PARTIE 


Go 


Séries 


& 366. Remarques préliminaires 


Pour surmonter certaines difficultés liées à l'intégration, Newton et 
Leibniz exprimaient la fonction à intégrer sous la forme d’un polynôme 
comportant un nombre infini de termes (cf. $ 270). Appliquant à ces 
expressions les règles usuelles de l'algèbre, les mathématiciens du XVIII 
siècle obtinrent des résultats remarquables. Il s'avéra toutefois que si 
l'on applique intégralement les règles de l'algèbre aux sommes des suites 
infinies, on peut commettre des erreurs. Il devint indispensable de for- 
muler les notions principales et de démontrer rigoureusement les proprié- 
tés des séries. Ce problème fut résolu par les mathématiciens du XIX° 
siècle dont nous parlerons dans les paragraphes suivants. 


$ 367. Définition d'une série 
Soit 


Mis us Ms oo Mpree (1) 


une suite de nombres. Sommons ces nombres dans l'ordre indiqué. 


Nous obtenons une nouvelle suite s,, 53, Sa, .…., Sms …, OÙ 
Si = Wu 
Ss=MtUs, | 
SH = MT Mt M (2) 
San = +... ral 


On la forme en séparant par le signe + les termes de la suite (1) et on 
énonce: la série 


tu Hs + + un + (3) 
Les nombres #,, #,, #3, … sont les fermes de la série. La somme 
Sn ++. + Un 
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est appelée la somme partielle de la série (s, = #, est la première somme 
partielle, Ss, = #4, + #3 la seconde somme partielle, s, = u, + 1, + (TA 
la troisième, etc.). 

EXEMPLE 1. L'expression 


1+(—1)+1+(—1)+..+(—1)att +... (4) 
ou, comme on écrit habituellement, 
1—1+1—1+.. (42) 


est une série. L'expression (4) signifie qu'à partir des termes 
1,—1, +1, —1,.., (—1)"tt …, 
on forme les sommes partielles 
s, = 1, #sa=1—1=0, #sn=l1—1+1=1, 


. Sa = 1 — | + + (— 1)h+! = a Es (5) 
EXEMPLE 2. L'expression 
| 1 1 AL 
1+rtetetet+(s) +. (6\ 


est une série. Elle signifie qu’à partir des termes 


1 1 1 \#-1 
1, 2° re .., (2) à 
on forme les sommes partielles 


| 3 1 \n-1 
#1 = 1, al; #1: ... m=2—(;) s ve (7) 


S 368. Séries convergentes et divergentes 


DÉFINITION. Si s, tend vers une limite S quand #—> œ, on dit que la 
série est convergente. s est la somme de la série convergente. 
Si sh croît indéfiniment ou n’a pas de limite quand #-> ©, la 
série est dite divergente. Une série divergente n’a pas de somme ‘*. 
EXBMPLE 1. La série 


1+2+3+4+.+n+.. (1) 


Ce) Le mot « somme s est ici compris dans le sens de la définition. On peut élargir 
la notion de somme d'une série et dans ce cas certaines séries divergentes posséderont éga- 
lement des sommes (au sens large). 
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est divergente, car la suite de ses sommes partielles 


#1 = 1, #= 3,53 = 06, .…, "+9, … (2) 
a une limite infinie. 
ExEMPLE 2. La série 
1—1+1—1+4...+(—1)n941 +. (3) 
est divergente, car la suite de ses sommes partielles 
= 1,150, =1,..., = OUT, _- (4) 


(cf. $ 367, exemple 1) n'admet pas de limite. 

REMARQUE 1. Quand la suite s,, S:, Sa, .… n'a pas de limite déter- 
minée, la série divergente est dite sndéferminée. 

EXEMPLE 3. La série 


| Î 1 l\n-1 
1+rtrtgte+t(s) Se (5) 
est convergente, car la suite 
1 3 1 \#-1 
n=hn=l—, ml oo ce m=2—(;) > (6) 
a une limite égale à 2: 
lim Sn _ 2. 
nn} 


Le nombre 2 est la somme de la série (5). 
REMARQUE 2. L'écriture 


tt ot t+..=S (7) 


signifie que la série #4, + 4 +. + uw, +. est convergente et que 
sa somme est égale à S, autrement dit, (7) est équivalente à 


lim (mi tm +... +un)=S. 
n+}œ 
EXEMPLE 4. L'écriture 
1 Î 1 \#-!1 2 
1 ++ (à) Tes 
signifie que la suite des sommes partielles 
Î 3 2 1\s 
r,. = 1, Ss = 7: ...) m=+[1-(-:) |. .… 
a une limite égale RCA , c'est-à-dire 
3 


lim [: te + (-:)" ] +. 
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& 369. Condition nécessaire de convergence 
d'une série 


La série 
tuto +Un +... (1) 


ne peut être convergente que si le terme #, (le ferme général de la séric) 
tend vers zéro: 
lim Un = 0. (2) 
n-} 00 
En d'autres termes: si le terme général ne tend pas vers zéro, la série 
est divergente. 
EXEMPLE 1. La série 


0,4 + 0,44 + 0,444 + 0,4444 + … (3) 
est évidemment divergente puisque le terme général (se limite est : 
9 


ne tend pas vers zéro. 
EXEMPLE 2. La série 


1—1+1—1+.. (4) 


est évidemment divergente car son terme général ne tend pas vers zéro 
(et d'ailleurs n’a pas de limite). 

AVERTISSEMENT. La condition (2) n'est pas suffisante: une série 
dont le terme général tend. vers zéro peut être divergente (cf. exemples 
3 et 4). 

EXEMPLE 3. La série harmonique 


Î 1 Î 


est divergente bien que son terme général tende vers zéro. Pour se con- 
vaincre de la divergence de la série considérons les sommes partielles 
1 1 
ns =1+ 2 = 3: 2 : 

1 1 L 1 1 1 
nnt(s+s)>3z+(5+s)es, 

RE 1 RE 1 
ss = Sa + (5+5+7+:) Tor (5+5+5+3) ot 
Î Î { 1 
sn (gt te +) > 62. etc. 

Nous voyons que la somme partielle croît indéfiniment, autrement dit, 
la série (5) diverge. 
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. # Hs S S ÿ $ 
0 9 2 4 04 05 6 Œ 48 EE 
FIG. 398 
EXEMPLE 4. La série 
|| | | | 
lotte... (6) 


obtenue à partir de la série harmonique en changeant le signe des termes 
de numéros pairs, converge. Pour nous en convaincre fixons sur la droite 
numérique (fig. 398) les points correspondant aux sommes partielles 


1 5 47 

S = À, T3: Dr ST 3: = Go 
37 
"= SG 


On voit que les points s,, 5,, 5, d'indices impairs s’avancent vers la gauche 
et les points s,, ss, 54 d'indices pairs vers la droite, les premiers étant 
à la droite des seconds. On peut démontrer que cette loi est vraie ‘*? 
et que les points Sen, Sen+, Se rapprochent indéfiniment °°. Cela signifie 
que les points d'indices pairs comme les points d'indices impairs tendent 
vers un certain point S (les premiers à droite, les seconds à 
gauche). Par conséquent, la suite des sommes partielles de la série (6) 
a pour limite le nombre S, autrement dit, la série (6) converge et S est 
sa somme. 
Les sommes partielles s,, $4, s, donnent pour S une valeur approchée 
ar excès et S2, Sy, Se une valeur approchée par défaut. Calculant s, — 
= 0,745 et s,9 = 0,645 nous obtenons pour S une décimale exacte S = 0,7. 
Calculant s4pp €t S1000 nous aurions trouvé S = 0,693 avec trois décimales 
exactes. La valeur exacte de S est 1n 2: 


1, 1 1 
1— ++ (7) 
(+) La différence 
| 1 1 1 1 
Santa — Ssn-1 © (: Ta Te 34 1) à 
i 1 1 1 
— (1-2 + . +7) 2 H+i 


1 


: 1 
est négative, la différence sin4s — Sin = CERN EEE Fr 


est positive. 


(99) La différence sin 1 — San = tend vers zéro quand n -> ©, 


1 
2n + 1 
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On obtient la formule (7) à partir du développement en série 


zx" x? xt 
BA+ssz-t+—— : 
en faisant x == 1 (cf. $ 270, 4 et & 272, exemple 2). 


$S 370. Reste d'une série 


Si l'on rejette les m premiers termes de la série 


tit... + Mn + Mmta + Monts Ÿ (1) 
on obtient la série 
Uma + Mats + (2) 


qui converge (ou diverge) si la série (1) converge (ou diverge). C'est 
pourquoi lors de l'étude de la convergence d'une série on peut supprimer, 
au début de celle série, un nombre quelconque de termes. 

Dans le cas où la série (1) est convergente, la somme 


Ra = Unt: + Umta + = (3) 


de la série (2) est appelée le reste de la première série (R, = #, + 1, +... 
est le premier reste, R, = 3 + #4 + …… le second, etc). Le reste Rh 
est l'erreur que l’on commet en remplaçant la somme S de la série (1) 
par la somme partielle s,. La somme de la série S et le reste R,, sont 
liés par la relation 


S = 5m + Rn- (4) 


Quand #1 — 0, le reste tend vers zéro. En pratique, il importe que le 

reste R,, devienne inférieur à l'erreur admissible pour une valeur pas très 

grande de #1. On dit alors que la série (1) converge rapidement, dans le 

cas contraire on dit que la série converge lentement. Il est bien évident 

qu'une convergence rapide ou lente sont des notions relatives. 
EXEMPLE 1. La série 


lt + (S) 
est très lentement convergente. En nous arréêtant au vingtième terme 
nous n'obtenons S qu'à 0,5 : 10-1 près; pour la calculer à 0,5 : 10-4 près 
il faudrait au moins 19 999 termes (cf. exemple 4 $ 369). 

EXEMPLE 2. La série 


dt de (6) 
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(progression géométrique) est bien plus rapidement convergente que 


Ja série (5); son quinzième reste — —— + Ne es + … est en va- 


216 ‘ 916 217 
16 
jeur absolue inférieur à G) < 0,5:10-4, de sorte que les quinze 


premiers termes assurent une précision de 0,5 : 107. 
EXEMPLE 3. La série 


Î 1 LI 
1 + 1 + 31 T 3i +... 
(sa somme est égale à e; cf. $ 272, exemple 1) est encore plus rapidement 


convergente: une précision de 0,5 : 10- est assurée par huit termes de 
ja série. 


g 371. Opérations élémentaires 
sur les séries 


j. MULTIPLICATION TERME À TERME PAR UN NOMBRE. Si la série 


tt... + Un + … (1) 
est convergente et sa somme cest S, la série 
œu, + us, +. + tous + … (2) 


obtenue en multipliant chaque terme de la série (1) par un même nombre 
w est aussi convergente et sa somme est égale à wS, autrement dit, 


ŒU, + us +. + œun +. = œ(ua + Ma + + Mn +.) (3) 
EXEMPLE Î. La série 


1 Î | | Î 

PO Er ae Dr ANR (4) 
est convergente et sa somme est égale à 0,693 … — In 2 ($ 369, exem- 
ple 4). Par conséquent, la série 

Î | 1 1 | | 

374176 8" 50 2: (S) 
est convergente et sa somme est égale à 0,346 … — LE In 2. 

2 


2. ADDITION ET SOUSTRACTION TERME À TERME. Si les séries 


Mutu te +uns +, (6) 
CA + LA + + Ca + es. (7) 
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sont convergentes et si leurs sommes sont respectivement U ct V, la 
série 
(is Æ où) + (us HE 0) +... + (un E Va) + (8) 


obtenue par additon (ou soustraction) terme à terme, est aussi conver- 
gente et sa somme est U + V(ou U — V), autrement dit, 


(us Lo) + (us + es) +. = (us + mn +) (0 + es +.) (9) 
EXEMPLE 2. La série 
0,11 + 0,0101 + 0,001001 + … 


12 : 
est convergente et sa somme est . . En effet, cette série s'obtient 


en ajoutant terme à terme les séries convergentes 0,1 + 0,1? + 0,13 £ 
+ … ct 0,01 + 0,012? :+ 0,013 + .…, et les sommes de ces dernières sont 


à 1 Î 
respectivement — et —: 
9 99 


AVERTISSEMENT. Toutes les propriétés des sommes des suites finies 
ne sont pas valables pour les séries convergentes. Ainsi, la permutation 
des termes d'une série convergente peut en modifier la somme et même 
la rendre divergente. Permutons, par exemple, les termes de la série 
convergente 


1 
RSC rue dE D Ta 7- Frs ts 507: "10693. (10) 
de sorte que deux termes positifs soient suivis d’un terme négatif 
(l'ordre des termes positifs reste inchangé, de même que celui des termes 
négatifs). Nous obtenons la série 
1 | L | | 1 Î | Î 1 Î 

l+ts-ststr-sto tn etistis ste (ll) 
Elle est convergente, mais sa somme est une fois et demie plus grande que 
celle de la série initiale (10). Nous avons en effet (cf. exemple 1): 


1 1 1 1 Î Î 
OH +O——+0+—+O0——+O0+ SH. = 0,693 (12) 
(les zéros que nous avons ajoutés ne modifient pas la somme de la série !). 


Ajoutant terme à terme les séries (10) et (12), nous obtenons: 


1 2 | | 2 L 3 


Simplifiant les fractions et rejetant les zéros nous obtenons à gauche 
la série (11). 
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$ 372. Séries positives 


Une série positive (ou à fermes positifs) ne peut être indéterminée ($ 368, 
remarque 1). Ses sommes partielles ont toujours une limite finie ou in- 
finie. Dans le premier cas la série est convergente, dans le second diver- 
ente. 

- Une série positive convergente dont on permute les termes reste 

convergente ct sa somme n'est pas modifiée (cf. $ 371, avertissement) ; 

de même pour une série positive divergente. 


g 373. Comparaison des séries positives 


Pour étudier la convergence d'une série positive donnée 


Mot tus +. (1) 
on la compare souvent avec une autre série positive 
V+utut. (2) 


dont on sait qu'elle est convergente ou divergente. 

Si la série (2) est convergente, sa somme égale à V et si les termes 
de la série (1) ne sont pas supérieurs aux termes correspondants de la 
série (2), la série donnée converge aussi et sa somme n'est pas supé- 
rieure à V. Le reste de la série (1) est aussi non supérieur au reste de 
la série (2). 

Si la série (2) est divergente cet que les termes de la série donnée 
(1) ne soient pas inférieurs aux termes correspondants de la série (2), 
la série donnée (1) est divergente. 

EXEMPLE 1. Considérer la série positive 


de (3) 


| 1 1 
Lis taate tes 


et si clle est convergente trouver sa somme S avec quatre chiffres signi- 
ficatifs. 


SoLUuTION. Comparons la série donnée (3) avec la progression géo- 
métrique 


1 1 1 

Lit tt + … 

G sn. T sn-1 (4) 

La série (4) converge et sa somme est égale à 1,25. Les termes de 

la série étudiée (3) ne sont pas supérieurs aux termes correspondants 

de la série (4). Cela signifie que la série donnée est convergente et que 
S< 1,25. Le reste 


1 1 1 
Ra — (n + 1)5n 4 (n + 2) 5n+! LA (n + 3) Sn+t m'as (5) 


« 
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de la série (3) est inférieur au reste de rang n de la série (4), autre. 
ment dit, 


| 1 1 


1 
Rn < = + Fous tee 


LL Ssa+i 
Pour une meilleure estimation comparons le reste (5) avec la série 
1 1 1 1 
ORNE CEST ELTS CES TEL OS TENSTET ESS Le (6) 
Raisonnant comme plus haut, nous obtenons l'inégalité 


1 


DETTE SELS à (7) 
Posant successivement n = 1, 2, 3, ... nous trouvons que l'expression 
a devient inférieure à 0,0005 pour # — 4. Prenons les quatre 
4(n + 1)5"-1 


premiers termes de la série. Nous obtenons une valeur approchée {à 
0,5 -10-3 près) par défaut 


Î | Î 


3:51 "4 
EXEMPLE 2. Pour établir si la série 
1 1 1 
— tés ts 
1 Y3 Ÿÿ4 (8) 


est convergente, comparons-la avec la série 


1 
+ —> + 
V2 


Î 1 Î 
tot tzt. (9) 


Cette dernière est divergente ($ 369, exemple 3), et les termes de Ja 
série (8) ne sont pas inférieurs aux. termes correspondants de la série 
(9). Cela signifie que la série (8) est divergente. 

EXEMPLE 3. Pour étudier la convergence de la série 


1 1 1 1 
tt tte teste (10) 
comparons-la avec la série 
1 i 1 1 (11) 
1 Pioabais taste tp ge 


dont les termes sont, à partir du deuxième, supérieurs aux termes 
correspondants de la série (10). La série (11) converge et sa somme S =2, 
car 5h peut être représentée sous la forme 


1 
n — 1 


mit) +(5—<)+ + —+]-1+1-7. (12) 
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La séric (10) est a fortiori convergente et sa somme est inférieure 
à 2. Le reste R, de la série (11) est égal à ($ 370) 


Le reste de la série (10) n’est que très peu inférieur, de sorte que 
ja série (10) est lentement convergente: pour trouver quatre chiffres 
significatifs il faut calculer près de 2000 termes. La valeur exacte de 


Ja somme de la série (10) st © (cf. plus bas $ 417, exemple 3). 


$ 374. Règle de d’Alembert pour 
une série positive 


THÉORÈME. Si dans la série positive 
Mitäüst.. Eün Et … (1) 


Je rapport Ent q'un terme au précédent tend vers unc limite g lorsque 
Un 
n —> ©: 
1° si g < 1, la série est convergente; 
2° si g > 1, la série cst divergentet* ; 
3° si g = 1, il y a doute. 
Ce théorème est appelé règle de d'Alembert°", 
EXEMPLE 1. Considérons la série positive 


2° 0,8 + 3 - 0,8? + 4 - 0,8? + .. + (n + 1) : 0,8 + … 


On observe au début la croissance des termes‘*°®? (a, = 1,6, a, = 1,92, 
a3 = 2,048, ..). Toutefois la série est convergente, car @h41 : An — 


= 0,8 [1 + - 
n +1 
dire qu’elle est inférieure à 1. 
EXPLICATION. Supposons que pour une certaine série positive a, + 
+ a +4 +... + an +... la limite du rapport wh;1:#n soit égale 
à 0,8. Cela signifie qu'à partir d'un certain numéro N le rapport 


, et la limite de ce rapport est égale à 0,8, c'est-à- 


(92 On inclut ici le cas où lim my : #n — ©. 
(°° En fait on l'attribue improprement à d’Alembert, car c'est Caucby qui l'a 
tnoncé et formulé pour la première fois. 
(9°°°2 Ensuite, cette croissance fait place à la décroissance. 


18-1158 
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Un41: Un diffère de 0,8 de moins de + 0,1. Par conséquent, il est in. 
férieur à 0,9, de sorte que 


unN+1 < O,9Jun, 
unN+a < O,Junes < 0,9'ux, 


(2) 


un+s < Ouvre < 0,9ux, 


etc. La comparaison de la série #xr41 + 1m + Unss + … avec la série 
0,9 tn + 0, Puxy + 0,8 1x + … (progression géométrique décroissan. 
te) montre ($ 373) que la séric considérée est convergente. 

On peut prendre au lieu de 0,9 n'importe quel nombre compris 
entre 0,8 ct 1. (Si l'on prend l'unité ou un nombre plus grand, le raison- 
nement n'est plus valable). 

La démonstration cest analogue dans le cas général q < 1. 

EXEMPLE 2. Considérons Ja série positive 


1,1%. 1,1? 1,1" 
tt t+..+ a de (3) 


Les premiers termes décroissent, mais la série est divergente, car la 
limite du rapport 


” 1,1n+1 1,15 = (1 | 1 }1 
Ati "nn n +1 . ñn ju n +1 » 


est égale à 1,1, autrement dit, elle est supérieure à 1. 


EXPLICATION. Comme lim (#44 : x) = 1,1, à partir d'un certain 
numéro N le rapport #41 à #, est supérieur à 1,09. Comparant la série 
UN+ + UNis + Na + … avec la séric divergente 1,09uxy + 1,097 1x + 
+ 1,0®uxy + et raisonnant comme dans l'explication précédente, 
nous démontrons ($ 373) que la série considérée diverge. 

On peut prendze au lieu de 1,09 n'importe quel nombre compris 
entre 1,1 et 1 (mais non l'unité). 

La démonstration est analogue dans le cas général q > 1. 

EXEMPLE 3. Considérons les séries 


1 1 l 
Lhntotetete, (4) 


1 1 1 
ttc tetest. (S) 


Dans les deux cas nous avons 


g= lim (wn$#1: #n) = 1. 
nn} 
Or la série (4) est divergente ($ 369), et la série (5) convergente ($ 373). 
REMARQUE. Dans le cas 1 (9 < 1) plus g est petit et plus la con- 
vergence cst rapide. Dans le cas 2 (qg > 1) plus g est grand ct plus la di- 
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vergence est rapide. Dans le cas 3 (g — 1) même si la série est conver- 
ente, cette convergence est lente de sorte que la série se prête mal aux 


calculs. 


& 375. Critère intégral de convergence 


Si chaque terme de la série positive 
Mi +u+.. + Un + … (1) 
est inférieur au précédent, on peut utiliser, pour étudier la convergence, 


l'intégrale impropre 
© 


( tm) an, (2) 
1 
où f(n) est une fonction décroissante continue de #, prenant pour n — 
= 1, 2, 3..les valeurs 1}, 1, 13, 

La série (1) cest convergente ou divergente suivant que l'intégrale 
impropre (2) converge ou diverge. Dans le cas de la convergence le reste 
R, de la série (1) vérifie les inégalités 

@ @ 
{{n) dn < Ra < \ {{(n) dn. (3) 
n+i n 

REMARQUE. Le critère intégral est commode dans les cas où le 
terme #, est donné par une expression ayant un sens non seulement pour 
les valeurs entières de n, mais aussi pour tous les # supéricurs à l'unité. 

EXEMPLE Î. Etudions la convergence de la série harmonique 

1 
Dh titi (4) 
Cette série est positive; chacun de ses termes est inférieur au précédent, 


et le terme général #, est donné par l'expression … qui a un sens pour 


toutes les valeurs de n (sauf zéro). La fonction f{n7) — _ est continue 


et décroissante dans l'intervalle (1, æ). Considérons l'intégrale impropre 
œ 


(+ Elle est divergente, car elle prend une valeur infinie: 


Par conséquent, la série (4) est aussi divergente (cf. $ 369, exemple 3). 


IR 
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EXEMPLE 2. Etudions la convergence de la série des «carrés 


inverses » 
1 1 1 
-1 +rtarteterte (5) 


21 n 


Ici f{n) — +. . L'intégrale impropre correspondante 
n 


z 
(= lim CRE 
n 
FANS 
1 1 


converge. Par conséquent, la série (5) est aussi convergente. En prenant 
les 10 premiers termes, nous trouvons Si9= 1,5498. Le reste R1, vérifie 
l'inégalité 


œ œ 

dn dn 1 1 
\ Po & Re << ( nt , c.-à-d. 11 < Re < 10 e 
il 10 


Ccla signifie que l'erreur donnéc par l'égalité approchéc 
1 1 
1 + tr ts 1,598 
n'excède pas 0,1. 


EXPLICATION, Le graphe de la fig. 399 représente la fonction f(n); les terincs v,, 
Us, .… SOnt représentés par lcs ordonnées P,A,, PM, … ; ces dernières sont numé- 
riquement égales aux aïres des rectangles PiMf;,N3Pss PaMaNaPas ve 
œ@ 


La divergence de l'intégrale | f(n) dn signifie que l'aire comprise sous la courbe 


i 
MAfAfs .… est infiniment grande. L'aire décrite par le contour polygonal cest a 
fortiori infiniment grande, autrement dit, la série s, + w, + … est divergente. 
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© 
Si par contre l'intégrale | f{n) dn con- 


1 
verge, l’aire sous la courbe Af,Af,Mf, … est finie. 
L'aire des rectangles inscrits hachurés sur la 
fig. 400 est a fortiori finie, autrement dit, la 
série Ms + Ms + .… cest convergente. Par 
conséquent, la Série #, + vs + us + … est 
aussi convergente. 
Explicitons les inégalités (3) pour n == 2. 
reste Rs= + +. est numérique- 
ment égal à l'aire de la figure exinscrite 
X PaMaNaANs . (fig. 399); cela signifie 
© 


que R > \ f{n) dn (par hypothèse cette inté- 
3 


grale converge). Le même reste est égal à l'aire de la figure X P.NsfsKaMa se (fig. 400); 
cela signifie que 


œ 
R,< \ fn) dn. 
2 


$ 376. Série alternée. Critère de Leibniz 


La série est dite allernée si ses termes sont alternativement positifs ct 
négatifs. La série 


Mis us + (— D Lun + …, (1) 


où les lettres u,, u,, #4, … désignent des nombres positifs, est une série 
alternée. 

CRITÈRE DE LEIBNIZ. Si les termes d’une série alternée tendent 
vers zéro en décroissant constamment en valeur absolue, la série est 
convergente(®. Le reste d'une telle série est de même signe que le premier 
terme rejeté et lui est inférieur en valeur absolue. 


ne 


(+) Les termes d'une série alternée peuvent tendre vers zéro sans décroître cons- 
tamment. Alors Ja série peut ne pas être convergente. Ainsi, la séric 


— > + 


dont les termes tendent vers zéro sans décroître constamment est divergente. En effet, 
en groupant les termes deux par deux nous trouvons que ss,» = _ + + +. + _ 


de sorte que (5 369, exemple 3) lim sn = ©. 
no 
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Les raisonnements à la base de la démonstration du critère sont 
rapportés pour un cas particulier dans l'exemple 4 $ 369. 
EXEMPLE. La série alternée 


nie der mm Gr (2) 
est convergente, car ses termes tendent vers zéro en décroissant constam- 


ment en valeur absolue. Le quinzième reste 


1 1 1 
Ris = — LÉ TÉRST Ts 
est négatif, de sorte que la somme partielle s,, donne pour la somme de 


la série (2) une valeur approchée par excès. Le reste est inférieur à JE 


16 
en valcur absolue. 
& 377. Séries absolument convergentes 
et semi-convergentes 
THÉORÈME. Si la série positive 
luml+lsl+. +lunl +. (1) 


formée avec les valeurs absolues des termes de la série 
LT + #s + ..… + “in + CO ‘ (2) 
est convergente, cette série (2) est aussi convergente. 


Le reste de la série considérée n'excède pas en valeur absolue le 
reste correspondant de la série (1). 

La somme S de la série considérée n'excède pas en valeur absolue 
la somme S” de la série (1) 


ISI< S”. 


On n'a le signe d'égalité que lorsque tous les termes de la série (2) sont 
de même signe. 

REMARQUE Î. La série (2) peut être convergente même quand la 
série (1) est divergente. 

EXEMPLE 1. La série 


1 1 1 1 


1 
Lt gr tes (3) 


€* La démonstration est donnée plus bas (cf. explication). 
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est convergente car la série 


1 1 1 1 1 
lt ta tt tr. (4) 


formée avec les valeurs absolues des termes de la série (3) est convergente 
($ 373, exemple 3). La somme S de la série (3) est inférieure à la somme S” 
de la série (4) ‘*. 

EXEMPLE 2. La série alternée 

1 1 1,1 
1 tas -ats 

est convergente ($ 369, exemple 4), bien que la série formée avec les 
valeurs absolucs de ses termes soit divergente ($ 369, exemple 3). 

DÉFINITION 1. La série est dite absolument convergente si la série 
formée avec les valeurs absolues de ses termes est convergente (cette 
série est aussi convergente; cf. exemple 1). 

DÉFINITION 2. La série est dite semi-convergenlte si elle est con- 
vergente sans être absolument convergente (cf. exemple 2). 

REMARQUE 2. Une série convergente dont tous les termes sont 
positifs ou négatifs est absolument convergente. 


EXPLICATION DE L’EXEMPLE 1. Conservons dans la série (3) les termes positifs 
et remplaçons les termes négatifs par des zéros. Nous obtenons la série positive convergente 


1 { | | | 
LH +0+ ++ O0 + SH Ot..—U (5) 
(sa convergence découle de sa comparaison avec la série (10) $ 373). Remplaçons mainte- 


nant les termes positifs de la série (3) par des zéros ct changeons le signe des termes néga- 
tifs. Nous obtenons la série positive convergente 


1 1 1 
0+04+-7+0+0++0H+0+ +. = (6) 
Retranchons terme à terme la série (6) de la séric (5). Nous obtenons fa série (3). En 
vertu du $ 371, 2 elle est convergente et sa somme S est 
S=U—y. (7) 


Chacun des nombres positifs U, V est inférieur ($ 373) à la somme S” de la série (4). C'est 
pourquoi 


S <S’. 


Le théorème général se démontre de façon analogue. 
REMARQUE. Additionnant (5) et (6) nous trouvons: 


S'mU +. (8) 


ee 


Ce) Dans le cas considéré S = +5 (cf. explication). 
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Dans l'exemple considéré nous avons en outre ($ 371, 1): 


1. 1 1 1 1. 1 1 
Fm tr bo too 1trtrte]=s (S) 


Il découle de (7), (8) et (9) que 


S=— S?, 


$S 378. Règle de d'Alembert 
pour une série à termes de signes quelconques 


Supposons que la série 
#i + +... + Un + … (1) 


contienne des termes positifs et des termes négatifs (ou bien que tous les 
termes sont négatifs). Soit g la limite de la valeur absolue du rapport 
lim [unsy mn) =: q. 
nn} 
Alors si g < 1, la série cst convergente, si g > 1 divergente, si 
g=1,il y a doute. 
Cela découle des $$ 374, 377. 
EXEMPLE. La série 


OR PE 
21 31 #51 6 8 (2) 


dans laquelle deux termes positifs sont suivis de deux termes néga- 
tifs, puis de nouveau de deux termes positifs, est convergente, car 
1 1 1 
füar#nl=—:—#=— ; par conséquent, 
l'{(n—1)1 n 
gæmlimlsnsp:#nl = 0, c.-àa-d. gqg < 1. 
n—>œ 


$ 379. Changement de l’ordre des termes 
d'une série 


Dans une série absolument convergente on peut intervertir les termes 
d'une manière quelconque, sans détruire la convergence absolue ni 
modifier la somme de la série (en particulier, la somme d’une série 
positive convergente ne dépend pas de l'ordre des termes). 
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Au contraire, le changement de l'ordre des termes d'une série semi- 
convergente peut modifier la somme et même altérer la convergence. 
EXEMPLE 1]. La série 


6-00" 0 
que l'on obtient en permutant les termes de la série absolument conver- 
gente 

(te @ 


‘est convergente et possède la même somme S que la progression géo- 
métrique (2). Par conséquent, nous avons 


On 
2 Î 
SR CENT (3) 
1+- 


On peut vérifier la formule (3) en considérant la somme partielle s,, de la série (1) 
comme la somme is termes d'une progression géométrique dont le premier terme est 
1)? | : 1)! 1 
(5) F2 Er la raison () = 7 : 

EXEMPLE 2. La série 


Î 1 1 Î 1 


L 1 
Le Fa a SE Po are. (4) 
est semi-convergente ($ 377). La série 
| | LL 1 1 Î | 1 
Lhassa tetr-sts ti st. (5) 


que l'on obtient en modifiant l'ordre des termes de la série (4) est con- 
vergente, mais sa somme est une fois et demie plus grande que celle de 
la série considérée ($ 371, avertissement). 


REMARQUE. Dans une série semi-convergente on pcut modifier l’ordre des ter- 
mes de façon que la somme de la série ainsi formée soit égale à n'importe quel nombre fixé 
à l'avance (on peut aussi obtenir une série divergente). 


$ 380. Groupement des termes d’une série 


Si la commutativité est la propriété des seules séries absolument convergentes (cf. &$ 379), 
l'associativité est valable pour n'importe quelle série convergente. 

Plus précisément, on peut dans chaque série convergente, sans modifier l'ordre des 
termes, les grouper de façon arbitraire. En additionnant les termes à l’intérieur de chaque 
our Obtenons une nouvelle série. Elle est aussi convergente et sa somme n'est pas 
modifi 
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Exempee 1. Dans la série convergente (en vertu du critère de Leibniz) 
1 1 Î Î 1 
l—te—-ztoipgte (1) 


les termes peuvent être groupés de la manière suivante: 


| 1 1 1 1 
sera e) 
Additionnant les termes à l'intérieur de chaque groupe nous obtenons: 
2 2 2 


rte tioi (3) 


Cette série positive a la même somme (2 que la série alternée (1). 
Exemper 2. Dans la série (1) nous pouvons grouper le second terme avec le troi. 
sième, le quatrième avec le cinquième, etc. Nous obtenons alors la série convergente 


HOLD gl dl (4) 


qui possède la mème somme. 

REMAXQUE. L'opération inverse (l'ouverture des paranthèses) n'est certainement 
possible que dans le cas où après l'ouverture des parenthèses la série obtenue est convergente 
(alors la série initiale est a fortiori convergente). Il est toutefois possible que la série soit 
convergente, mais que la série obtenue après l'ouverture des parenthèses soit divergente, 

Exeuree 3. La série 


(1 — 0,9) + (1 — 0,99) + (1 — 0,999) + … (5) 


(la progression géométrique 0,1 + 0,01 + 0,001 + ...) est convergente ct sa Somme est _ ; 
En ouvrant les parenthèses nous obtenons la série 
1— 0,9 + 1 — 0,99 + 1 — 0,999 + .….; (5') 
elle est divergente, car les sommes partielles de numéros pairs tendent toujours vers la 
limite — alors que les sommes partielles de numéros impairs tendent vers la limite 1 + : 
ExeuerLe 4. Considérons la série 
1 1 1 1 
1atzstsstast. (6) 
On peut la présenter sous la forme 


6-14 6-5 6-1 o 
+ ——— +... (8) 


(°) Elle est égale à — + cf. $ 398, exemple 3. 
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est convergente. En effet, toute somme partielle ssn_1 est égale à l'unité, et la somme 


artielle 
1 


San = 1 — Fri 
tend vers l'unité. La somme de la série (8) S = 1 est aussi la somme de la série (6): 
1 1 1 1 


da 2 sat geste 


$ 381. Multiplication des séries 


THÉORÈME. Etant données deux séries absolument convergentes 
mtmtu +.….=U, (1) 
u+t+utu+..… =, (2) 


on peut les multiplier par la règle de multiplication des polyÿnômes. Cha- 
que terme de la série (1) est multiplié par chaque terme de la séric (2) 
et les produits sont additionnés dans un ordre quelconque. Nous obtenons 
ainsi une série absolument convergente dont la somme est UV: 


M0 + Mate + Mat + Ma0s + Mars + tou +. = UV. (3) 


REMARQUE Î. Pour éviter que dans la série (3) un terme ne soit 
répété deux fois ou omis, il est recommandé de grouper les termes ujug 
pour lesquels la somme des indices 5,} est la même (cette somme est 
appelée le poids du terme #;vyx). La série obtenue est alors de la forme 

s ++ t..s (4) 
où 
a = Mit, 
Ca = Vols + HaVos 
Mo = Ma0s + Wave + Milan (5) 


La = Vats + Wn-ate + Un-ats +... + Mira. 


Ce groupement correspond à une multiplication effectuée d'après le 
schéma: 
Haiti + + +... 
Ut om re + 
Mas À Mavs + Mata + Mats + 
Mile + Mate + Mots + (61 
MaDs + Mavs + 
Ua0s + 
m, + +m + m +. 
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ExEeMPLe 1. Considérons deux séries absolument convergentes: 


1 1 1 1 

loto tatetzrhte. (7) 
dd: 1 (St? Luis 

1 T2 + 7 3 + ce + 2n-1 + ee (8) 


En les multipliant d’après le schéma (6), nous trouvons: 


| 1 1 
Ltstatetit 
PEL ORR TRERE 
2 4 8 16 ‘‘” 
1 1 Î 
ART HET 
1 (9) 
#9 16. 
Î 
+iét 


Les termes de la série obtenue sc forment d’après la loi suivantet®- 


Pan ni? win = 0. 


En omettant les zéros, nous obtenons une série absolument convergente 
1 1 1 
Lrrtitetahe (10) 


Sa somme est le produit des sommes des séries (7) et (8). On le vérifie 
aisément, car la somme de la progression (7) est égale à 2, celle de la 
progression (8) est et celle de la progression co +. 


EXEMPLE 2. La série 
2 3 4 n 
ltrtsttetart. (11) 
absolument convergente (en vertu de la règle de d'Alembert). 
rouver sa somme. 


C°) Dans chaque colonne du schéma (9) les termes ont une même valeur absolue 
les signes étant alternés. La colonne d'indice pair (dont le nombre des termes est pair) 


donne zéro. Dans la colonne d'indice {impair 2n — 1 le premier terme est 2. et les 
8 


autres s'éliminent mutuellemen t. É 
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SoLUTION. La somme cherchée est le produit des sommes de deux 
séries absolument convergentes identiques 


1 1 1 7 

A ET (2) 
1 1 1 7 

htc tetas te ce (13) 


En effet, nous obtenons d’après le schéma (6): 


1 1 1 
l+trt-ctarte. 


7 
| | 
Tr tte 


Cela signifie que la somme de la série (11) est égale à 
7 7 49 
6 6 36 
REMARQUE 2. Si l'une des séries (1), (2) est absolument convergente et l'autre 
semi-convergente, la série (4) obtenue d'après le schéma (6) est convergente et sa somme 
est toujours égale à UV. Mais elle peut s'avérer semi-convergente ; dans ce cas on ne peut 
modifier arbitrairement l'ordre des termes ($ 379). 
Si les deux séries (1), (2) sont semi-convergentes, la série (4) peut s'avérer divergentet(®), 
Mais si elle est convergente, sa somme est égale à UV. 


ce) La série 
1 1 1 1 
—— +t——— + ETF. (U) 
Yi V3 Ys Yn 
est convergente (d’après le critère de Leibniz, $ 376), mais elle est semi-convergente, autre- 
ment dit, la série positive 


1 


1 Î 1 | 
1itit—t—+ + — +... 

Y2 V3 Vs Yn 

est divergente ($ 373, exemple 2). Si l'on applique les formules (4), (5) aux deux séries 
dont chacune coïncide avec (U), nous obtenons la série 


w, + w, + w, + … (W) 
dont chaque terme est supérieur à l'unité en valeur absolue. En effet, la formule (5) donne: 
Î 1 1 
al = © + ————— +... + 0 
Vicn Y2(n —1) Yn:-1 
Ici chacun des n termes est supérieur à L Ca LA Par conséquent, w, ne tend pas 
nn nn 


vers zéro, ct la série (WV) est divergente ($ 369). 
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& 382. Division des séries 


THÉORÈNME. Soient données deux séries convergentes: 


tit... tin +... = U, (1) 
mnt. trn+ = V. (2) 


Appliquant à ces séries le schéma de division du polynôme 16, + 1, + 
+... + 1 par le polynôme uv, + v, + + v, nous obtenons la série 


LA + Ps + .… + n + .…e (3) 


Si la série (3) est convergente‘*, sa somme WW est égale à U:y. 
EXEMPLF. Appliquons aux séries convergentes 


Lee, (1a) 
Te EL (2a) 
le schéma de division d'un polynôme par un polynôme. Nous avons 
nina tete te sta 
a Liz +1 ++ te 
1 + 0 ++ 0 +7 


2: 2: 24 PT LES 
1 
mto+t 
0 1 1 
ma tz 
1 
ZT 0 + 


(°) Elle peut s'avérer divergente même quand les séries (1) et (2) sont absolumen 
convergentes. Ainsi, si l’on divise, d'après le schéma mentionné, la série 1 + O + 0 + 0 +. 
(dont tous les termes, sauf le premier, sont des zéros).par la série 1 + 1 + O0 + 0 + 0 + … 
{dont tous les termes, sauf les deux premiers, sont des zéros), nous obtenons la série 


divergente 1 ns 1 + 1 Sons 1 + .… 


Séries 559 


Dans l'exemple considéré les termes de la série (3) sont formés 
d'après la loi suivante: 


| 
w 1, ET a DT 
1 1 
SRE TE Va 2523! . (n > 2) 


En effet, le second reste s'obtient en multipliant terme à terme le 


premier reste par — ; par conséquent, le troisième terme de la série 
2 


(3) s'obtient du second terme en le multipliant par — . Lors de la troi- 


sième soustraction tous les termes respectifs sont deux fois plus petits 
que lors de la seconde soustraction. Par conséquent, le troisième reste 


s'obtient en multipliant le second par e . Cela signifie que le quatrième 
2 


terme de la série (3) s'obtient du troisième en le multipliant par 


L , etc. 


Ainsi, les termes de la série (3) à partir du deuxième forment une 


progression géométrique de raison — . Par conséquent, la série (3) est 
2 


convergente. Sa somme IV est égale à U:V. Nous avons en effet: 


sl, Va W=1+ 


= 3, 


de sorte que 
U:V = WW. 


8 383. Série de fonctions 


On appelle série de fonctions l'expression 
Max) + Max) +. + malx) + …, (1) 


où #,(x), #a(x), ... (les termes de la séric) sont des fonctions d'une 
variable x définies dans un intervalle (a, b). 

Le sens de l'expression (1) est expliqué au $ 367, où on considérait 
une série dont les termes étaient des nombres (série niwmérique) et non 
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des fonctions. Les sommes partielles d’une série de fonctions sont définies 
de même que celles d’une série numérique. 

Si dans la série de fonctions (1) on donne à la variable x une certaine 
valeur appartenant à l'intervalle (a, b), on obtiendra une série numérique. 


8 384. Domaine de convergence 
d’une série de fonctions 


Il peut arriver que pour toute valeur de x prise dans l'intervalle 
(a, b) la série de fonctions soit convergente. Il peut également arriver 
que pour toute valeur de x la série soit divergente. En général la série 
de fonctions est convergente pour certaines valeurs de x et divergente 
pour d’autres. L'ensemble des valeurs de x pour lesquelles la série est 
convergente est appelée domaine de convergence de la série de fonctions. 
Dans le domaine de convergence à chaque valeur de # correspond 
une somme déterminée de la série, de sorte que cette somme est une 
fonction de l'argument x, définie dans le domaine de convergence. En 
dchors de ce domaine Ja série de fonctions n’a pas de somme. 
EXEMPLE Î. Considérons la série de fonctions 


1x +l-22 41-2301... +1:-2...nxn + … (1) 
Ses termes sont des fonctions 
(x) = x, (x) = 2x, u(x) = 6s!, si (2) 


définies dans l'intervalle (— co, + oo). Or, la série (1) ne converge que 
pour x = 0, elle diverge pour toute autre valcur de +. En cffet, donnons 
à # une valeur x, non nulle. Nous obtenons la série numérique 


Lx +l'2+... +1l:2.. ns + (3) 
Le rapport 
ltnsr nl = tn +1)! xftlintatl=(n+1)lxl 

a une limite infinie quand n —> oo. Par conséquent ($ 378), la série (3) 
est divergente pour x -Æ0. Le domaine de convergence se compose d'un 
seul point + = 0. 

EXEMPLE 2. La série de fonctions 

zn 


x x 
LES Pa rte re (4) 


[ses termes sont des fonctions définies dans l'intervalle (— ©, + co)] 
est convergente pour toute valeur x = x,. En effet le rapport 


[xl 


Mn+1:4nl = FPE 
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tend vers zéro quand # -> © ($ 378). Le domaine de convergence est 
tout l'intervalle (— æ, + ).La somme de la série (4) est une fonction dé- 
finie dans cet intervalle (cette fonction est égale à 7; cf.$ 272, exemple 1). 

EXEMPLE 3. Trouver le domaine de convergence et l'expression 
de la somme de la série 


L 1 1 
2 + ZU—3) +x(1— 32) + … + ss il — x) + un (5) 
SoLUTION. Ecrivons la somme particile de la série (5) sous la 


forme 


ss-1 + an sn = 
24. (6) 


Si|*1>1, Sn n’a pas de limite finie quand n->œ (le terme — L 4" 
2 


est un infiniment grand), autrement dit, la série (5) est divergente. Pour 
x — — 1 la série est aussi divergente, car dans ce cas 


1 3 (—1)r+#1 
mess Mer 2 . 
Nous voyons donc que s, prend alternativement les valeurs 2 et 1. 
Pour les autres valeurs de x (c'est-à-dire pour — 1 < x < 1) la 
série (5) est convergente. En effet, si x — 1, tous les termes de la série 
(5), sauf le premier, s'annulent 
ct nous avons 


S(1) = 2. (7) 


Si [|*|<1, alors dans la 


formule (6) le terme — Es x" tend 
2 


vers Zéro quand # —> 00 pour un 
x fixe, de sorte que 


| | 
(:) tm | z* ; ») 


2475 (8) 


Le domaine de convergence de 
la série (5) est l'intervalle 
(—1,+ 1) dont l'extrémité x — —1 
est exclue (sur la fig. 401 le seg- FIG. 401 


Q 
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ment ab sans le point a). Dans ce domaine la somme S de la série 
(5) est une fonction de x définie par les égalités suivantes 


ce PR o 
} 


S(x) = 2 pour x = 1. 


La fonction S(x) est discontinue pour x = 1 et continue aux autres points 
du domaine de convergence. A l'extérieur du domaine — 1 < x < ] 
la fonction S(x) n'est pas définie du tout. Son graphe est (fig. 401) 
le segment AB dont on a exclu les extrémités À et B et auquel on a 
ajouté (au lieu du point B) le point C. 


$ 385. Convergence uniforme 
et non uniforme (° 


Soit 

alx) + ualx) + + mas) + … (1) 
une série de fonctions convergente en chaque point de l'intervalle (a, b) 
(fermé ou ouvert)‘**®. On demande de trouver la valeur approchée de la 
somme S de la série (1) à e près (autrement dit, le reste R, ne doit pas 
être supérieur en valeur absolue au nombre positif €). Pour chaque 
valeur déterminée de x cette exigence est satisfaite à partir d’un certain 
rang # = N. La grandeur N dépend généralement de x, et il peut arriver 
qu'aucun rang n ne permet d'assurer la précision cxigée pour tous les x 
à la fois. On dit alors que la série (1) converge non uniformément dans 
l'intervalle (a, b). Si par contre on peut assurer Île degré exigé de pré- 
cision pour tous les x à la fois à partir d’un certain rang N, on dit que la 
série (1) est rniformément convergenie dans l'intervalle (a, b). 

EXEMPLE 1. La série de fonctions 


24h) + Lai) ++ ant x) +. (2) 


(cf. $ 384, exemple 3) converge en chaque point de l'intervalle fermé 
(0, 1). Montrons que dans cet intervalle elle est non uniformément con- 
vergente. 

Exigeons que la somme partielle 


m=2++r—gs (3) 


(9) Cf. $ 386 (définition). ; sé 
te) La série peut également être convergente en des points extérieurs à l'intervalle 
(a, b) que nous nc considérons pas ici. 
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donne la somme de la série (2) à + 0,1 près. Pour x = 1 et x = 0 


toutes les sommes partielles satisfont à cette exigence (on obtient la 
valeur exacte S = 2). Pour les autres valeurs de x la somme de la 
série est 

Sx=2 + ri x, (4) 


de sorte que le reste de la série est 


Ram S—snm an (S) 
Pour + = 0,1 ou x = 0,2 ou x = 0,3 la précision requise est assurée 
à partir de N = 2, par exemple pour x = 0,3 nous avons: 


[R;l 7 OM<T 0 
Or, pour + = 0,4 deux termes ne suffisent pas; il faut en prendre au 
moins trois. Dans ce cas 
LR, | = 04 & À: 0,06 <7' 0. 

Les essais ultérieurs montrent que pour x = 0,5 la précision 
requise n'est assurée qu'à partir de N = 4, pour x = 0,6 à partir de 
N = 5 et pour x = 0,8 à partir de N = 11. Au fur et à mesure que x 
s'approche de 1, le nombre N croit indéfiniment, de sorte qu'aucun rang 
N ne peut assurer une précision de 0,1 
pour toutes les valeurs de x à la fois (et a 
fortiori une meilleure précision). Donc la 
série (2) est non uniformément convergente 
dans l'intervalle (0, 1). 

On a représenté sur la fig. 402 les 
graphes des sommes partielles 


s,(x) = 2, Six) = 2 + _ x + 2, 


1 Î 1 1 
Æ _—[—— 7 _ — + = — yi 
(5) 24 7 2° Sa(x) 2+- z *4 


Le reste est représenté pour x £ 1 par les 
segments des ordonnées comprises entre le 
graphe correspondant et la droite y = 2 + 


+ ms x [représentant la somme de la série 


as / 
(2) pour toutes les valeurs de x, excepté x=1]. FIG. 402 
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La série (2) est convergente: les graphes des sommes partielles se 
rapprochent de plus en plus de la droite DB, et cela sur un tronçon de 
plus en plus grand. La série (2) est non uniformément convergente: 
à proximité de B chacun des graphes de s, s'écarte de la droite DB. 
Toutefois, cet écart se manifeste sur un tronçon de plus en plus petit 
avec la croissance de #. 

EXEMPLE 2. Montrons que cette même série est uniformément 
convergente dans le segment (0, 0,5). 


Exigeons une précision de — *0,01. Pour x = 0,5 cette précision 


est assurée à partir de N = 4, car 


1 1 1 
| Real = "05" = 7 "00625 < 2 °%1 
Pour toute autre valeur de x dans l'intervalle (0, 0,5) la précision requise 
est a fortiori assurée à partir de N = 4. 


Exigcons maintenant une précision de — 0,01; dans ce cas il 


suffit pour x = 0,5 de prendre N = 7, car 


IR, | 05" x +: 0,0078 < +0,01. 

Pour toute autre valeur de x dans l'intervalle (0, 0,5) sept termes sont 
a fortiori suffisants. En général, le numéro N qui assure une précision 
à e près pour x — 0,5, assure immédiatement cette même précision pour 
toutes les valeurs de x dans l'intervalle (0, 0,5). Par conséquent, dans 
cet intervalle la série (2) converge uniformément (fig. 402): le plus grand 
écart du graphe de s, à la droite DB tend vers zéro avec la croissance 
de n. Cela n’a pas lieu dans l'intervalle (0, 1). 


& 386. Définition de la convergence uniforme 
et non uniforme 


La série de fonctions 
M(x) + fx) + 2 + sn(x) + (1) 


convergente dans l'intervalle (a, b) (fermé ou ouvert), est dite uniformément con- 
vergente dans cet intervalle si, à partir d’un certain rang N,le même pour toutes les 
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culeurs de x, e reste Rax) reste inférieur en valeur absolue à tout nombre e > 0 fixé 
d'avance: 


Ral(x)| <e quandn>AN(e) (2) 


(le rang Nne dépend que de €). 

Si pour un certain & la condition (2) ne peut être vérifiée (pour tous les x simultané 
ment) pour aucune valeur de , on dit que la série (1) esf non uniformément concergen!e 
dans l'intervalle (a, b). 

Cf. $ 385 (exemples). 


& 387. Interprétation géométrique 
de la convergence uniforme et non uniforme 


Soient AB (fig. 403) le graphe de la somme S{x) d’une série conver- 
gente dans l'intervalle (a, b) et 4,B,, An41Bny, .… les graphes dessom- 
mes partielles s,(x), Sa+1(x), … Construisons une bande 4’4’’B’’B’ de 
sorte que les courbes 4’B’et 4”’B”’ soient distantcs (en verticale) de 
AB d'une constante :. Si la série est uniformément convergente, toutes 
les courbes 4,B,, à partir d’un rang N(e) sont entièrement intérieures 
(dans les limites de l'intervalle considéré) à cette bande. 

Cela n'aura pas lieu pour une série non uniformément convergente. 
Ainsi, tous les graphes de s,,(x) de la fig. 404 présentent deux pics sortant 
de la bande 4”4”°B’B”’ (ils se rapprochent du point C avec la croissance 


FIG. 403 
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FIG. 404 


de #). (Par ailleurs, au-dessus de chaque point D du tronçon ab les graphes 
de sA(x) se rapprochent indéfiniment du graphe de S(x) (après que le 
pic a quitté le point D). 


& 388. Critère de convergence uniforme; 
séries régulières 


Si chaque terme 1,(x) de la série de fonctions 
M(x) + Max) + 0 + Sax) + (1) 


pour tout + dans l'intervalle (a, b) n’est pas supérieur en valeur absolue 
au nombre positif À, et si la série numérique 


A EA tu HAS Ti (2) 


est convergente, la série de fonctions (1) est uniformément convergente 
dans cet intervalle. 
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EXPLICATION. La convergence de la série (1) découle des $$ 377 et 373. Le resto 
de la série (1) n’est pas supérieur en valeur absolue au reste de la série (2). A partir de N 
qui assure une précision à € près pour Ja série (2), cette précision est a fortiori assurée pour 
Ja série (1) pour tous les x à la fois. 


EXEMPLE. La série de fonctions 


cos x cos 2x cos 37 ARE 
n' 


+... + (—1) +. (3) 


converge uniformément dans l'intervalle (— ©,+ c), car tous ses ter- 

mes pour n'importe quel x ne dépassent pas en valeur absolue les termes 
correspondants de la série numérique positive 

1 1 

FOR 


Cette dernière est convergente ($ 373, exemple 3). Une precision de 0,1 
est assurée pour la série (4) à partir de n = 10. Pour la série (3) cette 
précision est a fortiori assurée à partir de la dixième somme partielle 


Dans l'intervalle fermé (— rx, x) la somme de la série (3) est égale à 


He). 


Pour x = + rt la série de fonctions (3) se transforme en série numérique (4) dont la somme 
est (4. $ 417, exemple 3). 


1 1 
Fartetes te (4) 


REMARQUE. La série de fonctions satisfaisant au critère du présent 
paragraphe est dite régulière. Toute série régulière est uniformément 
convergente. Les séries non régulières convergent uniformément en 
certains cas et non uniformément en d'autres. 


& 389. Continuité de la somme 
d'une série 


THÉORÈME. La somme de la série de fonctions continues 
u(x) + (x) +. + salz) + … (1) 


uniformément convergente dans l'intervalle (a, b) est elle-même une 
fonction continue dans cet intervalle. 


EXEMPLE 1. Tous les termes de la série 


COS zx _ Cos 25 cos 3x cos n+x 
ne es, (2) 


uniformément convergente dans l'intervalle (— ©, + co) ($ 388) sont 
des fonctions continues. Par conséquent, la somme de la série (2) est 
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une fonction continue pour 
chaque valeur de x. 
REMARQUE. La somme 
d'une série de fonctions con- 
tinues non uniformément con- 
vergente peut être continue 
ou discontinue. 
FIG. 405 EXEMPLE 2. Tous les ter- 
mes de la série 


24 aa) + Ma) est Lan — a) + (3) 


non uniformément convergente dans l'intervalle fermé (0,1) ($ 385) 
sont des fonctions continues. Toutefois la somme de la série est une 
fonction discontinue pour x = 1 (cf. $ 384, exemple 3). 

EXEMPLE 3. La série 


Ce — st) + (at — 20) — (x — 30) + Cat — a) — (st — 3) + (4) 
de terme général 
Ma(x) = (38 — 37) — (ant — 37871) (5) 
est non uniformément convergente dans l'intervalle fermé (0, 1), mais 
possède une somme continue S(x) identiquement nulle. 


En effet, nous avons s,(x) — x" — x? et pour chaque valeur de x 
dans l'intervalle (0, 1) cette expression tend vers zéro, de sorte que 


la série converge et a pour somme S{(x) = 0. 
Toutefois, le reste de la série | R,(x) | = | S(x) — s,(+) | = 
= 4" — x21 ne peut être rendu inférieur à à pour toutes les valeurs de x 
1 EL 
à la fois, car pour tout nil est égal à pour x = Es 
Par conséquent ($ 385), la séric (4) est non uniformément conver- 
gente. Néanmoins, la somme S(x) — 0 est une fonction continue. 
GÉOMÉTRIQUEMENT, les graphes de toutes les sommes partielles s, 


(fig. 405) ont une «bosses sur la droite y = =. , de sorte qu'aucun 
graphe ne peut être entièrement intérieur à la bande comprise entre les 
droites y = + " . N'empêche que la somme (représentée par le seg- 


ment gras de l’axe OX) est une fonction continue. 
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& 390. Intégration des séries 


THÉORÈME. Si la série convergente 
MC) + (5) + + Unls) +. = S(x) (1) 


formée de fonctions continues dans l'intervalle (a, b) est uniformément 
convergente dans cet intervalle, elle peut être intégrée terme à terme. 
La série 


x x x 
\ u(x) dx + \ Malx) dx + + \ Mn(x) dx + … (2) 
a a 


est uniformément convergente dans l'intervalle (a, b), et sa somme est 


z 
égale à l'intégrale | S(x) dx de la somme de la série (1): 


a 
z x z x 
\ slx) de + \ max) de +... + \ Malx) de + … = \ S(x) dx. (3) 
a a a a 


ExPLicaATION. La somme particile s%(x) de la série (2) est l'intégrale de la somme 
partielle sA(x) de la série (1) 


s'(x) = \ salx) dx 


CLS SE. 


x 
et est représentée par l'aire a4,Cax (fig. 406). L'intégrale \ S(x) dx de la somme S{(x) 


de la série (1) est représentée par l'aire aACr. 


Le théorème affirme que premièrement 
la série (2) est convergente et que sa somme 
x 


est égale à \ S(x) dr. 
a 

GÉOMÉTRIQUEMENT, l'aire aACx (fig. 406) 
est la limite de l'’aireal4,CAx quand n > ©. 

En effet en cas de convergencé uniforme 
de la série (1) le graphe A,C,h est entière- 
ment intérieur à la bande 4’4’’C’’C’ ($ 387). 
Cela signifie que l'aire a4,Chx est comprise 
entre les aires aA'’C’x et a4’’C'’x. Or toutes 
les deux ont pour limite l'aire aACx. 

Le théorème affirme que, deuxièmement, 
la série (2) converge uniformément. 
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GÉOMÉTRIQUEMENT, Pour toutes les positions de l'ordonnée xC’° la grandeur 
l'aire aACx — aire aA4hCnrl (4) 


peut, à partir d'un certain rang n, être rendue inférieure à toute aire E fixée d'avance. En 
effet, la bande 4°4°°B'°B° peut être rétrécic à tel point que son aire soit inférieure à E, 
L'aire 4°4’’C’"C’ est alors a fortiori inférieure à E et la grandeur (+) encore plus petite, 


EXEMPLE 1. La série 
1+2x + 3x +... + nzn-1 + ….. (5) 


est uniformément convergente (en vertu du critère du $ 388), dans 
l'intervalle (0, g) où g est une fraction régulière, car ses termes ne sont 
pas supérieurs aux termes correspondants de la série positive conver- 
gente ($ 374) 

1 + 2g + 399 + … + ngn-1 + (6) 
Par ailleurs (*), 


S(x)=m1+2x +... nant +... = 5 . (7) 


Conformément au théorème du présent paragraphe, la série 


x x x 
\ dx + \ 2x dx +... + \ nan-1 dx + … (8) 
0 0 0 


est uniformément convergente dans l'intervalle (0, g) et sa somme est 
x L 4 
(sde -——iosr<od. (9) 
0 0 
On le vérifie facilement car la série (8) est la progression 
z+s+a +. 


REMARQUE. Si la série (1) est non uniformément convergente, elle 
est intégrable terme à terme dans certains cas et non intégrable dans 
d'autres (cf. exemples 2 et 3). 


EXEMPLE 2. La série non uniformément convergente dans l'intervalle (0, 1) 
(x— 21) + {(x— x) — (x —2)] + (x — x) — (xt — st)] +. = 0 (10) 


(°2 La formule (7) peut être obtenue en multipliant terme à terme la série 


| 
1— x 


l+sts+.. (o<:<>) 


par elle-même (cf. $ 381, exemple 2. 
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(cf. $ 389, exemple 3) peut être intégrée terme à terme de 0 à 1: 


1 1 I 
\ (x — 2?) ds + À Gta? — 3) — (x — 21) dx +... = \ O‘dr = 0. (11) 
0 0 0 
En effet, la somme partielle s; de la série (11) est égale à 
1 
, n 
Sn = En EE TU Er ee Vi (12) 


Elle tend vers zéro quand n + oc. 


GÉOMÉTRIQUEMENT, l'aire limitée par le graphe de s,(x) (fig. 405) et le segment (0, 1) 


tend vers zéro malgré la «bosses (avec la croissance de n la «bosses se rétrécit indéfiniment, 
sa hauteur restant constante). 


ExEsPLe 3. La série 


(x — 21) + [2 — 20) — (x — x1)) + [3(x9 — xt) — 2{at — xt)] + … (13) 
de terme général 


als) © (SR — 318) — (n — 1) (xn-1 — xt8-1) (14) 


converge dans l'intervalle (0, 1) et possède une somme continue S{(x) = 0 [on le démontre 
de la même façon que pour la série (10)]. Par conséquent, 


1 
S(x) dx = 0. (15) 


1 
Par ailleurs, l'intégration terme à terme de 0 à 1 ne donne pas zéro, mais 3° En effet, 
nous obtenons la série 


1 1 1 
ex x) de + L t— sas —( (x x!) 1 +... + 
0 


0 
1 1 
+ Ê \ (x — sn) de — (n —1) \ (xn-1— zin-3) «| +... (16) 
0 0 
de somme partielle 
1 
s 
on (esse (17) 
0 
Par conséquent, sa somme S’ est égale à 
S'= lim s,= _ ; (18) 


nn} 
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La non-concordance entre (15) et (18) est 
due à la convergence non uniforme de la série 
(13) (la non-uniformité de la convergence se 
démontre de la même façon que dans l'exemple 
3 $ 389). 

GÉOMÉTRIQUEMENT, le graphe de s, 
(fig. 407) tend à se confondre avec l'axe des 
abscisses au-dessus de n'importe quel tronçon 
du segment (0, 1) ne contenant pas le point 
x == 1. Or au voisinage de ce point se forme 
une bosse. Elle se rapproche indéfiniment de 
l'extrémité x = 1. Toutefois, tout en sc rétré- 
cissant dans le sens horizontal, la bosse croit 
dans le sens vertical (°2, Cette compensation 
fait que l'aire comprise entre s, et le segment 
(0, 1) ne tend pas vers zéro, mais vers _ : 

REMARQUE. Si l’on modifie la séric (13) 
en prenant la série de terme général 


FIG. 407 #n(x) = n'(xr — z'n) — (n — 1)° (zn—1 __ 
— ant), (142) 


on aura comme auparavant: 
1 


| Stxi dx — 0 (162) 
0 


et après intégration terme à terme on obtient la série de somme partielle 


° n° 
CE SIC ES 


Elle est divergente, car lim sh = © (la croissance de la bosse vers le haut sera plus rapide 


(182) 


ñn-} 0 
que son rétrécissement suivant l'horizontale). 


& 391. Dérivation des séries 


Même une série uniformément convergente n'est pas toujours dérivable 
terme à terme. Le théorème suivant donne des conditions permettant 
de dériver terme à terme une série. 

THÉORÈME. Si la série de fonctions 


u,(x) + dax) + + max) + (1) 


(®) Les graphes de la fig. 407 s'obtiennent des graphes semblables de la fig. 405 par 
traction dans le sens vertical dans le rapport n : 1. 
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est convergente dans l'intervalle (a, b) et si ses termes admettent en tout 
int de (a, b) des derivées continues, alors la série (1) peut être dérivée 
terme à terme si la série oblenue 


ui(x) + MiCs) + ee + Ma(x) + (2) 


est uniformément convergenle dans cel intervalle. La somme de la série (2) 
est la dérivée de la somme de la série (1). 


La démonstration est basée sur la réciprocité des opérations d'intégration et de déri- 
vation et découle du théorème du $ 390. 


EXEMPLE. La série 
sHA+. ++ (3) 


est convergente dans l'intervalle (0, g) où g est une fraction régulière. 
On a alors 


OKr< 9). (4) 


Z+s +... ++... = =. 


Les dérivées des termes sont des fonctions continues dans l'intervalle 
(0, g), et la série qu'elles forment 


1+2r + + nat (5) 


est uniformément convergente dans cet intervalle ($ 390, exemple 1). 
Par conséquent, la somme de la série (5) est la dérivée de la somme 


Ÿ _ de la série (3): 


1— x 


Dre tra te () . (6) 


ReMARQUE I. Le théorème n'exige pas la convergence uniforme de la série (1). 
Ceci découle des hypothèses du théorème en vertu du théorème du $ 390. 

REMARQUE 2. 11 peut s'avérer que même dans le cas de la convergence uniforme 
de la série (1) et de la continuité des dérivées sw,(x), la série (2) est non uniformément con- 
vergente de sorte que sa somme n'est pas toujours égale à la dérivée de la somme de la 
série (1). Qui plus est, la série (2) peut être divergente. Ainsi, la série 


sin 2tx sinntz (7) 


sin x + 2: Fetish 


est uniformément convergente sur toute la droite numérique (cf. exemple $ 388), alors 
que la série des dérivées 


cos x + 21 cos 2x + .… + nt cos nix + … (8) 


est divergente pour x = 0 (ainsi que pour une infinité d'autres valeurs de x). 
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& 392. Série entière 


Les séries de fonctions les plus importantes pour la pratique sont les 
séries entières (au sujet de leur origine cf. $ 270). La série 


Go + @x + Quat +... + aux + …, (1) 
et aussi la série de forme plus générale 
do + aix — x) + ais — +0) + + ans — x)" + … (2) 


où x, est une constante, est dite série entière ou série de puissance. La 
série entière (1) est dite série des puissances de x et la série entière (2) 
série des puissances de (x — x,). 
Les constantes a,, a,, …, a, sont les coefficients de la série entière. 
Si l'on désigne x — x, par z, la série (2) est dite entière en z, autre- 
ment dit elle est de la forme (1). C'est pourquoi, dans ce qui suit sauf 
indication contraire, nous appellerons série entière la série de la forme 
(1). Une série entière converge toujours pour x — 0. En ce qui concerne 


re” IR aux autres points, trois cas peuvent se présenter (cf. 


& 393. Intervalle et rayon de convergence 
d'une série entière 


1. 11 peut arriver qu'une série entière soit divergente en tous les 
points sauf + = 0. Telle est, par exemple, la séric 


Lie + 2x8 + Des + NME + 


dont le terme général n"x"—{(nx)" croît indéfiniment en valeur absolue 
dès que n+ devient supérieur à l'unité. De telles séries entières n'ont 
pratiquement aucune importance. 

2. Une série entière peut être convergente en tous les points. Telle 
est, par exemple, la série 


x! s! an—1 
ltstitatetoñt. 


dont la somme est égale à e7 pour toute valeur de x ($ 272, exemple 1). 
3. Dans le cas général la série entière converge en certains points 
et diverge en d’autres. 
EXEMPLE 1. La progression géométrique 


Lhrtatt. tant. (1) 
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est convergente pour | x | < 1 et divergente pour | x | > 1. Le domaine 
de convergence ($ 384) est ici l'intervalle (— 1, + 1) dont on a exclu 
Jes deux extrémités x = + 1 et x = — 1. La somme de la série (1) 
(dans le domaine de convergence) est 


1 
1—:° 


EXEMPLE 2. La série cntière 


AR 


x a! . 
tit tete t. (2) 


est convergente pour | x | & 1 ct divergente pour | x | > 1. (cf. $ 374, 
exemple 3). Le domaine de convergence est l'intervalle (— 1, + 1), 
y compris les deux extrémités x = + 1 et x — — 1. La somme de la 
série (2) ne s'exprime pas par des fonctions élémentaires. 

EXEMPLE 3. La série entière 


s zn 
te + + (3) 


est convergente pour | x | < 1 et divergente pour | x | > 1. Elle cest 
également divergente pour x = — 1 ($ 369, exemple 3) ct convergente 
pour x = 1 ($ 369, exemple +). Le domaine de convergence est l'inter- 
valle (— 1, + 1), y compris le point x = 1; le point x = — 1 est exclu. 

La somme de la série (3) (dans le domaine de convergence) est 
In (1+ x) ($272, exemple 2). La série (3) s'obtient par intégration 
terme à terme de la série 


1 
= 1 y3 
1 x +3 x + 11. 


THÉORÈME. Le domaine de convergence de la série entière 
dot Ar + art +. + Antn + … (4) 


est un certain intervalle (— R, R) symétrique par rapport au point x = 
= 0. On doit parfois y inclure les deux extrémités x — 2 ct x = — R, 
parfois l'une des extrémités ct parfois on doit exclure les deux extré- 
mités,. 


L'intervalle (— R, R) est appelé intervalle de convergence, le nombre 
positif À rayon de convergence de la série entière. Si la série entière est 
convergente uniquement au point x — 0, alors RÀ = 0. Dans les exem- 
ples- 1-3 le rayon de convergence est égal à l'unité. Si la série converge 
en tous les points, on dit que le rayon de convergence est infini 
(R = œ). 


576 MATHÉMATIQUES SUPÉRIEURES 


&S 394. Recherche du rayon de convergence 


THÉORÈME. Le rayon de convergence de la série entière 
ae Fat + art +... + ann + (1) 
est égal à la limite du rapport | 4, | : |a:+,1 | si cette limite (finie ou 
infinie) existe: 
R = lim [an :4nt:l. (2) 
n+œo 


EXEMPLE Î. Trouver le rayon et le domaine de convergence de 
la séric 


0,1x  O,011?  O0,0012? (—0, 1)":" 
es nue Ce pe ce (3) 
(— 0, 1) 


SOLUTION. Ici 4y = — . Nous avons: 


On Ont om +1 


lentille tn  * (4) 
R= lim [an : Anti! = 10. 
ñn—+@ 


Le rayon de convergence est égal à 10, l'intervalle de convergence 
est (— 10, 10). La séric (3) converge à l'intérieur de cet intervalle et 
diverge à l'extérieur. Pour x — 10 la série (3) est de la forme 


1 LI (— 1)" 
NU 2 ha Mio a +... (5) 
Cette série est convergente ($ 369, exemple #). Pour x — — 10 


nous obtenons la série divergente ($ 369, exemple 3) 


Par conséquent, le domaine de convergence est l'intervalle 
(— 10, + 10), l'extrémité x = + 10 comprise; l’autre extrémité est 
cxclue. 
ExPLicaATION. Considérons x comme un nombre donné et appliquons à la séric (3) 
la règle de d'Alembert (4 378). Nous avons: 
(— 0,1)"=" 


MAP ne 0 


lim [uns : Mal = lim (iso) = |x1l"0,1. 
n—+o n-} oo n+1 


D'après la règle de d'Alembert la série (3) converge quand | x | : 0,1 < 1, autrement dit, 


quand | x { < 10, et diverge quand | x | - 0,1 => 1, autrement dit, quand | x | > 10. 
En répétant ce raisonnement pour la série (1), nous obtenons la formule (2). 
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REMARQUE Î. La somme de Ia série (3) (dans le domaine de con- 
vergence) est égale à In (1 + 0,1 x) (cf. $ 393, exemple 3). 
EXEMPLE 2. Trouver le rayon de convergence de la série 


x xt x x" 
has tete t. (6) 
; (— 1) 
SOLUTION. Ici a, = Fe Nous avons, en vertu de la for- 
n 
mule (2): 
1. 1 = 


La série (6) converge en tous les points. Sa somme est e-7 (cf. $ 272, 
exemple 1). 

REMARQUE 2. Si la série (1) contient une infinité de coefficients 
nuls, le rapport |a, | :|4:,,| n'a pas de limite et Ja formule (2) ne peut 
étre appliquée même si l'on rejette les coefficients nuls et que l'on ordonne 
les coefficients restants. 

EXEMPLE 3. Trouver le rayon de convergence de la série 


0,12? 0,01st 0,0015r° 
D + (8 


que l'on obtient à partir de la série (3) par la substitution x = :*. 
SOLUTION. Comme la série (3) converge pour | x | < 10 et diverge 


pour | #1 > 10, la série (8) converge pour |z| < }10 et diverge pour 
z| > V10. Cela signifie que le rayon de convergence de la séric (8) est 


10. La formule (2) ne peut être appliquée: si l'on tient compte des coef- 
ficients nuls des puissances impaires de :, le rapport |a, |:|4@,;, | n'a 
aucun sens pour des # pairs; si l’on rejette les cocfficients nuls et si l'on 
ordonne les coefficients restants, la limite du rapport | a, | : | a+, | sera 
égale à 10 et ne donnera pas le vrai rayon de convergence. 

La somme de la série (8) (dans le domaine de convergence) est 
In (1 + zû). 


& 395. Domaine de convergence d'une série 
des puissances de (x—x,) 


Le domaine de convergence de la série entière 

de + ax — x.) az — x) +... + an(s — x)" + … (1) 
est un certain intervalle (x, — R, x, + R) symétrique par rapport au 
point *,. Il peut comprendre les deux extrémités, une seule ou bien ne 
pas les comprendre du tout. 


19-1158 
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L'intervalle (x, — À, x, + R) cst appelé intervalle de convergence, 
le nombre positif À rayon de convergence de la séric (1). Si la série con- 
verge en tous les points, le rayon de convergence est infini (R = ). 

Si le rapport |a,;|:14@n,1l possède une limite (finie ou infinie), 
le rayon de convergence est déterminé à l'aide de la formule 

KR = lim [an :an#:l. (2) 
ñ—}@ 

EXEMPLE. Trouver le rayon et le domaine de convergence de la : 

série 


xH0,2 (rx + 0,2} , (x + 0,2)n, 
MECS + 2 TT à DRE Te. (3) 
Î ne 
Ici 4,4 = — 0,2, a, = —. Trouvons d'après la formule (2): 
n 


LH RSS 
R= lim | =. ee 
Le domaine de convergence cst l'intervalle (— 1,2; 0,8) dont on 
a exclu l'extrémité x = 0,8. La somme de la série (3) (dans le domaine 


du convergence) est — In[1 — (x + 0,2)] = In — — . 
8 — x 


$ 396. Théorème d’Abel ‘*? 


THÉORÈME. Si la série entière 
Ge + x + auat +. + ann + (1) 


cst absolument convergente ou semi-convergente en un point x,, elle 
converge absolument et uniformément dans tout intervalle fermé (a, b) 
situé à l'intérieur de l'intervalle (— | x,{|,+ 14, l). 


REMARQUE 1. Le mot s à l’intérieur e est compris au sens étroit, 
autrement dit d’après les hypothèses du théorème aucune des extré- 
mités de l'intervalle (a, b) ne coïncide ni avec le point | x, |, ni avec 
le point —]x,|. 

EXEMPLE. La séric 


Æ 2 , 
T'2t és FT re (2) 


€) L'affirmation sur la convergence uniforme de la série (1) est postérieure à la 
formulation du théorème (la distinction entre la convergence uniforme et la convergence 
non uniforme a été introduite par VWecierstrass à la fin des années 40 du XIXE siècle). 
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est semi-convergente au point x :-= — 1 en lequel clle sc transforme en 
la séric numérique ($ 369, cxemple 4) 
1 1 Î 1 
DA TUE TRE TL: 3 


En vertu du théorème d'Abel la série (2) est absolument ct uni- 
formément convergente dans tout intervalle fermé situé à l'intérieur 
de l'intervalle (—1, 1), par exemple dans l'intervalle fermé 


(—0,99, 0,99). 
Si l'on choisit comme extrémité gauche de l'intervalle (a, b) le 
point 4, = — 1, la convergence absolue est violée (au point x — — 1). Si 


on prend pour extrémité droite de (a, b) le point x, = 1, la série (2) 
devient divergente. 
REMARQUE 2. Si, pour l'une des extrémités de l'intervalle (a, b), on prend le point 


re, la convergence reste uniforme dans un tel intervalle. Il en est de méme du point — x, 
si la série (1) conrerge en ce point. 


8 397. Opérations sur les sérics entières 


Soient données deux sérics entières: 
a, + aix +asxt +... + aux +. =: Sa), (1) 
b, + b,x + b,x! + … + bnxn + ses = S,(x). (2) 


Soient À le rayon de convergence de la série (1) et B le rayon de con- 
vergence de la série (2). Désignons par r la plus petite de ces quanti- 
tés (si elles sont égales, r est leur valeur commune). 

Si l’on additionne, retranche ou multiplie terme à terme (par 
la règle de multiplication terme à terme des polynômes cf. $ 381) les 
séries (1), (2), on obtient de nouvelles séries entières. Leur rayon de 
convergence est dans le pire des cas égal à r ct peut être supérieur à r. 
Leurs sommes sont respectivement Six) -+ S,(x), S;(x) — S.(x), 
S,(x)- S.(x) (cf. $$ 371, 381, 396): 

La division (terme à terme) de la série (1) par la série (2) peut 
être cffectuée d’après le schéma du $ 382 à condition que b, # 0. Si 
r Z 0, le rayon de c régence r, de la série obtenue est différent de 
zéro, mais n'est pas supérieur à À; il peut même arriver que r, soit 
plus petit que chacun des rayons 4, B [cf. exemple 4 et remarque pour 
la formulc (4) $ 401]. La somme de la nouvelle série (dans l'intervalle 
de convergence) est S,(x) : S.(x). 

Si te = 0, la division terme à terme n'est pas du tout possible pour a # 0 (car le 


quotient 1x) : S (x) est infiniment grand quand x - 0 et on ne peut le représenter par 
une série entière en x). Si par contre b, = Oet a, = 0, la division terme à terme est impas- 


19* 


580 MATHÉMATIQUES SUPÉRIEURES 


sible quand la plus petite puissance du dividende est inféricure à la plus petite puissance 
du diviseur (pour la même raison). Dans le cas contraire la division est possible, et la 
nouvelle série possède dans l'intervalle (— 7, sr.) la somme S,(x) : S,(x) C9). 


EXEMPLE 1. Nous avons dans l'intervalle (—1, +1): 
1 


ltstatatem—, (3) 
| 
mr re (4) 


Ajoutant terme à terme nous trouvons 
2 


242 +28 +. (S) 
Retranchant terme à terme (4) de (3) nous obtenons: 
25 + 284284 ne UE. (6) 


Multipliant terme à terme (cf. $ 381, exemple 1), nous avons: 


Dhs. (7) 


Divisant terme à terme la série (3) par la série (4) (cf. $ 382, exemple), 
nous trouvons: 


1+7xz 
1—:° (8) 


En vertu du théorème du 8 394, les séries (5)-(8) possèdent le rayon 
de convergence R — 1, de même que les séries (3) et (4). Les formules 
(5)-(8) se vérifient aisément: leurs premiers membres sont des progres- 
sions géométriques [dans (8) à partir du second terme]. 

ExeMPLE-2. Nous avons dans l'intervalle (— co, “+ co) ($ 272, 
exemple ji) 


1+2z +22 +2: +... = 


x : x"... 2 zn 
ltjtatatetspteé (9) 
Remplaçant # par — x nous obtenons 
x: 2 x zn 
1-5 Hamnteotoierhtem se (10) 


Comme e7.e-7 = 1], lors de la multiplication terme à terme tous 
les termes, excepté le terme constant, doivent se détruire mutuellement, 
ce qui a réellement lieu. 


C°> Pour # = O0 cette somme (c'est-à-dire le terme constant de la nouvelle série) 
est la limite du quotient S, (x) : S,.(x) quand = + 0. 
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EXEMPLE 3. Si l'on divise terme à terme la séric (9) par la série e (10), 
on obtient la série 


4 2 
1 + 2x + 2 + a + at +. (11) 


On ne devine pas immédiatement la loi d'obtention des coefficients, 
mais sachant que la série (11) converge dans un certain intervalle et 
possède (dans cet intervalle) la somme eT :e-7 = 6%, on pcut repré- 
senter la série “A sous la forme 


1+1 s+A +7 cn+i +. ++ (12) 


La série (12) de . que les séries (10) ont, en vertu du théorème 
du $ 394, un rayon de convergence infini. 

EXEMPLE 4. Considérons les binômes 1 + # et 1 — x comme des 
séries entières dont les coefficients de tous les termes, excepté les deux 
premiers, sont nuls. Les rayons de convergence À et B de ces séries sont 
infinis. Si l'on divise terme à terme 1 + x par 1— x, on obtient la série 
entière 

1+ 25 + 22 + 2x + 2x8 + (13) 


Ses termes, à partir du second, forment une progression géométrique 
de raison x. La somme de la série (13) dans son intervalle de conver- 
gence est (1 + x): (1— x), mais le rayon de convergence r, n'est pas 
infini, il est égal à l'unité. 


$8 398. Dérivation et intégration 
des séries entières 


THÉORÈME 1. Toute série entière 
& + CE + a, + Soc + An" + = S(x) (1) 
a, pour chaque valeur de x intérieure à son intervalle de convergence, 
une derivée, qui est la somme de la série 
A + 2a,x + ass +. + nansni +... = S'(x), (2) 
obtenue en dérivant terme à terme la première. Cette série dérivée 
a le même rayon de convergence que la proposée. 


La somme d'une série entière est donc une fonction dérivable: elle side Îles déri- 
vées de n'importe quel ordre [car on peut appliquer de nouveau le théorème 1 à la série 
(2), etc.]. 


REMARQUE 1. Si la série (1) est divergente à l’une des extrémités 
de l'intervalle (— R, R), la série (2) l'est également. Si la série (1) est 
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convergente à une extrémité de l'intervalle (— Z, R), la série (2) peut 
l'être également, mais peut ne pas l'être. 

REMARQUE 2. La convergence de la série (2) cest un peu plus mau- 
vaise que celle de la série (1) (car na, cest plus grand que a, cn valeur 
absoluc). 

EXEMPLE Î. Dérivant successivement la séric 


LHhrtat+. Han tp. = (—1<x< +1) (3) 


1— 7x 


pour laquelle R = 1, nous obtenons des séries de même rayon de con- 


vergence. Leurs sommes seront les dérivées successives de 


1— x 
| 
mr (4) 
2 + Gr + 121 1) an: sn 
sHI2 + + nn ant ts ES, (S) 
6 + 24 2) an-3 CES. 
+ 245 +... + nn —1)(1 —2)1 Ter (6) 


La série (3) est divergente aux deux extrémités de l'intervalle de 
convergence, les séries (4)-(6) le sont également. 
EXEMPLE 2. La série (3) s'obtient par dérivation de la séric 


anti 


zx! 
x + > tot rase Se) (7) 
La série (7) est divergente pour x — 1 et convergente pour +# = — 1, 
mais la dérivation détruit la convergence à l'extrémité x = — 1. 
THÉORÈME 2. En intégrant terme à terme de 0 à x la séric (]) 
x 


on obticnt la série de même rayon de convergence et de somme \ S(x) dr: 


0 
x 


ax + + xt + _ XV + Es anti 4... — \ S(x) dr. (S) 
0 


REMARQUE 3. Si la série (1) est convergente à l’une des extré- 
mités de l'intervalle (— 2, R), la séric (8) l'est également, ct la formule 
(8) reste en vigueur. Si la série (1) est divergente à une extrémité de 
l'intervalle (— R, R), la série (8) peut l'être également, mais peut ne 
pas l'être. La convergence de la séric (8) est quelque peu meilleure que 
celle de la série (1). 
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EXEMPLE 3. Le rayon de convergence de la progression géomé- 
trique 


D—att—at tn (mans s (9) 


est égal à l'unité. Intégrant terme à terme nous obtenons (pour | x | < 1): 


x 
29 x s! xint+i dx 
RE -pte ten tee (same (10) 
0 


Le rayon de convergence de la série (10) est aussi égal à l'unité. 
A l'extrémité x = 1 la série (9) est divergentc et la série (10) conver- 
gente (d’après le critère de Leibniz), ct nous avons ‘*: 


Î 1 


1 Lu 
l—ste-zt.+ou Fr. = acts l =. 


on - 
2n +1 
A l'extrémité x = — 1 la série (10), de même que (9), est diver- 
gente (d'après le critère intégral). 
EXEMPLE 4. Intégrant terme à terme la série 


A——t——-— +. =sins (11) 


($ 272, exemple 2) pour laquelle R — ©, nous obtenons: 
Li 4 6 4 : 
4 x x 4 . 
A1 fl Fa sit …. æ ( sin xdx=1—cosx, 
0 


où + est un nombre arbitraire. Nous en tirons le développement de la 
fonction cos x: 


x° xt x* 


DT UT LE (12) 


Ici également R = «. 


8 399. Série de Taylor (°°? 


DÉFINITION. On appelle série de Taylor relative à la fonction f(x) la 


séric entière 
[xe) + ea) (x — x.) + CE (x — x) +... + ft (x — xo)8 + … (1) 


(2 Ce résultat appartient à Leibniz. 
(+) Nous recommandons avec insistance de lire au préalable le $ 270. 
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Pour x, = 0 la série de Taylor est de la forme 


f' 0 f” © fm) (0) 


JO)+—-s + ste + at (2) 


EXEMPLE 1. Représenter la fonction f(x) — —— rx la série 


de Taylor des puissances de (x — 2). 
SOLUTION. Calculons les valeurs de la fonction f(x) et de ses déri- 
vées successives pour # — 2. Nous obtenons: 


1, 1 1 , 1-2 1-2 
JU) = +; Dex], "x J'(2) = =" Tv 
(3) 
ni n! 
SO = TT Lin quest 
La série cherchée est 


EXEMPLE 2. Représenter la même fonction par la série de Taylor 
des puissances de x. 
Sozurion. Nous trouvons comme dans l'exemple 1: 


| 
JO=+, Om, [Oh JO, (3 


La série cherchée s'écrit 


1 1 ot 
srTa* z+tasst. À ar Fe (6) 


ne peut être représentée par 


EXEMPLE 3. La fonction : 
> 4 — 
une série de Taylor des puissances de (*—5), car la fonction n'est 
pas définie au point x = 5 (elle devient infinie). 

EXEMPLE 4. La fonction f(x) = Yz ne peut ètre représentée 
par une série de Taylor des puissances de x, car la dérivée f”(0) est infi- 
nie, Toutefois, elle le peut par une série de Taylor des puissances de (x—1) 
qui s'écrit 

2-5 12-5-8 


| 1 2 
1+rG-D—-x zu -i +3 ae MAPS. BUT 
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& 400. Développement d’une fonction 
en série entière 


Développer la fonction f(x) en série entière des puissances de (x— x,) 
revient à former une série de la forme 
do tas — 30) + ax — x)! +. + au(x — so) + … (1) 


dont le rayon de convergence ne soit pas nul et dont la somme soit 
identiquement égale à la fonction donnée en tout point intérieur à 
l'intervalle de convergence. 


THÉORÈME. Si la fonction f(x) est développable en série entière (1), 
ce développement est unique et la série (1) coïncide avec la série de 
Taylor des puissances de (x — x,). 

EXPLICATION. Par hypothèse nous avons dans l'intervalle de convergence identi- 
quement: 

{{s) =“ + a,(x — ze) + dax — xe)' +. + Sn(x = Xe)" +. (2) 

Cela signifie ($ 398, théorème 1) que la fonction f(x) possède des dérivées de tout 
ordre et qu'en tous les points de l'intervalle de convergence nous avons: 

J'{a) = a + 24,(5 — x) + 3a,(3 — 20) + 44, — x) + …, 
Ja) = 20, +27 Jos — 30) + 3 ax — 30)" + …, (3) 
J"(3) = 2:33, +2:3-4a4{x — x) + …., 
ete. Pour x = x, les formules (2) et (3) donnent: 
_{") 
31 


Ge = f(xo), G = f(x), QT 3 


a, = Co) ss (4) 


autrement dit, le développement (2) est unique et coïncide avec la série de Taylor pour 
la fonction f(x). 


ExEMPLE Î. Trouver la valeur de la dérivée cinquième de la 
x 


fonction f(x) = pour x = 0. 


— x 

La calcul direct est laboricux. Toutefois, on peut aisément déve- 
lopper la fonction f(x) en série entière en x, en effectuant la division 
x: (1— 4?) ($ 397). Nous obtenons le développement 


ms+at ts + st +. (S) 


L 4 
1— x! 
dans l'intervalle (— 1, + 1). Or la série (5) est la série de Taylor, des 
puissances de x, de la fonction f(x). Par conséquent, le coefficient a; = 1 


donne la valeur j , c'est-à-dire fv(0) = 51 = 120. Nous trou- 


vons de même: 
fUAR+1(0) = (29 + 1)1, /(8)(0) = 0. (6) 
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FIG. 408 


DÉFINITION. La fonction f(x) développable en série des puissances 
de x — x, est appelée analytique au point xo. 


EXEMPLE 2. La fonction ÿx n'est pas analytique au point + — 0 
($ 399, exemple 4); cette même fonction est analytique au point x = 1 
(et en tout point x, # 0). 


RemARQUE. Une fonction f(x) définie au point x = x, peut ne pas être analytique 
en ce point pour l'une des trois raisons suivantes: 
1) Elle peut ne pas avoir pour + — x, de dérivée finie d'un ordre quelconque; ainsi 


la fonction Vs n'est pas analytique au point x = 0, car en ce point la dérivée 


première est infinie. 
2) La série de Taylor de la fonction f{x) de rayon de convergence non nul peut avoir 
une somme non égale à f(x). 
3) Le rayon de convergence de la série de Taylor de la fonction f(x) peut être nul, 
Seul le premier type a une importance pratique. Dans l'exemple 3 nous considérons 
une fonction du second type. 
Les exemples connus de fonctions du troisième type sont trop compliqués pour être 
exposés ici. 
1 
Cl 
ExeMPLe 3. Déterminons la fonction œ(x) (fig. 408) par la formule o{(x) me 
(pour x Æ 0). Pour x == 0 nous posons %(0) = 0. Toutes les dérivées de cette fonction 
sont nulles au point + = U(®. Cela signifie que toutes les dérivées f’(0), f'’{(0), …, f'm40) 


«°) Pour x Æ 0 nous avons 


: 2 


Pour x = 0 cette expression n'est pas valable; ici 


1 
h 0 EL 
@’(0) = lim eU) — (0) = lim LORS — 0 
h0 h +0 À 
d'après la règle de L'Ho:pital). Nous avons ensuite 
1 
, = LA t 
@°’(0) = lim 9 (9 — #0) = lim £ e : = 0, etc. … 
À+0 h k+0 h 
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de la fonction f(x) = 6° +: (x) ont les mêmes valcurs que les dérivécs correspondantes 
de ef, autrement dit la série de Taylor de la fonction f(x) cst: 
1 1 1 
ltns+tisvte + at. 


Cette série possède un rayon de convergence non nul (R = ), mais sa somme eZ n'est 
pas égale à f(x). 


& 401. Développement en séries entières 
des fonctions les plus usuelles 


REMARQUES  PRÉLIMINAIRES. Pour développer la fonction f(x) 
en série des puissances de (x — x,) on peut trouver les dérivées suc- 


cessives f’(xo), f(xo), ……, f(x), … Sielles existent et sont finies, nous 
obtenons la série de Taylor 
le) + Le) (x x) + 00) "(x el (x. PACE NS nets fn Es Lx — re) + 


En vertu de ce que nous avons dit au $ 400 il faut encore démon- 
trer que cette série possède un rayon de convergence non nul, ct que 
sa somme est précisément f(x) ct non une autre fonction. On parvient 
parfois à évaluer le reste R,, = f(x) —s,(x) et à démontrer que 
lim Rh(x) = 0. À cette fin on présente ce reste sous forme de La- 


n-} 00 
grange ($ 272, exemples 1 et 2) ou sous une autre forme. 

Dans la majorité des cas une telle évaluation est difficile ou irréa- 
lisable. On peut alors obtenir le développement par d’autres méthodes 
sans calculer les dérivées de f(x) au point x, (celles-ci s'obtiennent auto- 
matiquement du développement trouvé, comme dans l'exemple 1 du 

400). 
Nous donnons plus bas les développements en séries entières en x 
des fonctions les plus usuelles. Nous omettons le terme général si son 
expression peut être aisément devinée. 


Fonctions exponentielles 


x 27. 2 

é=l+titatate (R = ), (1) 
x at x? 

list ste (R = ©), (la) 


Les deux développements peuvent être obtenus en évaluant le 
reste ($ 272, exemple 1). La formule (la) se déduit de (1) en rempla- 
çant 4 par — x. 
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Fonctions trigonométriques 


x x! xt x! 
insmS—sts nt. (R = ®), (2) 

x! x 2° 
coss=l—- tac t. (R = ©). (3) 


On peut obtenir ces deux développements en évaluant le reste 
(8 272, exemple 2). L'un se déduit de l’autre par dérivation (ou inté- 
gration) terme à terme. 
Nous obtenons par division terme à terme de (2) par (3): 
1 2 17 62 nr 
rm rt at at rt a + (R= 2). (4) 
La loi d'obtention des coefficients ne s'exprime pas à l'aide d’une for- 
mule élémentaire de sorte qu'il est difficile de trouver le rayon de con- 
vergence à l’aide du théorème du & 394. Il est toutefois clair que R n'est 


pas supérieur ii ; en effet, pour x = + Tia série (4) diverge puis- 
2 


que te (+ _ = ©. 


REMARQUE. Le rayon de convergence de la série (4) s'avère plus petit que chacun 
des rayons de convergence des séries (2), (3) dont on déduit la série (4) par division terme 
à terme. Cf. $ 397, exemple 4. 

La fonction cotg x ne se développe pas suivant les puissances de x 
(car cotg 0 = w ). 

Fonctions hyperboliques ‘*? 

ES x x" st 
2 utaitsi 
(sinus hyperbolique de x; notation: sh x), 


x? 
+ 71 + .… (R = œ) (22) 


a +ez CE PR 
(cosinus hyperbolique de x; notation: ch x), 
es — 2 1 2 17 62 r 
se — un am qe 2 PES ns Æ — 
pes 3 dis aise ass + (r =) (42) 


({angente hyperbolique de x; notation: th x). 

Les développements (2a) et (3a) s'obtiennent par soustraction et 
addition de (1) et (1a), le développement (4a) par division terme à terme 
de (2a) par (3a). Cf. remarque de la formule (4). 


(2 Sur les fonctions hyperbo iques cf. $ 403. 
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Les développements des fonctions hyperboliques et ceux des fonc- 
tions trigonométriques ne se distinguent que par les signes. 


Fonctions logarithmiques 


mU+ne tr EE Er (R = 1), (5) 


In (rm EEE (R = 1). (6) 


Les formules (5), (6) s’obtiennent par intégration terme à terme 
=1+ x+x+xs +... Nous trouvons 


des développements : 
1+x 
par soustraction terme à terme: 


n + 


s+5+E+r+.] nn (7) 


A l'aide de la série (7) il est commode de calculer les logarithmes 


des nombres naturels. Par exemple, pour x = — nous obtenons une 


série rapidement convergente pour 1n 2. 
Série du binôme 
mes — 1) (ms — 2) 


xt + RE 7 (R=1). (8) 


G+am= it mx + MP 

Pour un # entier positif la série s'arrête au terme à la puissance m 
(les coefficients suivants sont nuls). La formule obtenue est appelée 
binôme de Newton ‘®. Le développement (8) est valable pour n'importe 


quel m réel. 
Pour — L < +< 1 on peut se servir dans la démonstration du 


reste sous forme de Lagrange. On peut démontrer par d’autres moyens{*° 
la validité de la formule (8) pour tout l'intervalle (— 1, 1). 


re Il serait plus juste de rattacher cette appellation à la formule générale (8) (cf. 

270, 
d 00 Pour la fonction f(x) = (1 + x)" on a identiquement: mf{x) = (1 + x) f’(x). 
La vérification immédiate (dérivation et multiplication terme à terme) montre que pour 
la somme S{x) de la série (8) la même relation mS(x) = (1 + x) S’(x) est valable. Par 


conséquent, a JE, autrement dit (ln /{x)}’ = {in S(x)). Comme les fonctions 


in S(z) et Inf(x) ont des dérivées “enpaues et des valeurs égales pour x = 0, elles sont 
égales. Cela signifie que S(x) = f(x). C.Q.F 
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Des cas particuliers de (8) sont les développeinents suivants: 


1 
RS nn (9) 
(L + x) = TE = 1 — 2x + Bat — dar & Set —…, (10) 
1 2-3 3-4 4.5 
(1 + = TE = Eee + + T2 Er x + .., (11) 
(1 + ee ln TON 15 —…, (12) 
1 
2 y 1 VEN 25. Less 
D DE Vitr-itx- ul 2.40% go a" tr (1H) 
1 
2 1 11e, 1e3:+5 , 13-57 
on Vin 2 eat Zu Parma + 
1 
T2 a 3-5 «3-5: 
(1 — 2°) É . ris RE RE D ET (15) 
Vi 2 2-4 2:4:6 2:4°6-8 


Fonction trigonométriques inverses 
oi. Las deal, "aus 
UE SE ce 2:46 
a? 25 1? s" 
AC r mi te (k = 1). (17) 
Les déveluppements (16) et (17) se déduisent respectivement de (15) 
et (12) par intégration terme à terme de zéro à x. 


Les développements 


+. (R=l), (16) 


sx 


LES : nr 
arc COS x = 5 Taies ct arc cotg x rose 


s'obtiennent de (16) et (17). 
Fonctions hyperboliques inverses(® 


—— 1 x? 1-3 2x9 1-3-5 x? 
E] = — —— = > RS ———_——— 7 | —3 
In (x + Ys +l)=+x 3 doc ra TT. (R=1) (164) 
(argument sh x; notation: Argsh x) ‘*. 
1 1+x x x x? 
aies na sen es ON (172) 


(argument th x; notation: Argth x). 


€) Au sujet des fonctions hyperboliques inverses cf. $ 404. 
(°°3 La notation Arg correspond à la détermination principale de la fonction aï 
lieu de arg qui désigne la fonction inverse en général (N.D.T.). 
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Les fonctions 
Tan (x + Vs) = Acgchzx 
(argument ch x) et 


Le 
2 z — 1 


= Arg coth + 


(argument coth x) ne se développent pas en séric suivant les puissan- 
ces de x [elles ne sont définies en aucun point de l'intervalle (— 1, 1) 
et, en particulier, au point + — 0]. 

Lcs développements (16a) et (17a) ne se distinguent des dévelop- 
pements (16) ct (17) que par les signes. 


& 402. Application des sérics au calcul 
des intégrales ‘*? 


De nombreuses intégrales qui ne s'expriment pas à l'aide des fonctions 
élémentaires sous forme finie peuvent être représentées par des 
séries rapidement convergentes. Il est également intéressant de déve- 
jopper en série des intégrales qui peuvent être représentées par des 
expressions finies (si ces dernières sont compliquées). En effet, même 
en utilisant les expressions exactes on commet des erreurs puisque les 


valeurs de celles-là sont généralement trouvées à l'aide de tables. 
z 


EXEMPLE Î. L'intégrale | c- dx ne peut étre exprimée sous 


0 
forme finie à l’aide des fonctions élémentaires. En utilisant la série 


a! FA PAL 


1 
4 (— 1)" si 


2 
a ET CU 


ges (1) 


convergente dans l'intervalle (— %, “+ oo ) nous obtenons 


x 

LES mad 
£ Fe 1! ET $ + Pre El (2) 
0 


L'intervalle de convergence est également (— oo, “+ co) ($ 398). 


ce) CE, & 270. 
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1 
EXEMPLE 2. Calculer e-2" dx à 0,5: 10-4 près. 


0 
SOLUTION. Portant dans (2) la valeur x = 1, nous obtenons: 


I 
D SE LR A Sd + 

(-- els + tie — 1320 Ÿ 9360 75600 * ” (3) 

Ô 


Nous rejetons le terme — et les termes suivants, car l'er- 


reur commise est alors bien inférieure à 0,5-10-{ [la série (3) est alter- 


née de termes décroissants: $ 376]. Nous effectuons les calculs avec 
cinq ou six chiffres significatifs et obtenons 


1 
\ es" dx = 0,7468. 
0 


x 
2 
sin x 
EXEMPLE 3. Calculer l'intégrale | dx à 0,5: 10-* près. 
x 
0 
: ; ... (sinx : : 
SOLUTION. L'intégrale indétinie | dx ne s'exprime pas sous 
x 


forme finie. Développant sin x en série ct divisant terme à terme 
par x, nous obtenons la série 


sin x x! xt x 


dits gt. (4) 


qui est convergente pour toute valeur de + (en vertu du théorème du 
$ 394). Nous avons alors en intégrant: 


LU 
2 
CRUE CET 
0 
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° 
Le premier terme rejeté — (5) (par un calcul grossier) est bien 
. 2 


inférieur à 0,5-10-%. Nous trouvons ensuite: 


" . 1{nr 
D 1,5708 16 +) = 0,2153 
1 5 bs 1 7 
r à 
0 (©) = 0,0159 0 (=) = 0,0007 
1,5867 0,2160 
7 
2 
\ ss T dx = 1,5867 — 0,2160 & 1,371. 
0 
8 403. Fonctions hyperboliques 
Les séries entières 
x xt x? 2° 
tata ta tot. (R == ©), (1) 
a at xt 19 


semblables aux développements de sin x, cos x ont des sommes respec- 


et —e tr a+ eT : 
tivement égales à ———— ; on Ces fonctions sont appelées 


2 2 
sinus hyperbolique ‘*® dc x (sh x) ct cosinus hyperbolique de x (ch x): 
T:— z 
sh x = —— , (3) 
hr ie. (4) 


On appelle fangente hyperbolique de x (th x) ct cofangente hyperbolique 
de x (coth x) les fonctions 


shx ef —e"z 
1 


sh x e7—52" 


(°) La notation sh est le sigle de sinus hyperbolicus et ch celui de cosinus hyPerbolicus 
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“€ 


| 


FIG. 409. y = sh x FIG. 410. y = chx 


Les fonctions sh x, ch x, th x, coth x sont appelées fonclions hyper- 
boliques ‘*. Les graphes de ces fonctions sont donnés sur les fig.409-412, 

Les fonctions hyperboliques ont une valeur déterminée pour toute 
valeur de x (excepté coth x pour x — 0, où cette fonction est infinie). 

La fonction sh x prend toutes les valeurs possibles, ch + unique- 
ment les valeurs non inférieures à l'unité (ch 0 = 1), les valeurs de 
th + sont comprises entre —1 ct “+ 1, celles de coth x sont supérieures 
à 1 pour x > 0 ct inférieures 
à — 1 pour x < 0. Les droites 
y=+1lcty—=—1 sont les 
asymptotes des deux courbes 
y =th x, y = coth x. 


FIG. 411. y =th x F1G. 412. ÿ = coth x 


€) Cf. $ 405 pour les rapports avec l'hyperbole. 
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Les fonctions hyperboliques sont lices par les relations 


cht x — sh! x = 1, (7) 
thx-coth rx = 1, (8) 

sh r ch v 
th x = ch + . coth x = hrs (9) 


et d’autres semblables à celles qui relient les fonctions trigonométriques. 
Nous avons ainsi 


sh(x + y) = sh x ch y + ch x sh y, (10) 
ch{x+y)=chxchy+shxsh y, (11) 
thfx + y): th x+thy (12) 


1+thxth y" 


Toutes ces relations découlent des formules (3)-(6). 

En général, à chaque formule trigonométrique ne contenant pas 
de grandeurs constantes sous les signes des fonctions trigonométriques ‘*? 
correspond unc relation analogue centre les fonctions hyperboliques. 
Cette dernière s'obtient si on remplace partout cos « par ch « et sin « 
par #sh & (i désigne ici l'unité imaginaire); les valeurs imaginaires 
s'élimincront d'elles-mëêmes. 

EXEMPLE Î{. Nous obtenons de la formule trigonométrique 


sin(x + y) = sin x cos y + cos x sin y 
à l'aide de la substitution mentionnée: 
ÿ sh(x + y) = sh rx ch y + ch x'i sh y. 
Divisant par : les deux membres de l'égalité nous obtecnons (10). 
LXEMPLE 2. Nous obtenons de la formule 


cos? x + sin? x = 1 
la formule 


chtx + stshtx = 1. 


Posant 1° — — 1, nous obtenans (7). 


Ce> Cette restriction es! importante. On ne peut, par exemple, transformer par le 


procédé indiqué la formule sin (= — a) = COs &. 


596 MATHÉMATIQUES SUPÉRIEURES 


l'ORMULES DE DÉRIVATION ET D'INTÉGRATION 


dshx=chrér, (ehxar sh x +0: (13) 
dchr=sh1ds, (sn xdx=chr+c; (14) 
dx dx 
dx dx 
doothr =, (a = — œoth x + C. (16) 


Ces formules s'obtiennent des formules correspondantes pour les fonctions trigono- 
métriques, si l'on effectue la substitution susmentionnée et si l'on remplace dx par $ dr. 


8 404. Fonctions hyperboliques inverscs 


On définit pour les fonctions hyperboliques sh x, ch #, th x, coth x les 
fonctions inverses Arg sh + (argument sh x; fig. 413), Arg ch x (argu- 
ment ch #; fig. 414), Arg th x (argument th x; fig. 415), Arg coth + 
(argument coth x; fig. 416). Cf. les graphes des fonctions hyperboliques 
sur les fig. 409-412. 

La fonction Arg sh x est définie de façon unique sur toute la droite 
numérique. La fonction Arg ch x n’est définie que sur le segment (1, © ) 
et elle est à deux déterminations (ses valeurs sont égales en module 
et diffèrent par le signe). On ne considère habituellement que les valeurs 
positives qui correspondent à la détermination principale de la fonction 
(la branche principale) représentée sur la fig. 414 par une ligne continue. 
Dans cette condition la fonction Arg ch x est univoque. 

Les fonctions Arg th x et Arg coth x sont univoques; la première 
est définie uniquement dans l'intervalle ouvert (—1, 1), la seconde 


FIG' 413. y = Argshr FIG. 414. y = Argch x 
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FIG. 415. ÿ = Argth x F1G. 416. y = Argcoth + 


uniquement en dehors de cet intervalle. Les droites x — -'- 1 sont 
asymptotes aux deux courbes + = Arg th x et y = Arg coth x. 

Les fonctions hyperboliques inverses s'expriment à l'aide des 
fonctions élémentaires de la manière suivante: 


Argshz=in(x + Vs +1), (1) 
Aœchx=in(s + Ya —1)= +in(x + Vi 1) (>), (2) 


les signes supérieurs dans la formule (2) correspondent à la détermina- 
tion principale Arg ch x; 


1 1+7x 
Argthx= in (1x1 <1), (3) 


Mpéohrs in (1x1 > 1). (4) 


2 x — 1 


FORMULES DE DÉRIVATION ET D'INTÉGRATION 


dx 
d Arg sh x — =, 5 
rgsh rx los (5) 
PR D TE PS. (6) 
Ys—1 
d'Argthr— 2 (|s|<1); (7) 


1—:! 
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dx 


d'Arg cuth x = "—— (1xl:- 1); (S) 
(=== = Argsh = + C; (52) 
(= = arch À + cui > ar (62) 
(= arm +ctxi< a): (7a) 
(= = + armeoih Æ + CO 1x1 > a) (82) 


& 405. Définition géométrique des fonctions 
hyperboliques 


Considérons l'hyperbale équilatère (fig. 417) 
x — y = at. (1) 


Soit + le double de l'aire du secteur hyperbolique AOAf balayé par le rayon vecteur d'un 
puint mobile sur l'hyperbole quand ce point va du soinmet À à un point quelconque Af; 
cette aire est comptée positivement si le rayon vecteur tourne dans le sens positif, négati- 
vement dans le cas contraire. Les rapports des stgments orientés PAf, OP, AK (construits 


FIG, 417 FIG. 418 
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pour le point A de l'hyperbolc de façon analogue aux lignes trigonométriques; cf. fig. 418) 
au demi-axe a s'expriment en fouction de s de la manière suivante(®): 


PA! s OP s AK $ 
a =sh; nl a =th=;. (2) 


Prenons maintenant au licu de l'hyperbole (1) le cercle (fig. 418) 


x + yt = a, 
Si l'on conserve les notations précédentes, la grandeur JF prise avec le signe adéquat 


(s désigne l'aire du secteur circulaire 3£0NA) donne l'angle « = AO de sorte qu'au 
lieu de (2) on peut écrire: É 


PM jee OP s AK 


” ne ne mr (22) 


Les formules (2) et (2a) mettent en évidence l’analogie profonde entreles fonctions circulaires 
(trigonométriques) et les fonctions hyperboliques. 


8 406. Nombres complexes 


Les nombres complexes ont acquis droit de cité en mathématiques parce que facilitant 
la recherche de nombreuses relations entre des grandeurs réelles. 


ExEeupze 1. En multipliant successivement le nombre complexe cos & + i sin ® 
par lui-même, nous obtenons la formule de Afoivre 


(cos @ + 1 sin p)" = (cos no + $ sin n2) (1) 


pour un # entier positif (°°. Appliquons au premier membre la formule du binôme et 
égalons les coordonnées correspondantes des deux membres (pour deux nombres com- 


C2 Nous avons ($ 333, exemple 4): 


s = 2 aire AOM = atin 7, 


Résolvant cette équation simultanément avec (1), nous trouvons: 


; s s s 
a PO 
pe Re Re re En 
a 2 at? a 2 a 
Nous avons de la similitude des triangles 0AK et OPAf: 
AK PM y s 


a OP ‘Æ a 


(°°> On peut définir la puissance négative d'un nombre complexe de même que pour 
un nombre réel, et alors la formule (1) s'étend aux exposants négatifs. Pour les exposants 
fractionnaîires et irrationnels on peut adopter la formule (1) en tant que définition. Le résul- 
tat sera multiforme (du fait que l'angle ® est défini de façon multiforme: @ = œ, + 2kn, 


où À est un nombre entier). Les règles des opérations avec les puissances restent les 
mêmes que lors d’une base réelle. 


ll 
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plexes égaux les abscisses et les ordonnées sont respectivement égales). Nous obtenons 
cos ñn9 et sin ñnœ en fonction des puissances de cos @ et de sin œ. Par exemple, pour n = 4 
nous avons: 


cos 49 = cost ® — 6 cost @ sin? @ + sint », (2) 
sin 49 = 4 cos! @ sin @ — 4 cos & sin? ®. (3) 
Nous n'avons ici que des grandeurs réelles. | 
Exzuece 2. Utilisant la formule de la somme d'une progression géométrique, nous 
trouvons: 
1 + (cos @ + £ sin @) + (cos @ + 5 sin y} + … + (cos @ + i sin op)" = 
Liz t(cose+isin g)nt!t (4 
1— (cos +ising) ” ) 


Appliquons aux deux membres de la formule (4) la formule (1) et cffcctuons la division dans 
le second membre. Nous obtenons deux formules: 


sin 408 sn? 
COS @ + COS 29 + COS 39 +. + COS qe ———— , (S) 
2 sin — 
2 
cos — cos 7.5 De 
sin @ + sin 29 + sin 39 + … + sin ng = ———— |, (6) 
® 
2 sin — 


Introduisant des variables complexes et définissant pour elles les notions de fonction, 
de limite, de dérivée, etc., nous trouvons de nombreuses relations nouvelles entre les va. 
riables réelles. 

Aux $$ 407-410 nous nous écartons du plan général du livre et considérons les fonctions 
complexes d'une variable réelle; nous ne nous arrëtons pas du tout sur les fonctions d'une 
variable complexe. 


$ 407. Fonction complexe d’une variable réelle 


Le nombre complexe 
s=3+ity (1) 


(x et y sont réels) est appelé foncdion complexe de la variable réelle ! si à chacune des valeurs 
de ! (dans le domaine considéré) correspond une valeur déterminée de s (c'est-à-dire une 
valeur déterminée de x et une valeur déterminée de y). 

Chacune des coordonnées z, y est alors une fonction réelle de la variable t. 


La relation 
8 = f(n + 6 ç(i) (2) 
est équivalente aux deux relations suivantes 
æ = f(), y = ql). (3) 


Si l'on représente le nombre complexe + + $y par le point (x, ) du plan XOY, la 
fonction s sera représentée par un ensemble de points discrets ou remplissant une courbe 
(cette courbe est définie paramétriquement par les équations (3)). 
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Les notions de limite et d'infiniment petit sont définies pour les nombres complexes 
de la même manière que pour les nombres réels (on prend comme valeur absolue du nombre 


complexe x + y son module | x + iy| = V2 + y'). Les points représentant les valeurs 

de la fonction se rapprochent indéfiniment du point représentant la limite quand la variable 

{tend vers la valeur donnée (ou vers l'infini). Pour trouver la limite c de la fonction complexe 

s, il suffit de trouver les limites a et b de ses coordonnées x, y. Nous avons alors € == a + bi. 
Exeurre 1. La suite 


1 d.: 1 2 . 1 n—1. 
n =) ner tr" Hasta .., mr + nee (4) 


est représentée (fig. 419) par l'ensemble des points discrets (xx, ya): 


an, ya. (5) 


Jis sont situés sur la droite x + y == 1. Nous avons: 


imss=0, limyn=]1, (6) 
no no 
lim sn =lim(zn + iyn) = 0 + 16 = ÿ. (7) 


n+ n + 
La relation (7) signifie que le module | rs, —4#{| de la différence s, — 35 diminue indéfini- 
ment quand n > ©. 
GÉOMÉTRIQUEMENT, les points 5, se rapprochent indéfiniment du point C(0, 1). 
Exeupze 2. La fonction complexe 
s = 6" (cos { + sin t) (8) 
de la variable f est représentée (fig. 420) par la courbe 


game "lcost, y =s-"lsinf (9). 


FIG. 419 FIG. 420 
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(spirale logarithinmique). Nous avons: 


lim x == 0, lim y = 0; 
{+ © fo 


lim s = dim (x +iy) = 0. 
1 {© 


Quand { -> æ, le point variable du plan complexe qui se déplace le long de la spirale 
dans le sens de la flèche se rapproche indéfiniment du point O représentant la limite de la 
fonction. 


& 408. Dérivée d'une fonction complexe 


DÉFINITION. On appelle dérivée de la fonction complexe 
F(t) = f(1) + iglt) (1) 


AF(t) 
A quand Af - 0. 


Les coordonnées de la dérivée sont les dérivées des coordonnées /(!), œ(!) de la fonction 
donnée: 


de la variable réelle f et on la note F’(f) la limite du rapport 


F'(1) = f'() + ie. (2) 


Le vecteur représentant F’(!) est le vecteur de la tangente au point correspondant du 
graphe 


z=f(t), y = el). (3) 


Si {est le temps, le module de la dérivée est égal à la valeur absolue de la vitesse du 
point se déplaçant le long du graphe (3). 

La différentielle d'une fonction complexe est définie de la même façon que pour une 
fonction réelle et possède les mêmes propriétés. 

Si la fonction complexe F(t) est représentée par le polynôme 


F(t) = 4, + CE + ait + NT + ant®, (4) 
où s est une fonction complexe de la variable réelle #, alors 
F'() = (as + 248 +. + nanzn—!) 5°(f). (5) 


Les formules de la dérivée du produit et du quotient sont les mêmes que pour les 
fonctions réelles. 
ExEemPLE 1. La dérivée de la fonction 


F() = a (cos 2m + i sin 2r +) (6) 
est égale à 
FD = ee (—sio 2 + + à cos 27 +). (7) 


La fonction (6) est représentée par l'ensemble des points de la circonférence (fig. 421) de 
rayon a: 


t Ü 
EmAaCs2n—, y=asin2mr. (8) 
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La dérivée (7) est représcutée par le vecteur de la tangente MK 
de coordunnées 


; 2ra t , _ 2na { 
x = sin2r —. ÿ m7 cos 27. (9) 


Le module de la dérivée (exprimant la vitesse si # est le 


temps) est 


F1 Vrt+yt = 2e. (10) 


Par conséquent, la vitesse du mouvement du point sur la 
circonférence est une constante, de sorte que | F’(t) | est l'arc de FIG. 421 
circonférence parcouru par unité de temps. Cela signifie que T 
est la période d'un tour complet du cercle. 

11 découle de (6) et (7) que 


F'{t) = F(t) 7 î. (11) 


GÉOMÉTRIQUEMENT, le vecteur MK s'obtient du vecteur OAf par une extension 
2n 
T 
à une rotation de 90°). 


EXEMPLE 2. La dérivée de la fonction 
F() = (x+is}, (12) 


où s et y sont des fonctions de f, est 


(une contraction) de fois et une rotation de 90° (la multiplication par ji est équivalente 


F1) = 2(x + iy) (x + iy") = 2(xx" — y3) + 2i(xy" + yx°). (13) 
Nous obtenons le même résultat en mettant préalablement (12) sous la forme 


Ft) = (x°— y) + 2ryi. (14) 


& 409. Elévation d’un nombre positif 
à une puissance complexe 


La série 


“ u un 
ltigtatatetsrt. (1) 


converge partout pour toutes les valeurs rériles de u et sa somme est ex, 

Pour toute valeur complexe de u, la série (1) converge également, autrement dit, 
ses sommes partielles s\A (qui sont maintenant des nombres complexes) tendent vers 
une limite finie (qui est également un nombre complexe). 
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Cela permet de donner la définition suivante de cette nouvelle opération qui est 
l'élévation d’un nombre positif à une puissance complezxef * ?, 


DérinitTion. Elever le nombre e (la base des logarithmes népéricns) à la puissance 
complexe # = x + $y signifie prendre la somme de la série (1). Comme puissance complexe 
u de tout autre nombre positif a on prend la quantité s#1nN4 (pour une valeur réelle de 
“ elle est identiquement égale à au). - 

RenaArQUe. Toutes les règles des opérations sur 1cs puissances peuvent être étendues 
aux puissances complexes des nombres positifs. Toutefois, ces règles doivent être dé. 
nontrées. 

EXEMPLE 1]. Elever e à la puissance ni. 

SozutTion. Nous avons par définition 


nés seemr  nur sn me On 
° iitatos t'a Ts: 
ni nr! n'i n° ni n° ri 
2h at 41 SL ol A 
L'abscisse de la somme est 

nt nt x 
Titi 6 
(cf. $ 272). L'ordonnée de la somme est 


1 +... = COST = —] 


LS n° nt n! 
711 31 + 51 71 ES = sinr = 0. 
Cela signifie que 

ei “= 1, 
Nous avons obtenu dans ce cas un nombre réel. 
ExzsmpLæ 2. Calculer 10f, 
Socution. Nous avons par définition 


4 
10 = ein 10  ,Af 


où _ æ 2,3026 (cf. $ 242); 


1 1 1 1 1 
{ — REP a PR dr eus 7 0 D a Pen ie Le. 
1014 tan sta taime Ÿ site Giate 
1 . 1 1 1 
Tartes (1 mu ur — Gin te) + 
1 1 1 1 | 1  .. 1 
fuel RS ds ie 
+ sos one Tin + ] Ep FIN 


#& cos 2,3026 + : sin 2,3026 æ cos 131° 56° + 5 sin 131°56° == 
== — 0,6680 + $ : 0,7440. 


€) Au sujet de l'élévation d'un nombre complexe à une puissance réelle cf. $ 406 
(renvoi(®®2, page 599). On peut également définir l'élévation d'un nombre complexe à une 
puissance complexe, mais cela est plus compliqué. 
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Exeuprce 3. Calculer 101+i, 
Sozuriox. Nous avons (cf. exemple 2): 


10%+{ = 101-101 & — 66,80 + 74,40 i. 


& 410. Formule d'Euler 


La relation 
9 = cos ÿ + i sin p (1) 


est appelée formule d'Euler. Elle découle de la définition du $ 409 (elle peut être déduite 
comme dans l'exemple 1 du $ 409). 

Si l'on définit cos ®, sin @ pour ® complexe à l’aide des inèmes séries dont on sait que 
les sommes donnent cos ©, sin @ pour œ réels, la formule (1) sera valablz pour toute valcur 
complexe de 9. 

Nous obtenons de la formule (1): 

se i® = cos @ — ji sin y, (2) 
ct nous trouvons de (1) et (2): 


si + e— lo ai? — —i9 


cos @ = : , DQ=——— . (3) 


Ces formules ressemblent fort aux expressions des fonctions hypcrboliques 


P Le? P—s—0 
che =, sb = — . 


I1 découle également de (1) la formule 


ext} = eï(cos y + à sin y) (4) 


(cf. $ 409, remarque). 
Si x et y de la formule (4) sont des fonctions de la variable /, la formule (4) peut être 
dérivée do la mème façon que pour $ réel constant: 


et tlY(x" + iy") = x'ez(cos y + à sin y) + y'er(—sin y + i cos y). (5) 


On vérifie immédiatement la formule (5). 
ExEurze. Trouver la dérivée de la fonction 


F(t) = e'l(cos 2 + ÿ sin 2). 
Socurion. Représentons F(/) sous la forme 
F(I) = ectitshe, 
Nous obtenons alors 
F’(t) = (0,1 + 2ipectittit = (0,1 + Zi) e°r4t (cos 2 + $ sin 21) = 
= A'UT(0,1 cos 2 — 2 sin 2) + (0,1 sin Z + 2 cos 2)]. 
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8 411. Série trigonométrique 


On appelle série trigonométrique une série de la forme 


_ + 4, cos x + b, sin x + a, cos 2x + b, sin 2x + … 
…. + An cos ñnx + D, sin nx + … (1) 


Ici 4,, 4a,, 4,, …, b,, b,, … sont des constantes appelées coefficients de la 
serie. 


a 
REMARQUE 1. Le terme constant (on peut l’écrire sous la forme — cos Ox) est 


noté “ (et non a,) pour que les formules des coefficients (cf. $ 414) soicnt uniformes. 


REMARQUE 2. Tous les termes de la série (1) sont des fonctions 
périodiques de période 2x. Cela signifie que, quand la variable x reçoit 
un accroissement multiple de 27, tous les termes conservent leurs 
valeurs. 

REMARQUE 3. On appelle également série trigonométrique une expres- 
sion plus générale 


+ + a cos TE + bi sin TE + as cus 2 LE + b sin 2 TE 4. 


+ An CUS n + basint = + (2) 


où / est une constante positive appelée demi-période [tous les termes de 
la série (2) sont des fonctions périodiques de période 2/; cf. remarque 2]. 
La série (1) est un cas particulier de la série (2), quand la demi-période 
est = 7. 


8 412. Historique des séries trigonométriques 


Les séries trigonométriques ont été introduites en 1753 par Daniel 
Bernoulli qui étudiait les vibrations d'une corde. La question qui se 


posa de la possibilité de développer unc fonction en série trigonomé- 
trique divisa les grands mathématiciens de l'époque (Euler, d’Alembert, 
Lagrange). Les divergences provenaient du peu de précision de la notion 
de fonction, et les débats contribuèrent justement à la définir plus exac- 
tement. 
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En 1757, Clairaut établit les formules exprimant les coefficients 
de la série (1) par la fonction donnée ($ 414). Ces formules ne retinrent 
pas l'attention et Euler les redécouvrit en 1777 (le travail ne fut publié 
qu'après sa mort, en 1793). La démonstration rigoureuse des formules 
fut esquissée par Fourier en 1823. Développant les idées de Fourier, 
Dirichlet établit et démontra rigoureusement en 1829 les conditions 
suffisantes pour qu’une fonction soit développable en série trigono- 
métrique ($ 418). 

Par la suite d’autres conditions suffisantes furent établies et on 
étudia des fonctions ne satisfaisant pas aux conditions mentionnées. 
De nombreux savants russes et soviétiques (Lobatchevski, Krylov, 
Bernstein, Louzine, Menchov, Bari, Kolmogorov) ont grandement 
contribué à l'élaboration de la théorie des séries trigonométriques et 
de leurs applications. 


& 413. Orthogonalité du système 
de fonctions cos #x, sin n* 


DÉFINITION 1. Deux fonctions o(x), (x) sont dites orflogouales 
dans l'intervalle (a, b) si l'intégrale du produit o(x) d(x) prise entre a 
ct b est nulle. 
EXEMPLE Î. Les fonctions 
ç(x) = sin 5x 
ct 
Y(x) = cos 25 
sont orthoyonales dans l'intervalle (— x, x), car 
nr 
. \ (sin 74 + sin 3x) dx 


n —K 


sin 5x cos 2x dx = 


ln 


F -210: 


se chauh 3x 
6 1 


13 


EXEMPLE 2. J.es fonctions 


Q{x) = sin 4x 
et 
dx) = sin 2r 
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sont orthogonales dans l'intervalle (—x, x), car 


nr r 
( sin 4x sin 2x dx — _. \ (cos 2x — cos 6x) dx = 0. 
EL — HN 


THÉORÈME. Les fonctions appartenant au système de fonctions 
1, cos x, cos 2x, cos 3x,.., sin #, sin 2x, sin 34, … (1) 


sont orthogonales dans l'intervalle (— x, x), autrement dit 


x r 
\ l:cos mx dx — 0 (m Æ£ 0), \ 1-sinmx dx = 0, (2) 
nn — 
nr r 
\ cos #15 cos nx dx = 0, ( sin mx sinnx dx = 0 (3) 
— 1 — T 
(m £n), 

x 

\ sin mx cos nx dx = 0 (4) 

1" 


(m1, n sont des nombres naturels arbitraires). 
La démonstration est conduite comme dans les exemples 1, 2 
REMARQUE Î. Si au lieu de deux fonctions différentes du système 
(1) on prend deux fonctions identiques, l'intégrale prise entre —x et x 
sera égale à x pour toutes les fonctions (1), sauf la première pour laquelle 
elle est égale à 2x: 


r 
\ l'idx = 2n, (S) 
— nr 
nr r 
\ cos'nx dx =1n, \ sinnnrdxmnm(n= 1, 2, 3...) (6) 
— 7 T7 


Les formules (6) s'obtiennent à l’aide des transformations 


cosi nx — n (1 + cos 2nx), sin? nx = Æ (1 — cos 2nx). 
2 
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REMARQUE 2. Les formules (2)-(6) restent en vigueur pour tout 
intervalle d'amplitude 2x7. Par exemple, 


3 
ra 2n 
\ sin 4x sin 2x dx = ( sin 4x sin 2x dx — 0, 
RS 
4 
De 
2 


i 


DÉFINITION 2. Si les fonctions d’un système quelconque de fonc- 
tions sont orthogonales, le système est dit orthogonal. En vertu du théo- 
rème du présent paragraphe le système (1) est orthogonal dans l'inter- 
valle (— x, x) (ainsi que dans tout intervalle d'amplitude 2x). 


cos! 3x dx — \ cos! 3x dx = nr. 
1 nr 
2 


$S 414. Formules d'Euler-Fourier 


THÉORÈME. Si la série trigonométrique 
_ + a, cos x + b, sin x + a, cos 2x + b, sin 2x + .. + as cos nx + ba sinnx + … (1) 


converge pour toutes les valeurs de x vers une fonction f(x) périodique 
de période 2x et si pour cette fonction (elle peut être discontinue) 
LL] 


l'intégrale \ | f(x) | dx (propre ou impropre) existe, on a alors les for- 


—# 
onules d'Euler-Fourier pour les coefficients de la série (1) (cf. $ 411): 


; nr 

a=— (fur, 
M ra 

a = _ \ f(x) cos x dx, b, = _ \ {{x) siu x dx, 
L Tr 


n 
a, = _ \ {{x) cos 2x dx, b, = _ \ (2) sin 2s dx, 


— 1 nr 


20-1158 
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r nr 
am À fmessrar be + (Jus) sin 3x 4x, 
: _" 
et généralement 
r Tr 
FRE _ \ f{a) cos nx dx, bn = _ \ f(x) sin nx dx, (2) 
EE 14 LE 1 


REMARQUE. L'expression de a, s'obtient de la formule générale pour a, si l'un pose 
dans cette dernière n = 0. Cette unité de forme n'a plus lieu si l'on note a, le terme indé. 
pendaat de x de la série (1) et non le double de sa valeur. Cf. $ 411, remarque 1. 

EXPLICATION. Nous avons: 


f(x) = = + a, cos x + b, sin x + … + an cos nr + bA sin nx + … (3) 


Intégrons cette égalité entre — x et x. Supposant que l'on puisse intégrer cette série terme 
à termet®> nous obtenons: 


LA n nr LA 
\ f{x) dx = \ + dx + 4 \ cos x dx + b, \ sin x dx + … (4) 
— — 1 — 7H —T 


Toutes les intégrales du second membre, excepté la première, sont nulles en vertu de (2) 
$ 413, et nous trouvons: 


nr TH 
( JU) dr = nas, cdd ae \ fx) ds. 
— — 7 


Nous avons obtenu la première formule (2) pour le cas n = 0, les autres formules 
s'obtiennent de la même façon si l'on multiplie au préalable l'égalité (3) par cos nv ou sin nr. 
Ainsi, multipliant (3) par cos 2r et intégrant terme à terme, nous obtenons: 


Lis nr Li 
\ J{x) cos 2x dx = _ \ cos 2x dx +a, \ cos x cos 2x dx + 
— 1 EE 7 
nr ñ Tr 
+ b, \ sin x cos 2x dx + a, \ cos! 2x dx + b, ( sin 2xcos2r dx + (5) 
— T — — 
Dans le second membre toutes les intégrales excepté la quatrième sont nulles en vertu 


de (2), (3) et (4) $ 413. La quatrième est égale à x en vertu de (6) $ 413. Nous avons, par 
conséquent, 


Ed 
As = _ \ f(x) cos 2x dx. 
—H 
LL 
(°2 Quand l'intégrale \ [/(x)! dx converge, la série trigonométrique (1) qu 


converge vers la fonction f(x) peut être intégrée terme à terme. 
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SÉRIE TRIGONOMÉTRIQUE DE PÉRIODE QUELCONQUE. Supposons 
que la série trigonométrique de période 21: 
nr 


nr 
1 + 8 08 2—— + 


a TA e 
: + a cos — + br sin 


+ bisin 2 +. + an cos n TE + ba sin n TE + … (6) 


converge pour toutes les valeurs de x vers une fonction f(x) (cette fonc- 
J 


tion possède aussi une période 2/). Si l'intégrale ( [ f(x) | dx (propre ou 


si 

impropre) existe, alors pour les coefficients de la série (6) on a les for- 
mules d'Euler-Fourier: 
1 


En = . \ f{x) cos n T= dx {n = 0,1, 2, 3, ...), 
= I 
! (7) 
( f{x)sinn ds (n = 1, 2, 3, .….). 
=} 
Les formules (2) s'obtiennent de (7) quand 7 = x. 


1 
l 


by = 


8 415. Série de Fourier 


Nous avons considéré au $ 414 la somme f(x) de la série trigonométrique 
convergente donnée. En pratique le problème inverse suivant est d’une 
grande importance: étant donnée une fonction f(x) de période 2x ‘*, 
trouver une série trigonométrique partout convergente 


D + cos # + b, sin x +... + an cos nx + ba sin nr + …., (1) 


dont la somme soit f(x). 

Si ce problème a une solution, elle est unique, ct les coefficients 
de la série cherchée (1) sont trouvés par les formules d'Euler-Fourier 
($ 414): 

LS r 
An = _ \ f(x) cos nx dx, bn = - \ [{x) sin nr dx. (2) 


—n — TH 


r 
€°2 On suppose que pour cette fonction, l'intégrale \ |/(x)] dx (propre ou impropre) 


e ns r 
existe. 


20° 
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La série obtenue est appelée série de Fourier de la fonction f(x). 
Il n'est pas exclu que le problème posé n'ait pas de solution: la 
série de Fourier peut [même si la fonction f(x) est continue] s'avérer 
divergente en une infinité de points de l'intervalle (—7x, x). C'est pour- 
quoi la relation entre la fonction f(x) et sa série de Fourier est notée: 


f(x) D + a cos x + bi sin x + a, cos 2x + bi sin 2x + …, (3) 


en évitant d'employer le signe d'égalité. 

Toutefois, pour toutes les fonctions continues d'intérêt pralique Île 
problème a une solution, autrement dit la série de Fourier d'une fonc- 
tion périodique continue f(x) s'avère en pratique partout convergente 
et sa somme est égale à la fonction donnée. Cela découle du $ 416 où 
l'on donne les conditions suffisantes de développement d'une fonction 
continue en série de Fourier. 

De plus, les fonctions périodiques discontinues d'intérêt pratique 
sont aussi développables en série de Fourier avec la réserve suivante: 
aux points de discontinuité de la fonction /(x) sa série de Fourier peut 
avoir une somme différente de la valeur correspondante de la fonc- 
tion (cf. $ 418). 

REMARQUE. Les fonctions non périodiques définies dans l'inter- 
valle (— x, x) peuvent aussi être développées en série de Fourier avec 
la réserve suivante: à l'extérieur de l'intervalle (— x, x) et à ses extré- 
mités la série de Fourier de la fonction f(x) aura une somme qui diffé- 
rera généralement de la valeur correspondante de la fonction [ce qui 
est d'ailleurs naturel puisque la somme d'une série trigonométrique 
est une fonction périodique (cf. $ 417, exemple 2)]. Or, cela n'est pas 
important, car nous ne nous intéressons qu'aux valeurs de la fonction 
à l'intérieur de l'intervalle (— x, x). 


8 416. Série de Fourier d’une fonction continue 


THÉORÈME. Si une fonction f(x) est continue dans l'intervalle 
fermé (— x, x) et n'admet pas d’extréma ou bien en admet un nombre 
fini (*), la série de Fourier de cette fonction est partout convergente. 
La somme de la série est égale à f(x) pour toute valeur de x à l'inté- 


«°> Un exemple de fonction continue ayant une infinité de maxima et de minima dans 
un intervalle fini est fourni par f(x) = xsin _ considérée dans n'importe quel intervalle 
renfermant le point x = 0 (en ce point on confère à la fonction la valeur 0; cf. $ 231). 
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rieur de l'intervalle (—- x, x). Aux deux extrémités de cet intervalle 
la somme est égale à 


EU n) + fr), 
autrement dit à la moyenne arithmétique de /(—x) et f(+ x). 


ExEMPLE. Considérons la fonction f(x) = x; elle est continue 
dans l'intervalle fermé (— x, x) et ne possède pas d'extréma. Les coef- 
ficients a,, a,, a, … de sa série de Fourier sont nuls. En effct, 


nr 0 nr 
= \ x cos nr dx = \ z cos mx ds ++ À rcosnx dr. (1) 
nr n | n 
— TR — nr 0 
Après la substitution x=——3x+" le premier terme devient 
0 


1\ x’ cos n° dx’ et en s’ajoutant au second terme donne zéro: 
x 
x 


Gn = 0O(n = 0, 1 2, 3,...). (2) 
Nous trouvons les coefficients b, en intégrant par parties: 
Li 


à \ x sin nx dx == 
nr 


— nn 
Là 
= — — scoSnx FL \ cos nx dx = (3) 
nr nn 
—n 
2n cos rn a+: ! 
——, — —"2(-1) se (4) 


La série de Fourier de la fonction x est de la forme 


(—1yn# 
ñn 


2 [+ sin x — + Sin 2x + + sin 3x — sin 4x + + sin nx + …] . (5) 


Conformément au théorème la série (5) est partout convergente; pour 
— KT < 4 < 7 Sa somme est égale à 


1 2 3 
(— n <x <n). (6) 


2 SE ne 4] = à 


Pour x = + x la somme est égale à 


1 
zl-"+r| = 0, 
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Cela est évident car tous les 
termes de la série s'annulent. 


Pour x = > la formule (6) 


donne la série de Leibniz ($ 398) 
1 1 1 x 


1 
1313 7tes—: (7) 


La fig. 422, graphe de la 5ème 
somme particlle de la série de Fou- 
rier pour la fonction f(x) — x 


| 2 (+= __ Sin 2x FL. 3x 
; 1 2 10 © 
FIG. +22 sin 4x sin 5x 


donne une idée du degré de proximité de la somme partielle s, de la 
série (5) à l'intérieur de l'intervalle (—x, x) et de la fonction f(x). Le 
graphe de y = 5,(x) oscille autour de la droite y = x; pour certaines 
valeurs de x on obtient une valeur approchée par défaut de la fonction, 
pour d'autres une valeur par excès. 

La courbe y = s,(x) passe par les points (—x, 0) et (nr, 0) de sorte 
qu'au voisinage de ces points elle s’écarte fortement de la droite y = x. 

Il en est de même pour les sommes partielles suivantes. Seulement 
l'intervalle où cet écart a lieu décroît indéfiniment avec la croissance 
de #. Aux extrémités de l'intervalle (— x, x) toutes les sommes partiel- 
les sont nulles et, par conséquent, ne s'approchent pas des valeurs de 
la fonction f(x) = x aux points x — + x. Par contre, dans tout inter- 
valle intérieur dont les extrémités ne coïncident pas avec les points x — 
= + 7, la série (5) converge uniformément vers la fonction f(x) = x. 
Toutefois, cette convergence est mauvaise; ainsi, en prenant la valeur 


x = nous obtenons la série (7) qui (d'après le critère de Leibniz; 


$ 376) converge très lentement. 

REMARQUE 1. La fonction f(x) — x est également définie à l'exté- 
ricur de l'intervalle (— x, x), mais comme elle n'est pas périodique, 
pour + > ret pour x & — x la somme de la série (5) n’est pas égale à x 
(cf. $ 415, remarque). Le graphe de la somme de la série (5) se compose 
(fig. 423) d'un ensemble de segments de droite qui s’obtiennent par une 
translation horizontale du segment AB de + 2kx (k = 0, 1, 2, 3, …). 
Tous les segments 4_,B_1, AB, A,B,, … sont dépourvus d’extrémités 
qui sont remplacées par les points C_,, C;, C:, …, milieux des segments 
B-, À, BA,, B,4,, etc. 


Séries 615 


FIG. 423 


REMARQUE 2. Considérons la fonction périodique f,(x) = 2 arc tg 
[te &] sa période est 2x. A l'intérieur de l'intervalle (—x, x) elle 


coïncide avec la fonction f(x) = x (fig. 423). Aux points + x cette fonc- 
tion n'est pas définie et admet une discontinuité. La série de Fourier 
de f,(x) coïncide avec la série de Fourier de f(x), et maintenant la somme 
de la série de Fourier est égale à f,(x) à l'intérieur de l'intervalle (— x, x) 
et aussi partout sauf, bien entendu, aux points de discontinuité x = 
= +7, +4 = -+t 37%, ctc. En ces derniers elle est nulle. 


8 417. Série de Fourier 
des fonctiuns paire et impaire 


DÉFINITION. Soit f(x) une fonction définie dans l'intervalle (— a, a). 
Elle est dite paire si sa valeur ne change pas quand on change le 
signe de la variable: 
[t- 3) = JG). (1) 
Telle est la puissance paire x?” (c'est de là que découle le terme s fonc- 
tion paires), telles sont les fonctions cos nx, x° sin nx, etc. 
La fonction est dite impaire si, quand on change le signe dela varia- 
ble, seul le signe de la fonction change, sa valeur absoluc restant la même 


{(— 3) = — f(x) (2) 


Telle est la puissance impaire x?”-1, telles sont les fonctions sin #x, 
x cos nx, tg x, etc. 

Le graphe d’une fonction paire est symétrique par rapport à l'axe 
OY, celui d'une fonction impaire par rapport à l'origine O. 
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0 a 
REMARQUE Î. Les intégrales ( f(x) dx et f(x) dx sont égales 
— 4 (1) 


pour une fonction paire et diffèrent par leur signe pour une fonction 
impaire. C'est pourquoi nous avons pour une fonction paire: 


a a 
\ {{x) dx = 2 \ res dx (3) 
0 


et pour une fonction impaire 


a 
\ ls) dx = 0. (4) 
— 4 
REMARQUE 2. La série de Fourier d’une fonction paire ne com- 
prend que des termes en cosinus; les coefficients sont 
LL 
an = + Ÿ ft) cos nx ds, ba =0 (5) 
0 
(cf. remarque 1). La série de Fourier d'une fonction impaire ne comprend 


que des termes en sinus, le terme constant étant nul; les coefficients 
sont 


nr 
An =0, bn= _ (re) sin nx dx. (6) 
0 


EXEMPLE Î. La fonction f(x) = x, considérée dans l'exemple 
du $ 416, est impaire. Sa série de Fourier ne contient pas de termes en 
cosinus, ni de terme constant. Les coefficients b, sont 


a 
bn = + | “ Med puits 
m n 

0 

EXEMPLE 2. La fonction f(x) — | x] est paire; cela signifie que 

sa séric de Fouritr ne contient pas de termes en sinus. Le coefficient a, est 

Lu ; LU 

2 

a, (isidre rare (7) 


0 0 
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Quand # 0, nous obtenons: 


sin #x 


x nr 
2 
an= + (roosnsdrm Lx NUE M Qsinnrds = 
0 0 


cos n1t — 1 
ST (8) 
c'est-à-dire 
4 
6 0 on ipr M2 3.) (9) 
Par conséquent, la série de Fourier de la fonction f(x) = | # | sera 
Tr 4 (cos x cos 3x cos (23 — 1) x 
(RE 4 + EE +). (10) 
La fonction f(x) = | x | satisfait aux conditions du théorème du 


416. Par conséquent, la série (10) est partout convergente. Sa somme 
est égale à | x | pour toute valeur de x à l’intérieur de l'intervalle (— x, x). 
De plus, comme la fonction f(x) = | x | cest paire, la somme de sa 
série de Fourier est aussi égale à f(x) aux extrémités de l'intervalle 
(— x, x). En effet, nous avons pour une fonction paire f(— x) = J{r), 
de sorte que la moyenne arithmétique des valeurs f(— x) et f(x) coïn- 
cide avec chacune de ces valeurs. Nous avons ainsi: 


4 3 
Vale (EE +.) Cnreren. (102) 
En particulier, portant dans (10a) l’une des valeurs x = + x ou x = 0 
nous trouvons que 

1 Î 1 1 n° 

tata t tes. (11) 
La convergence de la série (11) et 
généralement de la série (10a) est 
mauvaise, bien que meilleure que 4, - — - - _ | _ _ ___ _ _ 
celle de la série (5) du $ 416 (cf. " 
les graphes des fig. 422 et 424). 

La fig. 424 donne le graphe de 

la somme partielle s, de la série 
(10) : 


nu 0 7 À 


cos 3x cos 5x | 
] FIG. 424 


at 5 
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FIG. 425 


dans l'intervalle (— x, x). La ligne brisée autour de laquelle oscille 
la courbe y = s, (x) est le graphe de la somme /,(x) de la série (10). La 
fig. 425 représente le graphe de la somme /,(x) dans l'intervalle 
(— 37, 3x), ainsi que (par les deux rayons issus du point O) le graphe de 
la fonction f(x) = | x |. Dans l'intervalle fermé (— 7x, nr) les fonc- 
tions f(x) et f(x) coïncident. 

REMARQUE 3. La fonction f,(x) peut être représentée par la formule 


tx) = arc cos (cos x). 


EXEMPLE 3. Développer en série de Fourier la fonction f(x) — 
— x? (fig. 426). 

SOLUTION. La fonction considérée est paire; c'est pourquoi nous 
avons: 


T 
2 27! 
a, = (star = "3. 
0 


Y 


UVVUV 


—Ôn —47 —ÎN —27 - 0x JO 4 5n XX 
FIG. 426 
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Pour calculer a&,, quand # Æ 0, nous intégrons deux fois par parties: 


nr nr 
2 2 Î 4 
am = À at cos nx ds = À pu M sain nr dr = 
TT nr n  |0 nn 
4 4 t 
__ cos nr |r 4 
=— - D Moosnrdr = (1 À. (12) 


Nous avons alors dans l'intervalle (— x, x), y compris les extré- 
mités (cf. exemple 2): 


EL 2e cos x cos 2r cos 3r cos 4x 
[RE 4 EE +]. (5) 


Pour x = # et x — 0 nous obtenons respectivement: 


1 1 1 1 1 n° 

Ma mie taie er 0 
1 1 1 | 1 (— 1)! Li Ÿ 
TU — Eu + gi — 4 + .… + n° .. ” 72 . (15) 


Ajoutant terme à terme (14) et (15) nous retrouvons (11). 


& 418. Série de Fourier 
d'une fonetion discontinue 


On peut généraliser le théorème du $ 416 de la façon suivante. 


THÉORÈME DE DIRICHLET. Soit f(x) une fonction continue dans 
l'intervalle (— x, x), sauf en un nombre fini de points où elle présente 
des sauts ($ 219a). Si f(x) ne possède dans l'intervalle (— x, x) qu'un 
nombre fini d'extréma (ou n'en possède pas du tout), sa série de Fou- 
rier est partout convergente. Dans ce cas ‘°: 

1) aux deux extrémités — x, x la somme de la série est 


ELA 7) + St); (1) 


(° Le texte qui suit permet de donner un énoncé plus bref (cf. remarque 2). 
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2) en chaque point de discontinuité x — x, la somme de la 
série est 


Uri — 0) + Ste + ON, (2) 


où le symbole f(x; — 0) signifie la limite vers laquelle tend f(x) quand + 
tend vers x; à gauche et f(x; + 0) la limite de f(x) quand x tend vers x, 
à droite: 

3) aux autres points de l'intervalle (— x, x) la somme est égale 
à f(x). 

REMARQUE 1. Les intégrales 


nr LL 


\ {{x) cos nx dx, \ {{x) sin nx dx, 
EL 


figurant dans les expressions des coefficients de la série de Fourier, 
sont dans le cas considéré des intégrales impropres ($ 328). 

EXEMPLE. Considérons la fonction f(x) définie dans l'intervalle 
(— x, x) de la manière suivante: 


Ja) = —— pour —n£<s<0, 
(3) 
fa) = + pour 0OKzx«<n. 


Cette fonction est discontinue au point +# = 0 où elle présente un saut. 
En effet, nous avons (cf. fig. 427, où l'on a représenté Ja fonction f(x) 


périodiquement prolongée au-delà de l'intervalle (— x, n)]: 


Lu nr 
0 =, +0 = +. (4) 


F1G.427 
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Nous trouvons les coefficients de la série de Fourier [la fonction f(x) 
est impaire)]: 


8n nd 0, 
nr 
2 nr ! (S) 
-_— \ 7 “in nx dx = 3 ll — (—1)4). 
0 
Par conséquent, 
n __ À 
27 At. (k = 1, 2, 3,..). (6) 
bxs0 


En tous les points intérieurs de l'intervalle (— x, x), sauf le point de 
discontinuité x = 0, la somme de la série de Fourier est égale à f(x), 
c'est-à-dire que pour — rx < x < 0 nous avons: 


sin 3x sin 5x sin (2n —1)x : T 
sin x + 3 +—— da DRE — nr (7) 
et pour 0 < x < x nous avons: 
sin 3x sin 5x sin (22 — 1) x nr 
sin x + 3 ter — nr (8) 


Au point de discontinuité x = 0 la somme de la série de Fourier est 
égale à 

L °T Lu] 

2 (- 47 +) me 


(tous les termes de la série sont nuls). Aux extrémités de l'intervalle 
(—7, x) la somme est aussi égale à 


1 nr n 
2(-<++ +) 
On voit sur la fig. 428 que les sommes partielles s,(x), s.(x), s3(x), 
sa(x) se rapprochent progressivement de f(x). 


REMARQUE 2. Dans le théorème de Dirichlet les cas 1 et 3 sont en fait des cas parti” 
culiers du cas 2. En effet, si f(— n) # f(n), les extrémités de l'intervalle sont des points de 
discontinuité de la fonction f(x) périodiquement prolongée. Si par contre x est un point 
intérieur de continuité, la limite à gauche f(x — 0) et la limite à droite f(x + 0) sont égales 
à f(x), de sorte que 


USE — 0) + ls + 0)] = fa). (9) 
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FIG. 428 


On peut ainsi énoncer plus succinctement le théorème de Dirichlet : 

Soit f(x) une fonction périodique continue dans l'intervalle (—n, x), sauf en vn 
nombre fini de points où elle présente des sauts. Si f(x) ne possède dans J'intervalle (— Tr, n) 
qu'un nombre fini d'extréma (ou n'en possède pas du tout), sa série de Fourier est partout 
convergente, et la somme de la série est partuut égale à 


7 LU — 0) + fx + 0). 


HUITIÈME PARTIE 


Dérivation et intégration 
des fonctions 
de plusieurs variables 


&g 419. Fonctions de deux variables 


DÉFINITION. On dit que z cest fonction de deux variables x, v lorsqu'on 
peut faire correspondre à tout couple de nombres qui peuvent ètre 
{selon les conditions du problème) les valeurs des variables x, y une ou 
plusieurs valeurs déterminées de z. 

On distingue les fonctions uniformes et multiformes de la méme 
façon que dans la définition 2 du $ 196. 

EXEMPLE 1. L’altitude À d'une localité est fonction des coordon- 
nées géographiques — la latitude o et la longitude à. La latitude peut 
varier entre — 90° et + 90°, la longitude entre — 180° ct + 180°. 

EXEMPLE 2. Le produit des facteurs x, y est fonction de deux varia- 
bles x et y. Les valeurs de x et y peuvent être arbitraires. 

PLAN NUMÉRIQUE. Pour plus de clarté le couple de valeurs de x, 
y est représenté géométriquement par le point Af{(x, y) rapporté au 
système de coordonnées rectangulaires XOY. Le plan sur lequel est 
pris ce système est appelé plan numérique. 

L'expression sle point M (x, y)e est équivalente à l'expression 
«le couple de valeurs des variables x et y+. Par exemple, «le point 
M{(1, — 3): signifie le s couple de valeurs x = 1, y = — 3». Conformé:- 
ment à cela la fonction de deux variables est appelée fonction de point 
(cf. $ 457). Souvent la valeur d’une fonction est définie, par sa signi- 
fication physique même, par le choix du point dans le plan ou sur une 
surface courbe (cf. exemple 1). 

DOMAINE DE DÉFINITION D'UNE FONCTION. L'ensemble des couples 
de nombres qui (d’après les conditions du problème) peuvent être les 
valeurs des variables x, y de la fonction f(x, y) constitue le domaine 
de définition de cette fonction. 

Géométriquement, le domaine de définition est représenté par 
un ensemble de points du plan XOY. 

Dans l'exemple 1 le domaine de définition de la fonction h des 
variables @ et % cest l'ensemble des points du plan numérique situés 
à l'intérieur ou sur la frontière d’un rectangle de 360 unités de long 
ct de 180 de large dont les côtés sont parallèles aux axes de coordonnées 
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et le centre coïncide avec l’origine. Dans l'exemple 2 le domaine de défi- 
nition de la fonction est le plan numérique tout entier. 
NoTaATION. L'écriture 


s = f(x, >) 


signifie que z est une fonction de deux variables x et y. L'écriture f(3, 5) 
signifie que l’on considère la valeur de la fonction f(x, y) au p:int 
M(3, 5), autrement dit la valeur de la fonction qui correspond aux va- 
leurs x = 3, y = 5 (cf. $ 202). D'autres lettres peuvent être utilisées 
au lieu de f. 

Parfois, on désigne la caractéristique d’une fonction et la fonction 
elle-même par la même lettre, en d'autres termes on écrit: z = z(x, y), 

= ww, v), etc. 

REMARQUE. Il n'est pas exclu que la valeur de la fonction f(x, y) 
varie en fonction de x, mais reste inchangée quand y varie. La fonction 
de deux variables peut alors être considérée comme une fonction de la 
seule variable (x). Si par contre la valeur de f(x, y) reste la même pour 
toutes les valeurs des deux variables, la fonction est une constante. 

EXEMPLE 3. La quantité diurne de précipitations (4 mm) dans 
la région de Moscou est une fonction de la longitude Ÿ et de la latitude o 
du lieu d'observation. Toutefois il n'est pas exclu que la quantité de 
précipitations reste constante dans la direction du sud au nord et varie 
dans la direction de l'est à l'ouest. On peut alors considérer h comme 
fonction de la seule variable . 

Si au cours de la journée il n’y a pas de précipitations dans toute 
la région, h est une grandeur constante (égale à zéro). 


& 420. Fonctions de trois 
et d’un plus grand nombre 
de variables 


Les notions de fonctions de trois, quatre, etc., variables et de domaines 
de définition sont introduites de la même manière que dans le cas de 
deux variables ($ 419). 

Le domaine de définition d’une fonction de trois variables est 
représenté par un ensemble de points dans l’espace. Conformément à 
cela la fonction de trois variables (et par analogie la fonction d'un 
plus grand nombre de variables) est appelée fonction de point. L'écriture 


# = f(x, }e 3) 


signifie que # est une fonction de trois variables x, y, z. 
REMARQUE. Il n'est pas exclu que la valeur de la fonction f(x, y, 2) 
varie en fonction de x et y, mais reste inchangée quand z var.e. 
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La fonction des trois variables x, y, z est alors une fonction de deux 
variables x, y. La fonction f(x, y, z) peut aussi s'avérer être une fonction 
d'une seule variable ou même une constante (cf. $ 419, remarque). 

En général une fonction de # variables peut s'avérer être une fonc- 
tion d’un plus petit nombre de variables. 


$ 421. Formes de définition d'une fonction 
de plusieurs variables 


1. Une fonction de deux ou d’un plus grand nombre de variables 
ut être donnée par une formule (ou par plusieurs formules) sous forme 
explicite ou implicite (cf. $ 197, c). 
EXEMPLE Î. La formule 
po = A(273,2 + 1), (1) 


où À = 0,02927 exprime la relation entre le volume v d'un kilogramme 
d'air (en m), sa pression p [en _ et sa température { (en degrés 
m 


Celsius). Chacune des variables p, v, 4 est une fonction implicite des 
deux autres. 

La formule 

0-402732+0 (2) 
? 

donne v en tant que fonction explicite de deux variables p et ft. Le 
domaine de définition de cette fonction est l’ensemble des valeurs pos- 
sibles de la pression et de la température (f ne peut prendre que des 
valeurs supérieures à — 273° et p que des valeurs positives). 

REMARQUE. Souvent une fonction de plusieurs variables est don- 
née par une formule sans indiquer le sens physique des grandeurs qui y 
figurent. Si aucune indication n'est formulée au sujet du domaine de 
définition de la fonction, on sous-entend que le domaine de définition 
contient tous les points pour lesquels la formule a un sens. 

EXEMPLE 2. Supposons que la fonction de deux variables x, y soit 
donnée par la formule 


ETES (3) 
sans que le domaine de définition soit indiqué. La formule (3) n'a de 
sens que si x? + y? < R?. Par conséquent, le domaine de définition 
est l'ensemble de tous les points situés à l’intérieur et sur la frontière 
du cercle de rayon R et de centre à l'origine des coordonnées. 
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EXEMPLE 3. La formule u = Ja? — (x? + y? + 21) définit une 
fonction de trois variables. La formule n’a de sens que pour x + y? + 
+ 22 < a?; le domaine de définition est l’ensemble de tous les points 
situés à l’intérieur et sur la surface d'une boule de rayon a et de centre 
à l’origine des coordonnées. 

2. Une fonction de deux ou d’un plus grand nombre de variables 
peut être donnée à l’aide d’une table. Dans le cas de deux variables, 
on note les valeurs de l’une des variables dans la ligne du haut, les va. 
leurs de l’autre dans la colonne de gauche, et la valeur de la fonction à 
l'intersection des lignes et des colonnes correspondantes {fables à double 
entrée). 

EXEMPLE 4. La table suivante donne le volume de 1 kg d'air en 
tant que fonction de la pression et de la température (cf. exemple 1): 


de 


nn: — 20 — 10 0 10 20 
t 
PE 


10,0 0,7411 0,7704 0,7997 0,8289 0,8582 
10,1 0,7338 0,7628 0,7918 0,8207 0,8497 
10,2 0,7266 0,7553 0,7840 0,8126 0,8414 
10,3 0,7195 0,7480 0,7764 0,80438 0,8332 
10,4 0,7126 0,7408 0,7689 0,7970 0,8252 
10,5 0,7058 0,7337 0,616 0,7894 0,8173 


3. On peut représenter une fonction de deux variables par un 
modèle spalial (graphe Spatial). Le modèle spatial de la fonction f(x, y) 
est une certaine surface S rapportée au système de coordonnées 
rectangulaires OX YZ; la projection du point Af de la surface S sur Je 
plan XOY est l'image du couple de valeurs des variables x, y, la cote 
z de M représente la valeur correspondante de la fonction f(x, y). 

Pour une fonction de trois ou d’un plus grand nombre de varia- 
bles ce procédé est inapplicable. 

EXEMPLE 5. La fonction donnée par la formule 


PA Cr Er 
est représentée par une demi-sphère (fig. 429, cf. exemple 2). 


4. On peut représenter une fonction de deux variables dans le plan par la mé/hode des 
cotes. Le couple des valeurs x, y est représenté par le point Af (x. ÿ) et la valeur z par une 
cote. (Ce procédé est utilisé en cartographie pour marquer l'altitude d'un point.) Les points 
pour lesquels z a la même valeur sont reliés par une courbe (ligne ow courbe de niveau) affectée 
du chiffre correspondant. Si le point (rx, y) est situé sur une courbe de niveau. on lit directe- 
ment la valeur de la fonction; dans le cas contraire, on prend les deux courbes de niveau 
Ne LE proches de part et d'autre du point (x, y) et on effectue une interpolation (au 

ugé). 
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"4" 


FIG. 429 FIG. 430 


Exeurce 6. On a représenté sur la fig. 430 les courbes de niveau dela fonction = = 
= Ya! — %!— y*, correspondant à la croissance de la fonction de 0,2a (0B = a). La 
valeur de s au point Af(0, — 0,8a) est luc d'après la cote 0,64. Pour trouver la valeur 

1 Î 
de x au point N 7 a, TZ a). nous lisons les cotes 0,6a ct 0,8a des courbes de niveau les 


plus proches. Comme N se trouve environ à égale distance de ces courbes, nous estimons 
que 1% 0,74. 

REMARQUE. Si l'on coupe la surface s = f(x, y) par le plan s = À ct si l’on projette 
Ja section sur le plan’:XOY, on obtient la courbe de niveau de cote k. Ainsi, si l’on coupe 


la demi-sphère = — Va: — x— y par le plan sr — 0,8a, on obtient la section 4°B'°C° 
(fig. 429). Sa projection 4°’B’’C’’ (fig. 429 et 430) sur le plan XO}' est la courbe de niveau 
de cote 0,8a. 

De même, on peut représenter une fonction de trois variables 1 = f(x, y, s) dans 
l'espace par la méthode des cotes. Le rôle des courbes de niveau est alurs joué par les 
surfaces de nivrau. 


& 422. Limite d’une fonction 
de plusieurs variables 


La notion de limite d’une fonction de plusieurs variables est intro- 
duite de la même façon que pour une fonction d’une seule variable. 
Pour fixer les idées considérons le cas d’une fonction de deux variab'es. 
Le nombre / est appelé la limite de la fonction z = f(x, y) au 
point M,(a, b) si z se rapproche indéfiniment de / chaque fois que 
le point M{(x, y) se rapproche indéfiniment du point M, (cf. $ 204). 
ECRITURE: 
lim f(x, y) = 1 
MA, 
ou 
liro f(x, v) = 1. 
X—4 


y—d 
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REMARQUE 1. On suppose qu'à l'intérieur d'un cercle envelop- 
pant le point Af, la fonction f(x, y) est définie en tous les points non 
confondus avec Àf,; au point M, la fonction f(x, y) est ou bien définie 
ou bien non définie (cf. $ 204, remarque 1). 

REMARQUE 2. Le sens mathématique de l'expression « se rapproche 
indéfiniment + est explicité dans la définition rigoureuse suivante. 

DÉFINITION. Le nombre J est appelé la limite de la fonction f(x, y) 
au point Af,(a, b) si la valeur absolue de la différence f(x, y) — ! reste 
inférieure à tout nombre positif € fixé d'avance dès que la distance 
MQM =V(x— a) + (y—b) du point M,(a, b) au point M{x, y) 
(non confondu avec Af,) est inférieure à un nombre positif 8 (dé. 
pendant de €). | 

SIGNIFICATION GÉOMÉTRIQUE. La cote de la surface : = f(x, y) 
diffère de / d’une grandeur inférieure à e dès que la projection du point 
situé sur la surface tombe à l'intérieur du cercle de rayon & et de centre 
au point Af,(a, b). 

REMARQUE 3. Dans le cas d’une fonction de trois variables 
f(x, >, 2) la distance M,M est donnée par l'expression 


(x — a)? + (y — dt) + (2 — ch. 
Pour le cas de quatre variables, lorsque l'interprétation géométrique 
de l'expression 
Ver — a) + (y — 0 + (2 — ct + (u — d} 

devient impossible, elle est appelée par analogie la distance entre les 
points M{(x, y, z, u) et Mf,(a, b, c, d). 

La notion d'infiniment petit et celle d’infiniment grand sont 
introduites de la même façon que pour une fonction d'une seule varia- 


ble ($$ 207, 208). Pour l'ordre de petitesse consulter $ 423. La géné- 
ralisation de la notion de limite est réalisée comme au & 211. 


$ 423. Ordre de petitesse d'une fonction 
de plusieurs variables 


Lors de la comparaison de deux infiniment petits « et B, fonctions 
d'une seule variable, nous avons distingué ($ 217) les cas suivants: 


1) si le rapport © a une limite finie non nulle, les infiniment petits 


a et 8 sont du mème ordre; 


2) si lim — 0, « est un infiniment petit d'ordre supérieur par 


rapport à B; 
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3) si lim _— co, « est un infiniment petit d'ordre inférieur par 


rapport à f; 
| œ is: 
4) si le rapport — n'a pas de limite, « et 8 ne sont pas comparables. 


Le cas 4 est exceptionnel lors de l'étude des fonctions élémentai- 
res d'une seule variable. Pour les fonctions de deux ou d'un plus grand 
nombre de variables c'est le cas 1 qui est exceptionnel, et les cas prati- 
quement importants sont les cas 2, 3, 4. 

Ainsi, le rapport de deux infiniment petits, fonctions de plusieurs 
variables, n'a pas de limite dans le cas typique (cf. exemple 1). Dans 
d'autres cas l’un des deux infiniment petits (par exemple «) est d'ordre 
supérieur par rapport à l’autre (cf. exemples 2 et 3). Dans ce cas le 
dernier est un infiniment petit d'ordre inférieur par rapport au premier. 

EXEMPLE 1. Quand x — 0, y — 0, les grandeurs 2x? + ytet x? + y 
sont des infiniment petits, mais leur rapport n'a pas de limite. 

En effet, le point M{(x, y) peut tendre vers le point Af,(0, 0) sui- 


vant une courbe tangente au point Af, à la droite y = Li x (la courbe BM, 
2 


sur la fig. 431) ou à la droite y = 3x, ou à la droite y = x, etc. Dans 


1 
le premier cas le rapport LA tend vers —, dans le second cas vers 3, 
x 2 


dans le troisième vers 1. Cela signifie que le rapport 


ee eme [e (2) [1 (2) 
. 9 11 | 
tend dans le premier cas vers - » dans le second vers — , dans le troi- 
10 


3 
sième vers — » etc. 
2 


REMARQUE. L'infiniment petit x? + y? est le carré de la distance 
M, du point M, au point Af tendant vers M, (0, 0). En général, les 
cas où l’un des infiniment petits que l'on com- 
‘pare est une puissance quelconque de la distance 
du point Àf à sa limite Af, sont particulièrement 
importants (cf. $$ 430, 444). 

EXEMPLE 2. La fonction 2x? — y? est, quand 
M > Mo(0, 0), un infiniment petit d'ordre supé- 
rieur par rapport à la distance 


MMom Van + y FIG. 431 
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En cffet, le rapport (2x?— y2):}/x34 ;2 
peut s'écrire: 


2x5" 2x 2e 3 — 
Y:1 +5 ET + y! Vs: + y ; 


(1) 


Chacune des grandeurs 


Te Na — 
Vai+yt Vai+ 2 
PAGE 492 n'est pas supérieure à l'unité en valeur absolue 

(cf. fig. 432), ct chacune des grandeurs 2x, y 

tend vers zéro. Par conséquent, les deux termes du second membre de 


(1) tendent vers zéro. Cela signifie que le rapport (2x? — y?): Va + y? 
tend également vers zéro. 

EXEMPLE 3. La fonction f(x, y) — (x — x0)° (y — yo) est un infi. 
niment petit d'ordre supérieur par rapport au carré de la distance M M, 
c'est-à-dire par rapport à (x — x,)? + (y — y,}?. En effet, 


x, y) Æ— Te Y — Ye 
———_—— ne) ————  * ————— _— . 
MAS? Var +0) Var + — 5" 


Le premier facteur tend vers zéro, et chacun des deux autres 
n'est pas supérieur à l'unité (cf. exemple 2). 


$S 424. Continuité d'une fonction 
de plusieurs variables 


DÉFINITION 1. La fonction f(x, y) est dite confinue au point M,(x,, y.) 
si les deux conditions suivantes sont vérifiées: 

1) au point Af, la fonction AMf(x, ;) possède une valeur déterminée /, 

2) au point M cette fonction a une limite qui est aussi égale à 1. 

Quand l'une au moins de ces conditions n’est pas vérifiée, la fonc- 
tion est dite discontinue au point M. 

Il en est de même pour le cas de trois ou d'un plus grand nombre 
de variables. 

DÉFINITION 2. La fonction f(x, y) est dite confinue dans un cerlain 
domaine si elle est continue en tout point de ce domaine. 

EXEMPLE 1. La fonction f(x, y) donnée par les formules 


{(0, 0) = 0, 
2x3 — 51 | 
fx, ») = Vas (2° + 3" £ 0) 
est continue au point Àf,(0, 0). En effet, clle possède au point M, la 
valeur zéro; en outre elle a en ce point une limite égale à zéro (cf. exem- 
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pile 2 $ 423). En tous les autres points du plan numérique la fonction 
f{x, y) cst aussi continue. C'est pourquoi clle est continue dans tout 
domaine du plan. 


LxEMPLE 2. La fonction © (x, y) donnée par les formules 


®(0, 0) = 0, 
2x2 + yt 
em y = +55 (x + y Æ0) 


est discontinue au point Àf,(0, 0). La première condition de la défi- 
nition 1 est ici vérifiée, mais la seconde ne l'est pas: Ja fonction o(x, y) 
n'a pas de limite quand Af — M, (cf. exemple 1 $ 423). 


8 425. Dérivées partielles 


DériNiTION. On appelle dérivée partielle de la fonction 1 — f(x, y, 2) 
par rapport à x la limite du rapport 


fx + Ax, ÿs 2) — f(x, ÿ 3) 


2. quand Az — 0. 


Notations: 


è df(x, y. 
“, Jus, 2, JERrA. (1) 
Au sujct des symboles du, dx cf. $ 429. 

REMARQUE 1. Les variables x, y,z sont considérées constantes 
lors de la recherche de la limite; la dérivée partielle obtenue est une fonc- 
tion de x, y, z (cf. 8 224). 

Les dérivées partielles par rapport à y ct z sont définics ct notées 
de manière analogue, par cxemple 
P = èu a L C3 ° f(x, y + Ay, 1) — f(x, ÿs 2) 

% = y 75 J,& ÿ 3) = Hs Ay È (2) 

REMARQUE 2. Pour obtenir la dérivée particlle w, il suffit de 
trouver la dérivée ordinaire de la fonction # en considérant que cette 
dernière n’est fonction que d'une seule variable x. S'il faut trouver les 
trois dérivées partielles, il est plus pratique d'utiliser le procédé du 
$ 438. 

ExEMPrLE. Trouver les valeurs des dérivées partielles de la fonction 

mu = f(x, y, 2) = 2x1 + y — 32 — 3xy — 2xs (3) 
au point Àf,(0, O, 1). 
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SoLuTion. En considérant # comine 
fonction d'une seule variable x, nous 


Ou 
trouvons que sa dérivée pre est égale 
x 


à 4x — 3y — 2z. Au point (0, O, 1) cette 

valeur de la dérivée est — 2. 
ECRITURE: 

1° (0, 0, 1) = 


cree) — 2, 


x=0,y=0,3—=1 


(0 = 2y — = 
1,10, 0, 1) = 2y ES 0, 


120 0, 1) = —6. 


& 426. Interprétation géométrique des 
dérivées partielles d'une fonction 
de deux variables 


0 


Supposons qu'au point AM,(x,, y.) 
FIG: 48 (fig. 433) correspond le point N, de la 
surface z = f(x, y) ($ 421). Menons par 
N, le plan N,MQU parallèle au plan XOZ. La section est la courbe 
L.N, le long de laquelle y reste constante (y — ÿ,). La cote z de la 
courbe L,N, est fonction d’une seule variable x. La dérivée partielle 
f:(%o Yo) est numériquement égale au coefficient angulaire de Ja 
tangente UN,, autrement dit à la tangente de l'angle MQUN, formé 
par la tangente US et le plan de coordonnées XOY. 
Menant le plan N,M,V parallèle à YOZ, nous obtenons la section 
L,N,. La dérivée partielle f,(x,, y,) est égale à la tangente de l'an- 
gle MOV N, formé par la tangente VTT et le plan XOY. 


8 427. Accroissement total et accroissement 
partiel 


Prenons des valeurs quelconques x,, Yo z9 des variables x, 7, z 
et donnons-leur des accroissements Ax, Ay, Az. La fonction # — f(x, y, 2) 
reçoit un accroissement {otal 
Au = f(x, y,5) = 
= {se + Ax, Yo + Ay, 50 + Ai) — J(30, ye- te). 
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Il peut arriver que les accroissements Ay, Az soient nuls, c'est-à-dire 
que y et z restent constants, la fonction f(x, ;, z) reçoit alors un ac- 
croissement partiel 
Az = Agf(x, y, 3) = f(xe + Ax, Yes 30) — fXes Yes 30). 
Les autres accroissements particis s'obtiennent de façon analogue 
Ayt — Ayf{x, 2 z) = f(x. Ye + AY, Ze) — (re d'es 2e), 
Au = Asf(x, ÿ, 2) = f(xe Yes Ze + At) — f(x, Yes 20): 

REMARQUE. Dans le cas de deux variables, l'accroissement total 
de la fonction est représenté géométriquement par l'accroissement 
de la cote AN, (fig. 433) pour tout déplacement du point N, sur la 
surface z — f(x, y). L'accroissement partiel A,f(x, y) s'obtient lors du 
déplacement du point N, le long de la section L,N,, l'accroissement 
partiel A,,f(x, y) lors du déplacement le long de L,N4. 

EXEMPLE. L'accroissement total de la fonction 

u= 2x2 — y —3 
cst égal à 
Au = A(2x— ÿ" — 3) = 2(x + Ax) — (y + A) — (s + As) — 2x + 
+ 3% +s = 4xAs — 2ÿAy — Ar + 241! — Aj*. 
Les accroissements partiels sont 
Au = 4xAx + 2Ax:!, Ayu = — 2347 — A;*, As = — At. 


$ 428. Différentielle partielle 


DÉFINITION. Si l'accroissement partiel A,w ($ 427) de la : fonc- 
tion 1 — f(x, y, z) peut être mis sous forme de somme de deux termes: 


AzM= Aûz+a, (1) 


où À ne dépend pas de Ax et & est un infiniment petit d'ordre supé- 
rieur par rapport à Ax, le premier terme AAÂx est appelé la différentielle 
partielle de la fonction f(x, y, z) par rapport à x et noté d,/f{x, y, z) 
ou d,u: 

dim = drf(x, ÿ, 2) = AAx. (2) 


En d'autres termes, la différentielle partielle est la différentielle 
($ 228) de la fonction f(x, y, z) en supposant que les grandeurs y et z 
ne varient pas (Ay — Az = 0). Avec cette hypothèse x est l'unique 
variable, de sorte que l'on peut écrire dx au lieu de Ax (cf. $ 234), ce 
qui donne 


dau = dsrf(s, y, :) = Ads. ! 
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On définit de même les différenticlles partielles d,f(x, y, z), 
d,f(x, y, 3) par rapport aux y, =. 

Le coefficient À est égal à la dérivée particlle #,, autrement dit 
la différentielle partielle de la fonction cest égale au produit de la déri- 
vée partielle correspondante par l'accroissement de la variable ($ 228, 
théorème 1) 


dsu = 1° dx. (3) 
D'une manière analogue on a 

dyu = dy, (4) 

deu = uidr. (5) 


EXEMPLE. Trouver les différentielles particlles de la fonction 
u = x'y + ÿ'x. 
SoLzuTion. Considérant d'abord y, puis x constants, nous trouvons: 
diu = (21y + y) dx, 
du = (xt + 2xy) dy. 


& 429. Expression de la dérivée partielle 
à l’aide de la différentielle 


La dérivée partielle #, de la fonction w = f(x, y, z) est égale au rap- 
port de la différentielle partielle d,u à la différentielle dx: 


: du 


Fa dx (1) 
Cela découle du $ 428 (cf. $ 235). 


. OU. 
Dans la notation à. il ne faut pas comprendre le symbole ün 
x 


comme la différentielle partielle d,u par rapport à x, car dans la nota- 


tion Le le même symbole du aurait dû être compris comme la différen- 


dy 
tielle partielle d,# et dans la notation ou comme d,u. 
Oz 
C'est pourquoi on doit considérer l'expression ca comme un 


0x 
symbole et non comme un quotient. 
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| 4 14 
EXEMPLE. Soit & == xy; alors x — ms et y = PR 


Nous avons: 


ôu ox u dy Î 
PL dy >’ ? ou zx 
-Nous en tirons: 
Ou x dy u 1 l 
8x dy du ” | >] x y 6 


Si nous avions considéré Ou, dx, dy comme des grandeurs indépendan- 
tes, nous aurions obtenu au lieu de — 1 le résultat erroné +. 1. 


$ 430. Différentielle totale 


DÉFINITION. Supposons que l'accroissement total A/f(x, y, z) ($ 427) 
de la fonction f(x, y, z) puisse être mis sous forme de somme de deux 
termes: 

Afx, y, :) = (AAzx + BAÿ + CA:) +e, (1) 
où les coefficients 4, B, C ne dépendent pas de Ax, Ay et Az et la 
grandeur € (considérée comme une fonction de 4x, Ay, Az) est un 
infiniment petit d'ordre supérieur ($ 423) par rapport à la distance 
p= VAx? + Ayÿi + Az. | 

Dans ce cas le premier terme 
AAx + BAyÿ + CAz (2) 
est appelé différentielle totale (ou différentielle) de la fonction f(x, y, z) 
et noté df(x, y, z) (cf. $$ 228, 428). 
EXEMPLE 1. Prenons la fonction 
[a Pt = 2— y — 8. (3) 
Nous avons ($ 427, exemple): 
Af(x, y, x) = (4xAx — 23Ay — Az) + (2Ax! — At). 
Les cocfficients À = 4x, B = —2y, C = —1 ne dépendent pas de 
Ax, Ay, Az, la grandeur e = 2Ax? — Ay* est un infiniment petit d'ordre 
supérieur par rapport à WAx? + Ay? + Az? (cf. $ 423, exemple 2). Par 
conséquent, l'expression 4xAx — 2yAy — Az est la différentielle totale 
de la fonction 24? — y? — z: 
d{23®— y — 5) = 4xAx — 2yAy — Ar. (4) 
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THÉORÈME. Les cocfficients 4, B, C sont les dérivées partielles 
respectives de la fonction f(x, y, 2): 


A = A CA ÿ s), B = f(x ÿ s), C = AEA " z). (5) 


En d’autres termes, /a différentielle totale est égale à la somme des diff. 
rentielles partielles ($ 428): 


dffs, y, 3) = drf(x, y, 2) + dyflx, ÿ, 8) + difis, y, 3) (6) 
ou encore 
dffx, y,2) = fix, y, 2) Ar + fox, y, 3) Ay + f(x, y, à) Ar. (7) 
EXEMPLE 2. Dans la formule (4) les coefficients À = 4x, B - 
— — 2y, C = — 1 sont les dérivées partielles de la fonction 2x? — y? 


— Z par rapport aux #, y, z: 


o 
4x = 7x Cs— > — 1), 
— 2y Ne PET 
dy | 


4 
_ ] | S 
le (2x? — y — 3) 


REMARQUE 1. En vertu de la formule (7) les différentielles totales dx, 
dy, dz des variables x, y, z sont respectivement égales à Ax, Ay, Az. 
C'est pourquoi nous avons: 


df{x, y, 2) = fix, y, 3) dx + fix, y, s) dy + ex, y, 5) ds. (9) 
Ainsi (cf. exemple 1), 
d(2x— y —z) = 4xdx — 2ydy — ds. (10) 


La formulc (9) est invariante (cf. $ 432), de sorte qu'elle est pré- 
férable à (7). 

REMARQUE 2. Si # est une fonction d’une seule variable, la dif. 
férentielle totale devient la différentielle ordinaire et l'unique dérivée 
partielle la dérivée ordinaire. 


8 431. Interprétation géométrique de la différentielle totale 
(fonction de deux variables) 


Supposons que le plan P soit tangent ($ 435) au point Af(x, y, z)à la 
surface S représentant la fonction z — f(x, y) ($ 421, 3). Faisons coïncider 
la projection Mf,(x, y, 0) du point M avec Af,(x + Ax, y + Ay, 0). 
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La cote du flan tangent obtient alors un accroissement égal à la 
différentielle totale: 


ds = f{{x, y) 4x + f(x, y) Ay. (1) 


L'accroissement correspondant de la cote de la surface S est égal 
à l'accroissement total Az de la fonction z = f(x, y). 

Par conséquent ($ 430, définition), la distance entre la surface S 
et le plan tangent P (comptée dans la direction de l’axe des z) est un 
infiniment petit d'ordre supérieur par rapport à la distance 


p= MM, = VA: + As 
(cf. $& 230). 


$ 432. Invariance de la différentielle 
totale première 


L'expression f,Ax + f,Ay + f,Az est ($ 430) la différentielle 
totale de la fonction 16 = f(x, y, z) si x, y, z sont considérées comme 
des variables (*). Si par contre les variables x, y, z sont elles-mêmes 
des fonctions d’une, de deux ou d’un plus grand nombre de variables, 
cette expression n'est pas en règle générale la différentielle totale. 
Au contraire, l'expression 


J'dx + Jidy + fids 


est toujours la différentielle totale de la fonction f(x, y, z) (cf. 8 234). 
EXEMPLE 1. Considérons la fonction w = x*y des variables x, y. 


Nous avons 
du = u'dx + dy = ydx + xdy. (1) 


Cette formule est vraie également dans le cas où x, y sont des fonctions 
des variables {, s données par les formules 


zmhts  y=tt— st, (2) 

En cffet, nous avons dans ce cas: 
memtt 5, (3) 
du = widi + u'ds = 4l°di — 4sds. (4) 


Nous obtenons ce même résultat en vertu de la formule (1) si l'on 
remplace x, y par leurs expressions (2) et dx, dy par les expressions 


di =Adi+2sds, dy= 2 dt — 2s ds, (S) 


(2 On suppose que la différentielle totale existe. Au sujet des fonctions possédant 
des dérivées partielles, mais ne possédant pas de différentielle totale, cf. $ 434. 
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trouvées à partir des formules (2). Si au licu de (1) on prend la formule 
du :- ÿAx + xAy, (6) 


clle scra crronéc pour les variables f, s. 
EXEMPLE 2. La formulc (1) est vraie également dans le cas où + 
ct y sont des fonctions d’unc sculc variable. 


x 
EXEMPLE 3. La formule darctg x -— : reste vraie si l'on 
+ à 
pose + = rsl: 
d(rst) 


d'acigri= Ts 


$S 433. Procédés de dérivation 


Pour obtenir les dérivées partielles, il est commode dans la plupart-des 
cas de trouver préalablement la différentielle totale. Cette dernière est 
calculée d’après les mêmes règles que la différentielle d’unc fonction 
d'une seule variable (cf. $$ 432 et 430, remarque 2). 

EXEMPLE 1. Trouver les dérivées particlles de la fonction 


; 
u = arcig —. 
BY 


SOLUTION. Calculons la différenticile totale d'après les règles 
des £$ 247 ct 240. Nous obtenons: 


d?. 
dy —5d: 
du = (1) 
1 + FO 
ve | ; du du 
Les cocfficients de dx, dy sont les dérivées partielles — ; -——. C'est 
0x dy 
pourquoi 
CT: y ou x 
DRE SC EE TE @ 


Le calcul direct des dérivées aurait exigé plus de temps et d'attention. 
EXEMPLE 2. Trouver les dérivées particlles de la fonction u = 


= Inÿai + pt 
SOLUTION. 
ns d d 
din VE = din (at + 7) = ER, (3) 
ou zx êu y (4) 


x +»! dy +5" 
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Parfois, pour dériver une fonction d'une seule variable, il est 
commode d'utiliser la différentielle totale d'une fonction de deux, trois, 
etc. variables. 

EXEMPLE 3. Trouver la différenticile de la fonction # = x7. 

SoLuTioN. Cherchons dy* (y et z sont les variables indépendantes); 
à cette fin trouvons d'abord les dérivées partielles. Posons ensuite y = x, 
2= X: 


ou du 
> Æ —— ne = Z—1 4 * 
d’ à, dy + À ds = 337-dy + ÿtn y ds. (S) 


dxt = gxï-ldx + xtln x dx = s7(1 + In x) dx. (6) 


Ayant une certaine habitude on se borne à écrire la formule (6) 
en effectuant le reste mentalement. 


$ 434. Fonctions différentiables 


Une fonction # = f(x, y, x) possédant au point Af, une différenticile totale est dite diff4 
senliable en ce point. 


Une fonction différentiable possède toujours les dérivées partielles finies _ ; _ : 


= ct les différentielles particlles 
! 


ou êu du 
d;u = Er dx, d,u == y Aÿ, d,u = à Az 


dont la somme donne la différenticlle totale ($ 430). 
Toutefois, l'existence des différentielles partielles (ou des dérivées partielles finies) 


n'assure pas l'existence de la différentielle totale. 
ExeupLe. Considérons la fonction f(x, y) définie au point Àf,(0, 0) par la formule 


J(0, 0) = 4, (1) 
et aux autres points par la formule 
(x, Y)= 4 + 2x + PSE (2) 
’ ÿ x! Fe mO . 
Cette functiun est continue au point Af,(0, 0) et possède en ce point des dérivées partielles 
Ax—0 Ax Ar—0 À 


f:10,0) = Jim 
Toutefois, l'expression f° (0, 0) Ax + f°,(0, 0) Ay = 24x + Ày n'est pas la diffiren- 
tille totale. En effet, l'accroissement total est de la forme 
Az Ay 


Af(0, 0) = f(Ax, Ay) —4 = (24x + Ay) + Ana: 
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LAVE 
Le premier terme n'est pas la différentielle totale, car le second terme € = RE. 
FA 


n'est pas un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport à 
p = VAx + ayi, 


autrement dit, le rapport &:p ne tend pas vers zéro quand Af(Ax, Ay) — 0. Ainsi, si xs 


——————— 


tend vers Af, suivant le rayon y = 34, x = 44, alors &: p conserve la valeur 125 ‘ 


Un autre exemple de fonction non différentiable est considéré au $ 442 (exemple 2), 
REMARQUE 1. Si toutes les dérivées partielles sont continues au point considéré, 
la fonction est différentiable en ce point. Dans l'exemple précédent les deux dérivées par. 


tielles étaient discontinues au point Af, (0, O). 
REMARQUE 2. En règle générale les fonctions élémentaires sont différentiables. 


La différentielle totale peut ne pas exister qu’en certains points ou le long de certaines 
courbes. 


$ 435. Plan tangent ct normale 
à une surface 


DÉFINITION Î. Menons sur la surface S, par le point M de cette sur. 
face (fig. 434) des courbes 4/4”, BB’, CC’, … possédant au point Af 
des tangentes TT’, (0”, SS”, … Le plan P dans lequel se trouvent 
toutes les tangentes possibles est appelé plan tangent à la surface S au 


point M. 

EXEMPLE 1. Supposons que la droite MT soit tangente à une 
courbe sphérique. Dans ce cas AT est perpendiculaire au rayon, âutre- 
ment dit elle se trouve dans le plan P passant par le point M et perpen- 
diculaire au rayon. Par conséquent, P est le plan tangent à la sphère, 

EXEMPLE 2. La surface conique n'a 
pas de plan tangent au sommet Æ. En 
effet, si on mène par Æ toutes les courbes 
possibles, leurs tangentes au point X ne 
seront pas situées dans un même plan. 

REMARQUE. La surface s = f(x, y) n'a pas 
de plan tangent au point Af si, et seulement si, 


la fonction f(x, y) n'est pas différentiable au point 
considéré. Les surfaces physiquement réalisées ne 


peuvent être dépourvues de plan tangent qu'en cer- 
tains points (points coniques) ou le long de certaines 
courbes (aréfes) (cf. $ 434, remarque 2). 


ExEeMpPLe 3. La fonction f(r, y) — + 


a+ 31 


FIG. 434 + 2r + y + 4 complétée par la condition f{(9, 0) = 
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= 4, n'est pas différentiable au point + æ 0, y = 0 ($ 414, cxemple). Conformément 
à cela la surface 


2= Rs +2 y +4 (1) 


n'a pas de plan tangent au point 4(0, 0, 4)19. 


DÉFINITION 2. On appelle normale à la surface S au point À{ la 
normale au plan tangent passant par le point Af. 

EXEMPLE 4. La normale à la surface sphérique en chacun de ses 
points passe par le centre de la sphère. 


& 436. Equation du plan tangent 


1. Le plan tangent à la surfacc s# = f(x, y) cest représenté par l’équa- 
tion 
Z—z=piX — x) + (y — y), (1) 
où *#, Y, Z sont les coordonnées courantes, x, y, z les coordonnées du 
point de contact, p, g les valeurs correspondantes des dérivées partiel- 
0z oz 
0x dy 
EXPLICATION. Le plan (1) passe par la droite 
Z—3=p{iX—x), Y—y=0 (A) 
ce que l'on vérifie par substitution dans l'équation (1). La droite (A; 
est tangente à la section menée par le point (x, y, z) parallèlement au 
plan OZ ($ 426). Nous nous convainquons de même que le plan (1) 
passe par la tangente à la section parallèle à ZOY. Cela signifie ($ 435) 
que le plan (1) coïncide avec le plan tangent (si ce dernier existe; cf. 
$ 435, remarque). 
EXEMPLE 1. Trouver l'équation du plan tangent au paraboloïde 


a: — 
hyperbolique z = Le au point [2e a, 7e) : 
a 


EE 


(92 Cette surface est un cône (non circulaire) de sommet 4. En effet, toute droite 
Y = ax, sm stet2)s+s (2) 


{s est une constante) passe par 4 et est située sur la surface (1), ce que l'on peut vérifier 
ea portant les expressions (2) dans (1). L'ensemble des droites (2) forme unesurface conique. 


21-1158 
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Oz x 
SozuTion. Nous avons: — = — = 2, — = — = — —]|, 
0x a 


L'équation cherchée du plan tangent est 
ze = X — 24) — (Y — a) 
ou 
3 
Z=2X—-Y— 3% 
2. Si la surface est représentée par une équation de la forme 
F{(x, y, z) = 0, l'équation du plan tangent est 
FX —3)+FUY — 9) + F{Z — 3) = 0. (2) 


L'équation (1) est un cas particulier de l'équation (2). 
EXEMPLE 2. Trouver l'équation du plan tangent à l'ellipsoïde 


=! y" 5 
POMLNTT Nr (3) 
au point M(x, y, 2). 
2 
SoLuTion. Nous avons: F, = Lis » F,= Re F= =. 
ai b? c? 


L'équation cherchée est 
25 
xs +» + (Z—:s = 0 


ou, en simplifiant par 2 et en tenant compte de l'équation de 
l'ellipsoïide, 


LE LS As ++—1=0. 


RemARQUE. L'équation du plan tangent s'obtient le plus facile- 
ment de l'équation de la surface donnée de la manière suivante: nous 
différentions l’équation donnée et au lieu de dx, dy, dz nous écrivons 
X — %, Y — y, Z —z. Ainsi, en différentiant l'équation (3) nous obte- 
nons: 


2x dx  2ydy 2s ds 
Cr «0 


Remplaçant les différentielles dx, dy, dr par les différences À — x, 
Y — y, Z —z nous obtenons l'équation (4). 
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g 437. Equations de la normalc 


La normale à la surface Æ(x, y, 2) = O0 au point AMf(x, y, :) est 
représentée par les équations 


. Tps — nm 1) 
F F, F ( 


(cf. $$ 436 et 156). En particulier, si la surface est donnée par l'équa- 
tion z = f(x, y), les équations de la normale sont (avec les notations du 
$ 436) 
X—s Y—y  Z—s 
p q 1° (2) 
° 


EXEMPLE. L'équation de la normale à l'ellipsoïde 2 + — + 
a 


& 
D | 


(cf. $ 436, exemple 2) est 
at(X — x) _ b'(Y — 5) > c(Z — 3) 


x y 3 


$8 438. Dérivation d'une fonction cumpuséc 


La grandeur w cst appelée fonction composée si elle est considérée comine 
une fonction des variables (auxiliaires) x, y, qui à leur tour dépen- 
dent d’une ou de plusieurs variables u, v, … (cf. $ 236). 

La recherche de la différenticlle totale d’une fonction composée 
n'exige pas de règles spéciales (du fait de l’invariance de l'expression 
de la différentielle; $ 432). Après que l'on a trouvé la différentielle 
totale, on obtient automatiquement les expressions des dérivées partielles 
($ 433). La forme générale de ces expressions est donnée au $ 440. 

EXEMPLE. Trouver la différentielle totale et les dérivées partielles 
de la fonction 


m = euv sin (uw + v). (1) 
Si l'on met w sous la forme e7 sin y, où x = uv et y — 1 + v, w 


est une fonction composée des variables # et v. On trouve la différentielle 
totale comme si + et y étaient des variables indépendantes: 


dw = ef sin y dx + ef cos y dy == ef(sin y dx + cos y dy). 
Portant ici # = uv, y = u + uv nous trouvons: 
de = ewf{sin(u + v) (0 du + u du) + cos(w + v) (du + dv)]. (2) 
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C'est la différentielle totale de la fonction considérée; ses dérivées 
partielles sont les cocfficients de du et du. Cela donne précisément 


= = eutiu sin(u + uv) + cos(u + v)), (3) 
= ere sin(u + v) + cos(u + v)]. (4) 


REMARQUE. On n'introduit pas en pratique des notations parti. 
culières pour les variables auxiliaires. Dans l'exemple 1 on procède ainsi: 


do = d{euv sin(u + v)] = sin(sw + ©) deuv + euvd sin(s + 0) = 
= sin(u + v) eurd{uv) + euv cos(w + v) du + v). 


Si l'on cxplicite les expressions d{uv), d(u + v), on obtient l'égalité (2). 


& 439. Passage des coordonnées rectangulaires 
aux coordonnées polaires 


Soient z — f(x, y) une fonction des coordonnées rectangulaires x, y 
et f., {, les valeurs connues des dérivées partielles au point Af. Les 


dérivées partielles È ; U par rapport aux coordonnées polaires sunt 
: P 


trouvées d’après les formules 


Hmfnosp+fisine, 4 =r/, 0080 —f, sin o). (1) 


eo? 

EXPLICATION. Comme x = r cos p, y = rsin ($ 73), z est une 
fonction composée de r, ®. Nous trouvons alors d'après le procédé du 
$ 438: 

ds =f"dx+f;dy = f;d(r cos @) +  d(r sin q) = 
e f° (cos & dr — r sin o do) + /, (sin @ dr + r cos ® do). 


Les dérivées . ; " sont les coefficients de dr, do. 
dé ? 
EXEMPLE. D'après les valeurs 


[184=7 1/49 =2 


ff df 


trouver les valeurs de —— ; —— au point (3, 4). 
Or do 
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SoLuTION. Nous avons au point considéré: r = 3: + 4=S5, 


cos ® — = » Sin o = + + _ Nous trouvons alors en vertu des formules (1): 


CH 3 4 èz 3 à 
— =  — _— = e —= 512 —— 7. —| = — 
FF 7 5 +2 3; 5,3; . | 3 7 :) 22. 


$ 440. Formules des dérivées 
d'une fonction composée 


Soit w une fonction composée d’un nombre arbitraire de variables 
u,u, …,t ($ 438) par l'intermédiaire des variables x, y, ..,z (en 
nombre quelconque). Nous avons alors 


du  dw dx ôæ dy 0w ds 

du 0x du dy 00  “" à 

dw dw 0x dw dy + dw 0: 

CS dx èv dy du ‘ès àv (1) 
uw dt 0x dw dy : : êw CH 

& 0x HN dy A à À 


autrement dit, la dérivée partielle par rapport à n'importe quelle variable 
est égale à la somme des produits des dérivées partielles par rapport 
à toutes les variables auxiliaires par les dérivées de ces variables auxi- 
liaires par rapport à la variable correspondante. 

EXPLICATION. Les formules (1) s’obtiennent à partir del ‘expres- 
sion de la différentielle totale 


w dw du 

du = "x dx + E71 dy + … + "ès dr, (2) 
à l'aide de la substitution de l'expression de dx 
x ôx dx 


et des expressions analogues de dy, …, ds (cf. $ 438). 


$ 441. Dérivée totale 


Soit w une fonction des variables x, y, …, 2: 
w = f(x, Yo «09 8) (1) 
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où x est la variable indépendante et toutes les autres variables dépen- 
dent de x(*). La dérivée de w par rapport à x, calculée en tenant compte 


de cette relation, est appelée dérivée totale et notée _ à la différen- 
x 


ce de la dérivée partielle - ($ 425). La dérivée totale s'exprime à 
x 


l'aide de la formule 
dw du dw dy 0w ds 


ds ae À ay de | dx, (2) 


Elle s'obtient de l’expression de la différentielle totale dw (en divisant 
par dx). 
EXEMPLE 1. Trouver la dérivée totale de la fonction tw — 3e" 
où y est une fonction de x. 
SOLUTION. 
du = e)"d{xr) 4 24e) = 36Ÿ"a4z + steY'd{yt) = 3e) "atdx + 22%)" y dy, 
dy 


dw . 3 
— = 39 2! DyeY ——, 
dx 3e7 2° + 211ye dx 


EXEMPLE 2. Trouver la dérivée totale de la fonction w = xy’, 
SOLUTION. Le rôle de la variable y est ici joué par la dérivée 3” — 


d 
— ee + Nous trouvons, en vertu de la formule (2): 
x 
x où ay dr Van 
Nous obtenons la même expression en divisant terme à terme l'égalité 


duw = y'dx + x dy" = ÿ"dx + xy'’dx 
par dx. 


$ 442. Dérivation d'une fonction implicite 
de plusieurs variables 


RèGze 1. L'équation 
Fx, 3,1) = 0 (1) 


définit sous certaines conditions ‘** Ja variable z en tant que fonction 
implicite des variables x, y. Pour trouver la différentielle totale de cette 


€ C'est un cas particulier de la fonction composée ($ 438) d'une seule variable w 
(les NE Ys -.., 3 dépendent de # de façon arbitraire, et x est lié avec u par la relation 
zx u). 
Ce°2 Cf. plus bas remarque 1. 
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fonction, il faut différentier l'équation (1), c'est-à-dire égaler à zéro 
la différenticlle totale du premier membre. L'égalité obtenue doit ensuite 
être résolue par rapport à dz, ce qui donnera la différentielle totale de 
Ja fonction z. Les coefficients de dx et dy donneront les dérivées partielles 
correspondantes. 

Nous procéderons de même pour un nombre quelconque de varia- 


bles. 
EXEMPLE |. Trouver la différentielle totale et les dérivées partiel- 
les de la fonction implicite z des variables x, y donnée par l'équation 


a +y +=) (2) 


au point x = 1, y= —72, z = —2. 
SOLUTION. Nous trouvons en différentiant: 


2x dx + 2y dy + 2: ds = 0. 


Résolvant cette égalité par rapport à 4z, nous obtenons la diffé- 
rentielle totale de la fonction z (en un point arbitraire) 


di = — © dx — dy. (3) 
Au point considéré (1, — 2, — 2) nous avons: 
dr = _ dx — dy. (4) 


Les coefficients de dx et dy donnent les valeurs des dérivées partielles 
en ce point: 

1 
— 2 , ay = ——— 1. (5) 


VÉRIFICATION. Résolvant l'équation (2) par rapport à z, nous 
obtenons: 


sm—ÿf9—5—y (6) 
(nous prenons le signe moins devant le radical, car pour + = 1, y = —2 
nous devons avoir z = — 2). Nous trouvons de (6): 
ôs x êz y 
Portant ici les valeurs x — 1, y — — 2, nous retrouvons (5). 


REMARQUE 1, On suppose dans la règle 1 que la fonction F{x, y,s) est différentiable 
en un certain point Af,(xe, Ye, £e) vérifiant l'équation (1) et dans un voisinage suffisamment 
petit de ce point (c'est-à-dire en tous les points d'une boule de centre en Af,). On suppose, 
en outre, que l'équation obtenuc par différentiation est univoquement résoluble par rapport 
à ‘ fanemens dit, le coefficient de ds est différent de zéro). On peut affirmer dans ces 
conditions: 

1) que l'équation (1) définit effectivement z en tant que fonction implicite des varia- 
bles x, y, celle-ci est déterminée dans un certain cercle de centre (s,, >.) et prend la valeur 
t, Quand 4 = Xe, y æ Yo; 
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2) que la fonction x est différentiable dans le cercle mentionné et, en particulier, au 


point (es Ye). : 
Dans l'exemple 1 les conditions susmentionnées étaient vérifiées. Dans l'exemple 


suivant on considère l'un des cas où elles ne le sont pas. 
ExeurLrx 2. L’équation 


x'+8y"—s = 0 (7 
définit s en tant que fonction implicite de s et y. L'expression explicite de cette fonction 
est 

== Ÿss + 87". (8 


Si nous avions appliqué la règle 1 pour trouver la différentielle totale de la fonction s au 
point # =: 0, y = 0, s = 0, nous aurions obtenu de (7) l'égalité 


3xdx + 24y dy — 31d2 = 0. (9) 


Au point *=0, y = 0,s == 0 cette égalité n'admet pas une solution univoque par rapport 
à ds, car elle devient l'identité 0 = 0. Ainsi, la règle 1 ne permet de trouver ni la différen- 
tielle totale ni les dérivées partielles de la fonction s au point considéré. Une étude complé. 
mentaire montre qu'en ce point la fonction s n'est pas différentiable ($ 434), mais possède 


les dérivées partielles 


ôs ès 
Ep = 1, y = 2(9) 
RÈGLE 2. Le système de deux équations 
Fix, Y,:, 4, v) = 0, Fix, y, su, vi=0 (1U) 


définit sous certaines conditions connues ‘**? deux variables #, v en 
tant que fonctions implicites de x, y, z. Pour trouver les différentielles 
totales de ces fonctions il faut différentier les équations (10). Le système 
obtenu d'égalités doit être résolu par rapport à du, du, et nous trouverons 
les différentielles totales des fonctions #, v. Les coefficients de dx, dy, 


dz seront les dérivées partielles correspondantes. 


(°) En effet, en posant ÿ = 0, nous obtenons 3: =Ÿ = 4, ne sorte que 
3 


ès Ke 
EE — * = FL 1 = armes = 
| =) 0 1; posant x = 0, nous obtenons : ÿYay 2y, de sorte que | ss =0 2 


= 


Or l'expression Av + 2Ay n'est pas la différentielle totale car la différence 
As — (4x + 247 )= 


n'est pas un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport à p = Vas: + Ay'. Ains s 
le point (x, y) tend vers le point (0, 0), disons, suivant la bisscctrice du premier quadran 


le rapport = admet la valeur 


e _ Vas + say — (ax + 245 Vo —3 
e az +45 V2 


autrement dit, ne tend pas vers réto. 
c°e) Cf. plus bas remarque 2. 
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Nous procéderons de même quand le nombre d'équations du sys- 
tème sera supérieur à deux (pour un nombre arbitraire de variables). 
EXEMPLE 3. Trouver les différentielles totales et les dérivées 
partielles des fonctions implicites #, v définies par le système d'équa- 
tions 
xtytuto=da  x+3+u + = (11) 
SoLuTioN. Nous trouvons en différentiant 
dx + dy + du + du = 0, 
z dx + y dy + u du + v du = 0. (12) 
Résolvant le système (12) par rapport à du, du nous obtenons les diffé- 
rentielles totales des fonctions 4, v: 


MEN PUENSS, De MERE NS fa 


du = 
#—v U — 4 


Les coefficients de dx, dy donnent les dérivées partielles 
ês U— x CI v— y êv “TZ ov M— y (14) 


ds uv" dy Ov" 0x vu" à v—u" 

REMARQUE 2. On suppose dans la règle 2 que les fonctions Fix, y, », 4, v) = 0, 
Filx, Y, 5,4, v) = 0 sont différentiables en un certain point Af.(x%e, Yes 20, #o, Ve) et dans un 
voisinage suffisamment petit de ce point. On suppose en outre que le système d'équations 
obtenu par différentiation est univoquement résoluble en ds, du (autrement dit, le déter- 
minant formé des coefficients de du, du est non nul). On peut affirmer dans ces conditions: 

1) que le système (10) définit en effet w, v en tant que fonctions implicites des variables 
x, Y, 23 ces fonctions sont définies dans une certaine boule de centre (x,, ÿ,, #.) et prennent 
les valeurs #,, v, Pour * = X,, Y m Ye, 225,; 

2) que les fonctions #, v sont différentiables dans la boule mentionnée et en particulier 
au point (re, Yo: 20). 


& 443. Dérivées partielles 
d'ordres supérieurs 


DÉFINITION Î. On appelle dérivées partielles secondes (du second 
ordre) de la fonction z = f(x, y) les dérivées partielles des fonctions 


[) [ 
EN Ses (1) 


Il existe quatre dérivées partielles secondes. La dérivée partielle 


de par rapport à x est notée — u HGN, ou f,-(#, y). On 
dx 2x? 


dx? 
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note les autres dérivées de manière analogue, autrement dit, nous 
avons 


(5) = ER it», Q) 
(es ED ee (3) 
(= 2 en, (4) 
(5) re ER te ne (5) 


Les dérivées secondes (3) et (4) sont dites croisées. 


THÉORÈME 1. Les dérivées croisées du second ordre (elles diffèrent 
l'une de l’autre par l'ordre de dérivation) sont égales (à condition qu'elles 
soient continues au point considéré). 


EXEMPLE 1. Trouvons les dérivées partielles du second ordre de 
la fonction z = 4°y? +4 2x2y — 6. Nous avons: 


_ = J'y" + 4xy, _ = 2:°y + 2s!, 
_ = 6xy" + 4, _ = 2:!, 
ar = Gx'y + 4x, D = 6x7 4 4x. 
Les dérivées croisées et sont égales. 
dy 0x 0x dy 


REMARQUE 1. En vertu du théorème 1 les quatre dérivées partiel- 
les du second ordre se ramènent à trois: 


CP o?s o!s 
2x1? 0x 0y” dy è 


DÉFINITION 2. Les dérivées partielles des dérivées partielles 
secondes sont appelées dérivées partielles troisièmes (ou du troisième 


v, ‘, TL [722 Oz z Oz 
ordre) ct notées f,7,, fyvys fesvr fauxs Jayyr EC OÙ — 3 —) 


07" Op dxtày 
Oz 


——— 3 etc 
0x dy 0x 

THÉORÈNME 2. Les dérivées troisièmes croisées ne diffèrent que 
par l'ordre de dérivation et sont égales (si elles sont continues au point 
considéré). 
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Oz Or 
0x? dy Ôx dy 0x 
EXEMPLE 2. Les dérivées partielles du troisième ordre de la fonc- 
tion z = 49%ÿ? + 2x2y — 6 (cf. exemple 1) sont: 
CA à [ès os 0 f o!z 
moe) pla) 0 
dx 9 for () CAS 
me = (es "2x | oroy 
CAS D [ d?z _ 9 [ ê% 
dx dy! E7 5) | x 2 
REMARQUE 2. En vertu du théorème 2 les huit dérivées partielles 
du troisième ordre se ramènent à quatre: 


2?s d?z CA CA 
EL DTA ‘èrd;t? "ay" © 
REMARQUE 3. On définit et on note de manière analogue Îles 
dérivées partielles du quatrième ordre et d'ordres supérieurs de la fonc- 
tion f(x, y), ainsi que des fonctions de trois, quatre et d’un plus grand 
nombre de variables. Pour tous ces cas on a des théorèmes analogues 


aux théorèmes 1 et 2. 


Par exemple, 


] == ]2xy + 4, 


] = 6». 


& 444. Différentielles totales d'ordres supérieurs 


Donnons l'accroissement total ($ 427) Az à la fonction z = f(x, y): 
puis en conservant les valeurs Ax, Ay, donnons l'accroissement total 
A(Az) à la grandeur Az (en la considérant comme une fonction de x, ÿ). 
Nous obtenons la différence seconde A?z de la fonction z. 

Supposons que A?z peut être mise sous forme de somme de deux 
termes: 

Aîz = (rAat + 25Ax A + (Aÿt) + a, (1) 
où r, s, { ne dépendent ni de Ax ni de Ay et « est un infiniment petit 
d'ordre supérieur par rapport à p? — Ax? + Aÿ?. Le premier terme est 
alors appelé différentielle (totale) seconde de la fonction z et noté dîz. 

EXEMPLE 1. Considérons la fonction z = 4*y?. Nous trouvons: 
Ar = (x 4 4x) (y + 4y} — sy", 
A's=m(xz-+ 2Ax) (y + 245) — 2(x + Az)° (y + Ay)° + 
+ x'yt = (Gry'Axt + 121tÿAr Ay + 2s:A52) : a, (2) 
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où æ est un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport à p?. Le 
premier terme de la somme (2) est de la forme rAx? + 25Ax Ay + 1Ay?, 
ct les grandeurs r — 6x2, s — 6x2y, t — 2x3 ne dépendant ni de Ax 
ni de Ay. Par conséquent, le premier terme est la différentielle seconde 
de la fonction z = #°ÿ?: 

d'z m 6xyt Az! + 12zty Ar Ay + 2:'Aÿ. (3) 


THÉORÈME 1. Les grandeurs r, s, { dans la formule (1) sont égales 
aux dérivées partielles secondes correspondantes de la fonction z: 


- CA os CA 
ôxt ? S 3:07" ay ” 
EXEMPLE 2. Nous avions dans l'exemple précédent 
2: 0?z CI à 
= Du —— = y = —— = 3 œ — e 
f= Oz; 3x1 ? s = 6x!y PET {= 23 EP 


EXPRESSION DE LA DIFFÉRENTIELLE SECONDE. Nous avons en 
vertu du théorème !: 
o?s 
dx dy 


0 o!z 
ds = F7 Az: +2 Ax àÿ + Fra Aÿ*. (4) 


REMARQUE. Comme 
Ax = dx, y = dy 
($£ 430, remarque 1), nous pouvons écrire au lieu de (4): 
or o!s 
2x dy dx dy + 35 dy*. (5) 


À la différence de l'expression correspondante de la différentielle première (cf. $ 432) 
la formule n'est généralement pas vraie si x et y ne sont pas des variables indépendantes 
(cf. renvoi du $ 258). 


THÉORÈME 2. Si l'on considère que les différentielles dx, dy ne 
dépendent ni de x, ni de y, la différentielle seconde dir est égale À la 
différentielle de la différenticlle première dz (cf. $ 258, théorème 2): 

didf(x, y) == d'J(s, y). (6) 

EXEMPLE 3. Soit z — x°y?, Nous avons: 

ds = 3° y dx + 2x°y dy. 

Dérivons encore une fois en supposant dx, dy constants. Nous 

obtenons: 

d(dz) == d(3xt5?) dx + d(22157) dy «= Gzs* dx! + 12s!y dx dy + 2x1 ds". 
Or, nous avons obtenu la différentielle totale seconde de la fonction 
x3ÿ? (cf. exemple 1). 


oz 
= — L 
d'z PE drt +2 
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Les différentielles totales secondes, troisièmes, quatrièmes, etc. 
(dr, dir, etc.) sont définies de manière analogue et s'expriment par 
les formules suivantes: 


di dx +3; PONT sn “+ ml + a (7) 
ds = LT dxt 145 ane dy" + 
ts 
+4 ag de dy + 5 dpt (8) 


Les facteurs numériques sont égaux aux coefficients binomiaux corres- 
pondants. 


Les formules (7), (8), etc., ne sont pas vraies en règle générale si # ct y ne sont pas 
1cs variables indépendantes. 


Tout ce qui vient d'être dit peut être étendu aux fonctions de 
rois, quatre et d’un plus grand nombre de variables. 


445. Différentiation répétée 


vur rechercher les dérivées partielles d'ordre supérieur il est com- 
iode de trouver au préalable la différentielle totale d'ordre corres- 
ondant. 

EXEMPLE. Trouver les dérivées partielles de la fonction x = «y? 
squ'au troisième ordre inclus. 

SoLuTion. Nous trouvons d’abord la différentielle première dz: 


ds = 3xy1 dx + 23°y dy, (1) 
is la différentielle seconde, en différentiant (1), dx, dy étant 
pposés constants: 

ds = 6xy° dx + 12x1y dx dy + 2x° dy" (2) 
. $ 444, exemple 3). En différentiant (2), tout en considérant de nou- 
iu dx, dy constants, nous obtenons: 
d's = (67° dx? + 12xy dx! dy) + (24xy dx! dy + 
+ 12xt ds dy") + 6x° dx dy", 


d's en 6y° dx + 3: 12xy dx dy + 3. 6x1 dx dy". (3) 
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Nous trouvons alors d’après les cocfficients des expressions (1), (2), (3), 
compte tenu des formules (5) et (7) du $ +44: 


è è 
— = 3xty1, ET = 2x°y; 
3 CU . 27 . 
on CU es 9 on 
ds oz ds 
—— = L = 3 — 
gr Nr Guag NN Gran rap 


S 446. Notation conventionnelle 
des différentielles 


Les expressions des différentielles se compliquent avec la croissance 


de leur ordre. Pour simplifier on introduit la nofation conventionnelle 
suivante de la différentielle d'ordre À de la fonction z = f(x, y): 


dr ( ° d : d | 
z = Fra > 4 + ay y z. (1) 
On la comprend de façon suivante: tout d'abord «nous élevons 


à la 4'è"€ puissance » le binôme " dx +. L dy comme si les sym- 
x y 

boles dx, dy, à étaient des grandeurs algébriques indépendantes. Puis 

snous ouvrons les parenthèsess, en affectant à chaque symbole 9f 

le facteur z. Après cela chaque symbole EEE on sens véritable. 


EXEMPLE. L'écriture dÿz — 0 dx + Le 3 veut dire: «cn 
dx dy 
élevant au cube + nous obtenons: 


9? 
E dt +3 dit dy +5 dr dy + à) . 


je "ax opt a 


sen ouvrant les Fe * nous trouvons: 


d’s = ar + $- 


ET" ds'dy +3 Pr Mn + ds 


(cf. (7) $ 444). 

REMARQUE. Pour le cas de trois, quatre ou d’un plus grand nombre 
de variables l'écriture conventionnelle est la même; par exemple l'écri- 
ture 


[) [) H 3 
d'u = (+ Arr Pus à +4) # 


lonctions de plusieurs variables 655 


signifie quo 


3535 dd + 


= ds ds. 


$ 447. Formule de Taylor pour les fonctions 
de plusieurs variables 


Pour une fonction d’une seule variable on peut écrire la formule 
de Taylor ($ 271) sous la forme: 


f(x + Ax) = f(x) +: D f'U) Ax+> Al") as +. + ox) Aan + 


+ Ru ni tt + 60Ax) Aznti, (1) 


où N est un certain nombre positif inférieur à l'unité ‘: 
0<6<1. (2) 


Ici les expressions f’(x) Ax, f’’(x) Ax?, … sont les différentielles premiè- 
res, secondes, etc. 

Pour les fonctions de plusieurs variables la formule de Taylor ‘°° 
est construite de manière analogue, seulement on prend les différentiel- 
les fofales. Ainsi, pour le cas de deux variables nous avons pour # — 2: 


Je + An, y + An = fe, 9) + À its, 9 As + Jilx, À AN + 
+ Ze 9) Ant + 2/2, 9 Ar Ay + fs, N AY) + 


HU: (x + 0Ax, y + 6Aÿ)As? + 3//° [x + 0Ax, y + 04y) A:'Ay + 


zzs ad 
+ Pr +64r, y +0A7) Ar A" +/,,,(x +0 Ax, y + 0A;) Aÿ°], (3) 


où Ô vérifie l'inégalité (2). 


€) Le nombre E figurant dans (1) $ 271 est compris entre x et x +As; c'est pourquoi 
la différence E — x a le même signe que Ax et est inférieur à Ax en valeur absolue. Cela 
signifie que le quotient (E — x): Ar est un certain nombre positif 6 inférieur à l'unité. 
Nous trouvons de l'égalité (E— x): Az = 0 que E = # + 0 Ax. 

(°°) Les conditions de validité de la formule sont spécifiées dans la remarque. 
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Les expressions entre crochets sont ($ 444) les différentielles 
totales. Dans le dernier terme les dérivées partielles sont prises pour 
les valeurs intermédiaires des variables ‘*?. 

La formulc de Taylor pour un nombre arbitraire de termes ne peut 
étro présentée sous une forme compacte (même dans le cas de deux 
variables) qu'à l’aide des notations conventionnelles du $ 446. Elle 
s'écrit alors 


d F] | F) 
Afts, n = À (a+ ar) n+z (ar + 


ô Î () ‘4 a 
+ ar) en ++ (art ar)" te n + 
è è n+1 oA 
+ (4 + 7 4) {x + x, y + 0Aÿ) (4) 
ou 


AJ, = LE dfte, y + dt + ee + ds, + 


dnt1f(x + OAx, y + 0Ay) (5) 


+ 


et de manière analogue pour un plus grand nombre de variables, 
REMARQUE. La formule de Taylor est vraie à condition que la 

fonction f(x, y) possède une différentielle totale du (# + J)'ème Ordre 

en tous les points du segment reliant M{(x, y) et M,(x + Ax, y + Ay). 
EXEMPLE. Vérifions la formule (3) sur l'exemple de la fonction 


1x, y) = xy° 
pour x = y = 1, Ax = 0,1, Ay = 0,2. Nous aurons: 
(x + Ax)(y + Ay)' = zy1 + [ÿ* Ar + 2ry Ay) + LE + 04y) Ar Ay + 
+ 2(x + 0Ax) A]. 
En substituant les valeurs données nous obtenons l'équation 0,004 = 


= 0,012 6, d'où 0 — si » autrement dit 0 est effectivement compris 
3 


entre zéro et l'unité. 


ere. ns Lisboles 1 œminmée 


403% Ta nains QE Lt ox . ' A À : 3 on boncon nue 1 la as". 


Af(x, y) et Mis + Ar, y + "Ay). ‘Le nombre @ donne le rapport 
ALBI : AS AS: 
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8 448. Extrémum (maximum et minimum) 
d’une fonction de plusieurs variables 


DériNiTION. La fonction f(x, y) admet un maximun (un minimum) 
au point P,(a, b) si en tous les points suffisamment proches de P, 
la valeur de f(x, y) cst plus petite (plus grande) que la valeur /f(a, b) 
(cf. $ 275). 

GÉOMÉTRIQUEMENT, au point P, (fig. 435) le point M, de la sur- 
face z= f(x, y) est plus haut (plus bas) que les points voisins. 

CONDITION NÉCESSAIRE D'EXISTENCE DE L'EXTRÉMUM. Si la fonc- 
lion f(x, y) admet un cxtrémum au point P,(a, b), alors en ce 
point la différenticlle totale cst identiquement nulle ou bien clle 
n'existe pas. 

ReMARQUE Î. La condition d/(x, y) = 0 est équivalente au système 
de deux égalités: 

[Um y = 0 fix ») = 0. 


L'égalité f'(x, y) = 0 prise séparément cst la condition nécessaire d'existence de 
l'extrémum quand y est constant ($ 276). Géométriquement elle signifie qua a section de 
la surface parallèle au plan À OZ possède au point Af, une tangente parallèle à l'axe OX 
(cf. $ 426). L'égalité IAES y) = 0 possède un sens analoguc. 


GÉOMÉTRIQUEMENT, au point Af, situé plus haut (plus bas) 
que les points voisins, la surface z = f(x, y) admct un plan tan- 
gent horizontal (fig. 435), ou bicn Ile plan tangent n'existe pas 
(fig. 436). 

REMARQUE 2. La définition de l'extrémum et la condition néces- 
saire restent les mêmes pour un nombre arbitraire de variables. 


cn mm mm mp 
# : 
FIG. 435 
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& 449. Règle de recherche de l'extrémum 


Soit f(x, y) une fonction différentiable dans un domaine de défi- 
nition. Pour trouver ses extréma dans ce domaine il faut: 

1) Résoudre le système d'équations 

[0 9 =, f(x y) = 0. (1) 
La solution donne les points critiques. 

2) Pour chaque point critique P,(a, b) étudier si le signe de la 

différence 

{{x, y) — f(a, b) (2) 
reste constant pour tous les points (x, y) suffisamment proches de 
P,. Si la différence (2) conserve le signe positif, nous avons un minimum 
au point P,, si elle conserve le signe négatif, nous avons un maximum. 
Si la différence (2) ne conserve pas son signe, il n’y a pas d'extrémum au 
point P:. 

Nous trouvons de façon analogue les extréma des fonctions d'un 
plus grand nombre de variables. 

REMARQUE. Dans le cas de deux variables l'étude cst parfois 
facilitée par l'application de la condition suffisante du $ 450. Pour un 
plus grand nombre de variables indépendantes cette condition se com- 
plique. Aussi s'efforce-t-on d'utiliser en pratique les propriétés parti. 
culières de la fonction donnée. 

EXEMPLE. Trouver les extréma de la fonction 


Je = 2 + y" — 3x7 + 1. 


SOLUTION. 1) Annulant les dérivées partielles f, = 3x? — 3;, 
Îy = 37? — 3x, nous obtenons le système d'équations 


#—y=0, ÿ"—x=0. (3) 
Il possède deux solutions: 
= =0, X3 = Ya m1. (4) 
Etudions le signe de la différence (2) pour chacun des points criti- 
ques P,(0, 0), P,(1, 1). | 
2a) Pour le point P,(0, 0) nous avons: 
fUx, y) — (0, 0) = x? + y — 3x7. (5) 
La différence (5) ne conserve pas son signe, autrement dit dans un 
voisinage arbitraire de P, il y a des points de deux types: pour les uns 
la différence (5) est positive, et pour les autres elle est négative. Ainsi, 
si l'on prend le point P{x, y) sur la droite y = x, la différence (5) est 


2x9 — 3x3 = x%(2x — 3). A proximité de P, [pour x < | cette diffé- 


l'onctions de plusieurs variables 659 


rence est négative. Si par contre on prend le point P{(x, y) sur la droite 
= -— x, la différence (5) est 3x2, ct cette grandeur est toujours positive. 
Coime la différence (5) nc conserve pas son signe, il n’y a pas 
d'extrémum au point P,(0, 0). Au point (0, 0, 1) la surface 
2=2+ÿ"—3xy +1 
a la forme d’une selle (comme le paraboloïde hyperbolique). 
2b) Pour le point P,(1, 1) nous avons: 
{{x, +) —/(, 1)= 2 +%—3xy + 1. (6 


Démontrons que cette différence conserve dans un voisinage suffi- 
samment petit du point (1, 1) le signe positif. Posons: 


x=1l+a, y=1+6. (7) 
La différence (6) devient alors 
3(at — af + 6°) + (a? + B'). (5) 


Le premier terme est positif pour toutes les valeurs non nulles de 


x, B et de plus supérieur ‘* à : (x? + B?). Le second terme peut être 


négatif, mais quand |x{ct |B| sont suffisamment petits, il est infé- 
rieur à a? + f? en valeur absolue ‘**®, Par conséquent, la différence (8) 
st positive. 

Ainsi, la fonction donnée admet un minimum au point (1, 1). 


450. Conditions suffisantes d'extrémum 
cas de deux variables) 


HÉORÈME Î. Soit 
A dsx' + 2B dx dy + C dy? (1) 


, différentielle seconde de la fonction f(x, y) en son point critique 

449) P,(a, b) (de sorte que les nombres À, B, C donnent les valeurs 

s dérivées secondes fe, f:,, fyy au point P,). Si l'on a l'inégalité 

AC—B'>0, (2) 

ors la fonction f(x, y) admet au point P, un extrémum: un maximum 
A (ou C) est négatif, un minimum si À (ou C) cest positif. 


<*) Nous avons l'identité 3(x? — af + fi) = L (a + GB!) + L (a By. La gran- 
r (x — B)' est positive ou nulle. 


(+) Pour [al <1, [BI] < 1 nous avons: | a’ | <a’, | Br | < B*. 
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REMARQUE 1. Lorsque la condition (2) est vérifiéc, les nombres 4 
et C sont toujours de même signe. 

Le théorème 1 donne la condition suffisante d'exislence de l'exlrémum. 

EXEMPLE 1. La fonction f(x, y) = 4 + y — 3xy + 1 (cf. exem- 
ple $ 449) admet au point (1, 1) un extrémum, car en ce point les 
dérivées premières sont nulles ct les valeurs des dérivées secondes 


2 
D ee 4 ME te BCE d 
dx dx 0y 6) 


sorte que l'inégalité (2) cst vérifiée. On a un minimum, car À et C 
sont positifs. 
THÉORÈME 2. Si au point critique P(a, b) l'inégalité (avec les 
notations du thévrème 1) 
AC—B'<0 (3) 
cst vérifiée, la fonction f(x, y) n’a pas d'extrémum au point P,. 
Le théorème 2 donne la condilion suffisante d'absence de l'exirémunn. 
EXxEMPLE 2. La fonction f(x, y) — 4% + y? — 3xy + 1 (cf. exem- 
ple & 449) n'a pas d'extrémum au point (0, 0): bien que les dérivées 
premières s’annulent en cc point, nous avons à présent: 
A =0, LB = —3, C=0, 
de surle que 
AC—RB=-—-9<0, 
REMARQUE 2. Si au point critique on a l'égalité 
AC—B'= 0, (4) 
la fonction peut avoir ici un cextrémum (inaximum ou minimum) ou 
peut ne pas en avoir. Ce cas exige unc étude complémentaire. 


& 451. Intégrale double ‘° 


Soit f(x, y) une fonction continue à l'intéricur d'un certain domaine 
D (fig. 437) ct sur sa frontière. Partagcons le domaine D en n domaines 
particls D,, D,, …, D,: désignons leurs aires par Ao,, Ao,, …, Aa,‘ 
Appclons diamètre du domaine partiel sa plus grande corde. 


€) La notion d'intégrale double cst une extension de la notion d'intégrale définie 

au cas de deux variables. C'est pourquoi nous recommandons de lire au préalable le $ 314. 

(9°) Par analogie avec les notations Ax,, Ax:,.…, AxA pour les longueurs des interval- 

les partiels. Toutefois cette analogie n’est que superficielle, car Ao;, Ao:,.…. ne sont pas 

les accroissements de la variable. Les grandeurs Ao,, Ao:, .… sont toujours positives, alors 

que Az, Ar, peuvent ètre aussi négatives (si la limite supéricure est plus petite que 
la limite inférieure). 
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Dans chaque domaine partiel (à l'intérieur 
ou sur la frontière) prenons un point [le point 
Pix Y1) dans le domaine D,, le point P,(x2, 2) 
dans le domaine D,, etc.]. Ecrivons la somme 

Sn = frs Ya) AO + fre Ya) AO + 
s… + f{xn, Yn) AOn. (1) 
On a alors le théorème suivant. 


FIG. 437 


THÉORÈME. La somme S, admet, lorsque Île nombre des domai- 
nes D,, De, …, D, augmente indéfiniment, le plus grand de leurs dia- 
mètres tendant vers zéro ‘*?, une limite indépendante du mode de 
décomposition et du choix des points P,, P3, …, Pa. 


DÉFINITION. La limite de la somme (il), quand le plus grand des 
diamètres des doinaines partiels tend vers zéro, est appelce intégrale 
double de la fonclion f(x, y) élendue au domaine D. 


NOTATION : 
NYC 5) da (2) 
D 
ou 
(\ f(x, y) dv dy. (3) 
D 


[On est conduit à cette dernière notation en divisant le domaine D 
(fig. 439) par des parallèles aux axes (dx est la longueur d'un rectangle 
ainsi défini, dy sa largeur).) 

En ce qui concerne la notation de l'intégrale double étendue à un 
domaine rectangle cf. $ 455. 


FIG. 438 l'1G. 439 


€) Les aires de tous les domaines partiels diminuent indéfiniment. Toutefois 
l'aire d’une figure peut diminuer indéfiniment sans que son diamètre tende vers zéro (la 
largeur tend vers zéro et la longueur non; cf. fig. 433). Pour «le tels dumainrs partiris le 
théorème n'est plus valable, 
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TERMINOLOGIE. Le domaine D est appclé domaine d'intégration, 
la fonction f(x, y) fonction à intégrer, da élément d'aire, dx dy dans 
la notation (3) élément d'aire en coordonnées rectangulaires. 


$ 452. Interprétation géométrique 
des intégrales doubles 


Supposons que la fonction f(x, y) ne prenne dans le domaine D que 
des valcurs positives. Dans ce cas l'intégrale double 


(\ fur ,) do 
D 


est numériquement égale au volume PF du cylindre (fig. 440) de 
génératrices parallèles à Oz qui a pour base D et qui est limité supé. 
rieurement par la portion correspondante de la surface z = f{x, }). 

EXPLICATION. Décomposons l'aire D en aires partielles qui seront 
les bases d'autant de cylindres tronqués (fig. 440). Le volume du 
cylindre de base 


Ao, = ABCE 


est approximativement égal à celui du cylindre de méme base Aa, 


et de hauteur 
PM fly Ye 


Par conséquent, le premier terme f(x,, y,) Aa, de la somme S, ($ 451) 
cxprime approximativement le volume du cylindre partiel et la somme 


! 
t 
! 
[ 
! 
[ 
! 
0 
— 
' 
Û 


Piel 


A mbmmæmm——.— … = 
« 


FIG. 440 
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S\ toute entière le volume F de tout le cylindre. Le degré de précision 
s'accroît avec l'augmentation du nombre des domaines partiels. La 


limite de la somme S,, c'est-à-dire l'intégrale (( f(x, y) do, donne la va- 


leur exacte du volume y. 


$ 453. Propriétés des intégrales doubles 


PROPRIÉTÉ Î. Si l'on partage le domaine D en deux parties D, et D,, 
alors 


(1 tx, 39 do = (ss, 1 d0 + Ye ÿ) do 
D D Ds 


(cf. $ 315, 2). Il en est de même si l'on divise le domaine D en trois, 
quatre, etc., parties. 

PROPRIÉTÉ 2. L'intégrale double de la somme algébrique d'un 
nombre fixe de fonctions est égale à la somme algébrique des intégrales 
doubles de chacun des termes (cf. $ 315, 3); ainsi pour le cas de trois 
termes nous avons 


\ Ur, 9) + qUr, »)— Vs, vil do = \ fx, 5) do + (\ glx, y) do — \\ gx, 3) do. 
D D D D 


PROPRIÉTÉ 3. On peut sortir un facteur constant de sous le signe 
de l'intégrale double (cf. $ 315, 4): 


fi mis, y)do = m fi f(x, y) da  (m est constant). 


& 454. Evaluation de l'intégrale double 


Soient #7 et Af la plus petite et la plus grande valeur de la fonction 
f(x, y) dans le domaine D, et S l'aire du domaine D. Nous avons alors 


ms & (V0, n 40 & as. 
D 


GÉOMÉTRIQUEMENT, le volume du cylindre est compris entr 

, 6 ceux 

des deux cylindres de base commune: le premier a Dour hauteur la 
cote minima et le second la cote maxima (cf. $ 318, théorème 1). 
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& 455. Calcul des intégrales doubles 

(cas simple) 

Supposons que le domaine D soit donné à l'aide des inégalités 
a<x<b, cKYSd, (1) 


autrement dit, soit représenté par le rectangle ALMN (fig. 441), 
L'intégrale double est alors calculée à l'aide de l’une des formules 


\ fx, y) dx dy = À as y) dx, (2) 
(4 a 
\ Ju, ») dr dy = [+ 0 ») dy. (3) 


Les expressions figurant dans les seconds membres sont appeltes 
intégrales répélées. 
REMARQUE. Dans la formule (2) on calcule d’abord l'intégrale 
bd 


définie (x, y) dx, y étant considérée comme une grandeur constante. 


a 
Toutefois, le résultat de l'intégration est considéré comme une fonction 
de yet la seconde intégration (entre les limites c et d) est effectuée par 
rapport à y. Dans la formule (3) l'ordre des intégrations est inverse. 


EXxPLICATION. L'intégrale double \( f{x, y) dx dy exprime le vo- 


(KLMN) 
Jume V du corps prismatique X M” (fig. 442) de base XLMN: 


V = fi [{x, y) dx dy. (4) 


FIG. 441 FIG. 442 
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Le même volume s'obtient de l'aire variable Æ de la section longitudi- 


nale PQORS (elle dépend de l'ordonnée y = Ou) à l'aide de la formule 
(ÿ 336) 


d 
V = \ F{5) dy. (S) 
€ 
L'aire PQORS s'exprime par la formule 
b b 
FO = V ras = y, 59 dx (6) 
@ a 


Comparant (4), (5) ct (6) nous obtenons (2). Nous obticndrons (3) de 
façon analogue. 


NOTATIONS. L'intégrale double (| f(x, y) dx dy étendue au rectangle 


D 
dont les côtés sont parallèles aux axes OX, OY est natée 
db 


\ ju y) dr dy 


b d 
\ (sx y) dy dx 
a C 


(les premiers signes d'intégrale correspondent aux dernières différen- 
tielles). 


22 + "TE 
SOLUTION. Le domaine d'intégration est défini par les inégalités 
3<x<14, 1<y<2 
et représente un rertangle de core parallèles aux axes OX, OY. Calcu- 


24 
EXEMPLE 1. Calculer l'intégrale double | | 2 Ni. 2 

3 

d 


lons d'abord l'intégrale définie |", en considérant y comme 
J(x + 7 


une grandeur constante: 
4 


PR er —. 


CENTS Y+4 
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Nous obtenons maintenant, en vertu de la 
formule (2), 


24 2 
(6-14 
(x + 9)! Y +3 y+4 
1 3 1 


25 
= in 3 #æ 0,0408. 


EXEMPLE 2. Calculer l'intégrale double 
3 5 


1= \ \ (Sx'y — 2y°) dx dy. 
1 2 


SoLuTion. Nous trouvons d'après la 
formule (3): 


< 3 
= \ ay (Sxty — 251) dx = \ (195y — 
FIG, 443 RE. 


— Gy?) dy == GCO. 


ExEMPLE 3. Le tronc du parallélépipède rectangle KM, (fig. 443) 
est limité supérieurement par un paraboloïde de révolution de paramè- 
tre p. Le sommet du paraboloïde coïncide avec le centre C de la base 
supérieure, l'axe est vertical. Déterminer le volume V du corps ainsi 
formé si les côtés de sa base sont 

KL=a, KN=56 
et la hauteur 
OC = h. 


SoLuTION. Nous choisissons le système de coordonnées OX YZ 
comme l'indique la fig. 443. L’équation du paraboloïde sera: 


zx! + >? 
s=h- 2 ‘* (8) 
Le volume cherché est égal à l'intégrale double z dx dy étendue 
(XLMN) 
au domaine rectangle XLMN, autrement dit, 
a b 
2 2 
7 +5 
y — \ \ (» — 5 }éyas. (9) 
a b 
72 2 
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Au lieu de calculer cette intégrale nous pouvons évaluer le quadruple 
de l'intégrale étendue au domaine 0AMB (grâce à la symétrie du corps 
par rapport aux plans XO0Z, YOZ), autrement dit, 


& a 
z 5 z 
Se z bh x! 
pns([u- se] _ nee, 3 Le 
0 0 
= ah — (ns L 4!) 


& 456. Calcul des intégrales doubles 
(cas général) 


J. Si le contour du domaine D rencontre toute droite verticale qui le 
coupe au plus en deux points (A7, et A£, sur la fig. 444), le domaine D 


est donné par les inégalités 
a < x < b, Gas) < 4 < Palx), (1) 


[a, b sont les abscisses extrêmes du domaine, @,(x) et ®,(x) les fonctions 
exprimant les ordonnées des courbes AÂ1,B,, AM,B, limitant le 
domaine inférieurement et supérieurement). 


Dans ce cas l'intégrale double est cal- Y 
culée d'après la formule 
b  qa(s) B; 
(( #0x, ÿ) do (a \ fix, dy. (2) 
D a Oi(s) 


2. Si le contour du domaine rencontre 
toute droite horizontale qui le coupe au plus 
en deux points, nous avons par analogie 
(avec les notations de la fig. 445): 

d  i(y) 
[Ürtr mas= Va Varna. (3) 01 a 
D €  dily) FIG. 444 
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REMARQUE. Si le domaine d'intégration 
est de forme moins simple, on le partage en 
plusieurs parties (D,, D,, D, sur la fig. 446) 
de sorte qu'à chacune des parties on puisse 
appliquer (2) ou (3). 

EXEMPLE 1. Calculer l'intégrale 7 — 


— (| (y® + x) dx dy si le domaine D est 


limité par les paraboles y = x?, 2 —, 
(fig. 447 ; le contour convient pour les deux 
x cas let 2). 
PREMIÈRE SOLUTION. Appliquons la for- 
mule (2); nous devons y poser a = 0, b — 1, 
(x) = 42, @.(x) = x. Nous obtenons: 


1 x 


fi (3° + x) ds dy = ee \ (y + x) dy. 


Ÿs 


Calculons l'intégrale (y? + x) dy en considérant x constant: 


( 


FIG. 445 


x! 
£ ASS 
Lot+ nee [#4 of (A +a]-($e+ ”). 
4 


FIG. 446 FIG. 447 
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Intégrons l'expression trouvée par rapport à x; nous obtenons: 


33 
140 ” 


SECONDE SOLUTION. Appliquons la formule (3); nous devons y 


poser c—0, d=1, 4(y) = y?, d(y) —#y. Nous obtenons succes- 
sivement: 


4 = 
y e RP pe 
T= \dy (3® + x)drx = dy [a + + = 

2 )5.55 
0 y" 0 
ji 2 


ExEMPLE 2. Trouver le volume V de l'onglet cylindrique, c'est- 
à-dire du corps ACDB (fig. 448) isolé d'un demi-cylindre par le plan 
ABC passant par le diamètre AC de la base. On donne le rayon de la 
base R = OA et la hauteur de l'onglet DB = h. 

SozuTion. Choisissons le système de coordonnées comme sur la 
fig. #48 (le contour convient alors pour les deux cas 1 ct 2). L'équa- 


tion du plan ABC sera z — 2. Nous avons: 


PREMIER PROCÉDÉ. Nous posons dans la formule (2) (fig. 448): 
a=—R, b=R, Qu(x) = 0, 
qalx) = YR'— 3 (= KL). 
Nous obtenons: 
+R Rs 
V = \ dx \ LE PS 
R 
—R 0 
Effectuant l'intégration en y nous trouvons: 
VR— 3 


h h 
= ST (RE = ot 
R?4 3R (R x!). 


FIG. 448 
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Cette expression donne l'aire Æ* de la section 

KLM {F ee KL x LM où KL=YR?—;r 
2 

et l'on trouve LA de la similitude des triangles 


KLM, ons) . Nous avons en définitive: 


R 
h 2 
V = \ 3p (R° — 2°) ds 2 Fr K, 
— R 
FIG. 449 autrement dit, le volume dc l'onglet cylindrique 


est le double de celui de la pyramide BACD «y, 
SEcOND PROCÉDÉ. Nous posons dans la formule (3) (fig. 449): 
c=0,d=R, ÿy) = —VR—Y(=NL), bify) =YRI— y (= NP). 
Nous obtenons: 
R  YRi-;1 . 
V == \ dy \ T y dr. 
0 Rss 
La première intégration donne: 


VER, 
\ Hrdr=2rVR 
— YRi=y 
C'est l'expression de l’aire S de la section PLMR. Nous avons cn défi- 
nitive: 
C h y=—— 2 
V = \ 2VR—Y ydy = + Rà. 


& 457. Fonction de point 


Soit donné un ensemble de points (par exemple, l'ensemble des points 
d’un segment, d'une portion de surface, d'un corps donné). Si à chaque 
point P de cet ensemble on fait correspondre une valeur déterminée 
de la grandeur z (scalaire ou vectorielle), z est appelée fonciion du 
point P. L'ensemble considéré de points est appelé domaine de défini- 
tion de la fonction. 


Ce» Ce résultat est dû à Archimède. 
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NOTATION. z = f(P). 

EXEMPLE Î. La température d'un gaz remplissant un certain 
récipient est une fonction de point, le domaine de définition de la fonc- 
tion est l'ensemble des points situés à l’intérieur du récipient. 

EXEMPLE 2. La quantité annuelle de précipitations est une fonc- 
tion d’un point sur la surface du globe terrestre. 

Si un ensemble donné de points est rapporté à un certain système 
de coordonnées, la fonction de point devient une fonction des coordon- 
nées. La forme de celle dernière dépend du choix du système de coordonnées. 

EXEMPLE 3. La distance du point P à un point fixe O est une 
fonction /(P) du point P. Si l'on choisit un système de coordonnées 
rectangulaires d'origine en O, alors f(P) = Vx? + y? + 22. Si l'origi- 
ne des coordonnées est choisie en un autre point, alors f(P) — 
= Ve a)? + (y — db)? + (z — c)?, où a, b, c sont les coordonnées du 

int O. 
EXEMPLE 4. La fonction à intégrer f(x, y) de l'intégrale dou- 


ble (\ f{x, y) do est une fonction du point P(x, y), de sorte que l'inté- 
D 


grale \( f{x, y) do peut s’écrire \( f(P) do. 
D 


D 


8 458. Expression des intégrales doubles 
en coordonnées polaires 


L'intégrale double \\ f(P) do s'exprime en coordonnées polares du 


D 
point P par la formule 


(ze) do = \ Fr, @)r dr do. (1) 
D D 


Ici F(r, ®) est la fonction des coordonnées r, @ qui représente la 
fonction donnée /(P). L'expression r dr d est appelée élément d'aire en 
coordonnées polaires. Elle est équivalente à l'aire du quadrilatère À BCD 
(fig. 450, où AD 304 : Ap = rdp et AB = DC = dr). 

L'intégrale (1) s'exprime à l'aide d'une intégrale répétée ($ 455) 
de la même manière comme si r et ® étaient des coordonnées rectangu- 
lires [pour une fonction à intégrer F(r, œ}r]. 
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FIG. 450 FIG. 451 


Si le pôle est extéricur au contour et si toute demi-droite issue de 
l'origine coupe celui-ci au plus en deux points (fig. 450), alors 


( E(r, @) r dr do = es ( Fr, œ)r dr. (2) 
D 


CA Fa 


Ici p, = XOK, Q2 = XOL, ct r, ct r, sont des fonctions de ®, repré- 
sentant les arcs frontières FGF, FHE. En particulier, ces fonctions 
(l’une ou les deux) peuvent être constantes (fig. 451). 

Si le pôle est intérieur au contour (fig. 452) et si chaque rayon 
rencontre le contour en un seul point, alors on peut poser dans la formule 
(2) », = 0, o, = 0, », = 2x; si le contour passe par le pôle, alors r, = 0, 
qu = X0A, p= XOB (fig. 453). 

Si chaque circonférence de centre au pôle coupe Île contour au 
plus en deux points (fig. 450), on a alors 


( Fr. @)r dr do = ( r a Er, &) de. (3) 
D 


Fi Ps 


Ici r, = OG, r, = OH et ®,, +, sont les fonctions de # représentant 
les arcs frontières GEH, GFH. 
ExEMPLE 1. Calculer l'intégrale double 


1 = fi r sin o do, (4) 


l'onctions de plusieurs variables 673 


FIG. 452 FIG. 453 FIG. 454 


si le domaine D cest le deini-cercle de diamètre a représenté sur 
Ja fig. 454. 
Sozution. Nous avons pour les points M de la demi-circonfé:- 
rence AKO ($ 74, exemple 2): r == a cos @. Appliquons la formule (2) 
TT 


en posant rn =0,r, = a cos ®, mp = 0, m3 = —: 
2 
LL is 
2 a cos @ 2 a cos ® 
(1 r sin 6 do = ( 49 \ r sin @ dr = À sin 6 do \ dr = 
U 0 0 


Tr 
: 3 
: a? cos? @ a 
= ( sin 6 de ES 42 
0 


REMARQUE 1. Pour exprimer l'intégrale (4) en courdonnées rectan- 
gulaires il faut poser: 


rsino@ = y, do = dx dy. 
L'équation de la demi-circonférence AKO étant y? — ax — x?, nous 
obtenons: 


a Vas: 
a 
Da (sara = (a Ydy=-—. 
D 0 


REMARQUE 2. L'intégrale (4) donne le volume de l'onglet cylin- 
drique (cf. $ 456, exemple 2) dont la hauteur est égale au rayon de la 
base. 


D-1158 
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EXEMPLE 2. Calculer l'inté- 
gralc 

+a Vai=s 
1 = \ Var — x = 51 dx dy. 

ES LT 

SOLUTION. Le domaine D cst 
le cercle de rayon a et de centre 
au point (0, 0) (l'intégrale I cx- 
prime le volume de la demi-sphère 
de rayon a). Le calcul en coordon- 
FIG. 455 nées rectangulaires est laborieux. 


Passons aux coordonnées polaires. 
Prenons pour pôle le centre du cercle, autrement dit l'origine des 


coordonnées. La fonction à intégrer s'écrit Va? — r?, Nous obtenons: 


oi) Va -rdz= \ Va = 5 r dr de. 


Appliquant (2), nous trouvons: 


25 4 22 
de Var 13 y dr = ETC = rat. 
0 1) 


EXEMPLE 3. Trouver le volume V commun à la demi-sphère de 
rayon a (fig. 455) et au cylindre dont le diamètre est égal au rayon de 
la sphère et l’une des génératrices coïncide avec l'axe de la demi-sphère 
(corps de Vivian:) °°. 

SoLuTIoN. Disposons les axes comme l'indique la fig. 455. Le volume 
cherché s'exprime à l'aide de l'intégrale 


I= \ :do= \ l'E dx dy. 
D D 
Le calcul en coordonnées rectangulaires est laborieux. Passant 


aux coordonnées polaires et plaçant le pôle au centre O de la demi- 
sphère (cf. exemples 1, 2), nous obtenons: 


7 LL 
2 acoso 2 (1 és 5 ; 
a a'(1 — sin' o r 
LS 5 pt = I = BR . 
I \ 4 | Ya sr dr 2\ 3 do se (: 5) 
2 


(°) Le contour de la base supérieure était utilisé par Viviani pour les ouvertures dans 
les coupoles sphériques. 
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& 459. Aire d'une portion Z L' 
de surface courbe 


Soit X’L'M” une portion de la surface S 
(fig. 456) qui se projette sur le plan XOY 
suivant le domaine D (KLM sur la 
fig. 456), de sorte qu'en chaque point N X 
du domaine D soit projeté un seul 0 
point N” de la portion de surface consi- 

dérée. 

L'aire F de la portion de surface 


K'L'M" s'exprime ‘*® par l'intégrale D M 
double: FIG. 456 
ALES (1) 
( Zz 
0x 0y 


EXPLICATION. Soit y l'angle compris entre le plan tangent P au 
point N” et le plan XOY. Nous avons alors ($8 127, 436) cos y = 
1 


= ————— Le cylindre dont la base est Ao (4 BCD sur la 
Vl+pt+ 
fig. 456) intercepte sur le plan P une portion 4’B’C’D’. L'aire de cette 


dernière est 29 = 1 + p? + 93 Ao. L'aire de l'élément abcd de la 


cos y 
surface S, qui se projette suivant l'élément À BCD est approximative- 
ment égale à l'aire de la portion 4’B’C’D’, de sorte que la somme des 
aires des portions 4’B'’C’D’ donne à la limite ‘*° F: 


F=lim(Vi+pr+ gt Aa + …. + Vi + ph + oh 40,). (2) 


Nous en tirons ($ 456) la formule (1). 
EXEMPLE. Trouver l'aire de la fenêtre de Viviani (5458, exemple 3). 
SoLuTIon. Nous avons: 


posts pad 7 
2x Var 1 ji 

ôs 
CRE Virp+a- vd 


9 Van —h Van 


C2 On suppose que la surface possède un plan tangent en chaque point de la portion 
considérée et aussi que le plan tangent varie de façon continue (autrement dit, l'angle 
rate entre deux plans tangents est infiniment petit avec la distance entre les polnts de 

ntact). 

C°e2 Cf. plus bas remarque 1. 
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L'aire cherchée cst égale à 
pa (Vip ro do = ((—. 
D 


Vas — a — y 
Le domaine D est limité par la circonférence 
x" + y — ax 0. 


Exprimant l'intégrale double en coordonnées polaires ($ 458), nous 
obtenons: 


u4 nr 
2 a cos 2 a cos © - 
F= (4 \ = 20 (49 \ _rvdr 
Vas — rs Ya 73 
TT 0 
2 


Effcctuant l'intégration, nous trouvons: 
LS 
F = 24? (£ — 1) . 


REMARQUE 1. Nous avons convenu que Ja somme des aires 
A'B'C'D’ donne à la limite l'aire F. Cette propriété (clle est conforme 
à nos représentations concrètes acquises par l'expérience) est souvent 
adoptée comme définition. Cette dernière cst alors formulée comme suit: 

DÉFINITION. Décomposons la portion de surfacc:en éléments abcd: 
choisissons dans chaque élément un point N’. Menons par les points 
NV’ les plans tangents ct projetons abcd sur le plan tangent corrcspon- 
dant P par des droites parallèles à OZ. L’'aire de la portion cest la limite 
de la somme des aires des projections lorsque le nombre d'éléments 
augmente indéfiniment. 


Les conditions mentionnées dans le renvoi de la page 675 assurent l'existence de 
cette limite. 


REMARQUE 2. Lorsqu'on adopte cette définition, il faut non 
seulement établir l'existence de la limite, mais encore démontrer qu'elle 
est indépendante du choix des coordonnées. Ce dernier problème n'a 
plus de sens si l’on modifie la définition, c'est-à-dire si l'on projette 
abcd sur le plan P suivant la direction perpendiculaire à P. Toutefois, 
dans ce cas il est difficile d'établir la formule (1). 


$ 460. Intégrales triples 


DÉFINITION (®. Soient D un domaine dans l'espace et f(x, y, z) une 
fonction du point P(x, +, z) continue à l'intérieur de ce domaine et sur 


(°) Elle est analogue à la définition de l'intégrale double ($ 451). 


Fonctions de plusieurs variables 677 


sa frontière. Partageons D en # parties; soit Au,, Av,, ..., Au, leurs 
volumes. Prenons un point dans chaque partie et formons la somme: 


Sn = fra Vas 21) Ata + f(x Yes 83) AV Ho + f(xn, Yns En) Ata. (1) 


La limite de S,, quand le plus grand des diamètres des domaines 
partiels tend vers zéro ‘*, est appelée intégrale triple de la fonction 
f(x, Y, 2) élendue au domaine D. 

NOTATIONS: 


fs {{x, , x) dv, | ou fs JP) de, ou NS fx, 9,3) dx dy di. 


L'expression dx dy dz dans cette dernière notation est appelée élément 
de volume en coordonnées rectangulaires. 

INTERPRÉTATION PHYSIQUE. Soient D l'espace occupé par un 
corps physique et f(P) la densité du corps au point P(x, y, z). La 
somine (1) donne alors la valeur approchée de la masse M du corps D 


et l'intégrale triple ((. Î(P) du sa valeur exacte. 


Les PROPRIÉTÉS DES INTÉGRALES TRIPLES sont les 
mémes que celles des intégrales doubles ($ 453). 


8 461. Calcul des intégrales triples 
(cas simple) 


Supposons que le domaine D soit donné dans l'espace par les 
inégalités 

a<Sx< b, e<Sy<d, eSISf, (1) 
autrement dit, soit représenté par un parallélépipède, dont les arêtes 
sont parallèles aux axes de coordonnées. L'intégrale triple est alors 
calculée d'après la formule 


J d b 

fs en Y, t})dx dy di = \ ds \ dy (se, Y, 1) dx (2) 
€ [3 a 

ou d’après l’une des formules analogues (les rôles de x, y, z peuvent 

étre intervertis) (cf. &$ 455). 


L'expression figurant au second membre de (2) est appelée inté- 
grale répétée. 


ra 


(°°) On a uo théorème analogue au théorème du $ 451. 
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L'intégrale triple étendue au parallélépipède dont les arêtes sont 
parallèles aux axes de coordonnées est également notée 


fab 
NYC >: 1) dx dy ds, NITE Ÿ s) ds dy dx, 
ca ace 


etc. (le premier signe d'intégration correspond à la dernière différentielle, 
le dernier à la première). 
EXEMPLE, Calculer l'intégrale 
143 
I = NICE y +3) dx dy ds. 
020 
SOLUTION. 
1 4 3 1 4 
x x=3 
PATATE ES LATTES (y +  « | de 
0 2 0 0 2 


T = 


1 4 


= \ a: | (> ++ 35 + x) dy. 
0 2 


Les calculs sont ensuite conduits comme au $ 455. Nous obtenons 7= 30, 


$ 462. Calcul des intégrales triples 
(cas général) 


Nous décomposons (s'il est nécessaire) le volume donné en plusieurs 
parties (cf. $ 456) de sorte que la projection s horizontales D (fig. 457) 
de chaque partie D soit un domaine plan du type simple ($ 456, 1 et 2) 
et que chaque droite « verticale » coupe la fron- 
tière du domaine D au plus en deux points (M, 


et M, sur la fig. 457). 

L'intégrale triple étendue à chaque do- 
maine partiel D se ramène à une intégrale dou- 
ble en vertu de la formule 


(\ fx, v, D dsdyd= 
D 
sas. y) 
— \ dx dy flx, y, t) dr, (1) 
D 2x, y) 
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où les fonctions z,(x, y) et z,(x, y) sont 
les cotes OM, et QM,. Lors du calcul de 
l'intégrale 

£a 

(sx, y, 2) de 


3 


les grandeurs x, y sont constantes. Le 
résultat du calcul est considéré comme une 
fonction des variables x, y 

Après avoir effectué l'intégration par FIG. 458 
rapport à z, le second membre de (1) se 
transforme en une intégrale double. Cette dernière est alors calculée 
comme au $ 456. C'est pourquoi en définitive l'intégrale triple se 
ramène à trois intégrales simples: 


b Ya(x) rar, y) 
(rem ar ay de Var À a À nya (2) 
D a  ÿix) nÛx, y) 


Ici les fonctions y,(x) et y,(x) sont les ordonnées PN,, PN,. 


EXEMPLE. Calculer l'intégrale I — NE étendue à la demi- 


D 
sphère de rayon À représentée sur la fig. 458. 


L'intégrale Z exprime le moment statique de la demi-sphère par rapport au plan de 
ja base (la densité u de la demi-sphère est prise pour unité). 

SoLUTION. Il n'est pas besoin de décomposer le domaine consi- 
déré. Le domaine D est le cercle 


a +y<Rt, 
de sorte que a = —R, b—R, yi(x) = —ŸVR?— xt, y,(x) = Y R2— x2. 
Les cotes des frontières inférieure et supérieure de la demi-sphère 


sont zi(x, y) = 0, zo(x, y) = PR? -- x — ÿ2. Nous trouvons en vertu 
de la formule (2): 


R YRi=3: VRiZ x ;1 R VRi=x 
R— x — y 
T= \ dx \ dy z2d: = \ dx gp 0) 
—R Riz: —kR YRi=2 


Le calcul est ensuite conduit comme dans les cxemples du $ 456. 
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Nous obtenons 


R = = 3 
1 Pr 2 Zz 
= \ da [rt — 21) y — À -+ (RI— xt) dr — 
2 3 = 3 
TR y.) FC UR 
3 | 
2 f1 2 3 2 3 z\TR ner: 
m2: PES + RS — 8 > | ns 4 IN — = 
3 [+ «te 2°) +5 FR x!) Hg Rtarsin Se à 


REMARQUE. La masse de la demi-sphère (pour = 1) est numériquement égale 
à son volume 3 ns. Le quotient 1: vu nRI = ru R est la hauteur du centre de gravité 
au-dessus du plan de la base. Cela signifie que le centre de gravité divise la hauteur de !a 
demi-sphère dans le rapport 5: 3. 


$S 463. Coordonnées cylindriques 


La position du point 7? (fig. 459) dans l'espace peut être déterminée 


par sa cote 
s—Q/r 


et les coordonnées polaires 
r — 0Q, ® = XO0 


de sa projection Q sur le plan XOY. Les grandeurs r, 9, z sont appelées 
les coordonnées cylindriques ou semi-polaires du point P. Les coordonnées 
rectangulaires et les coordonnées cylindriques du point P sont liées 
(quand l'origine O coïncide avec le pôle et l'axe OX avec l'axe polaire) 
par les relations 


x = Tr COS @, y = r sin ? 


(dans les deux systèmes les cotes sont identiques). 


8 464. Expression des intégrales triples 
en coordonnées cylindriques 


L'intégrale triple (\\ f(P) dv s'exprime en coordonnées cylindriques 


du point 7° à l'aide de la formule 


NIUE du = Ni) Flr, w, 2) r dr do ds. (1) 


4) 
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Ici F{r, ®, z) est la fonction des 
coordonnées cylindriques qui représente 
la fonction f(P) du point P. L'expression 
r dr do dz est appelée élément de volume 
en coordonnées cylindriques. Elle est équi- 
valente au volume du corps PS (fig. 459) 
pour lequel PA = dz, PB = dr, PC = 
=? d®. 

L'intégrale (1) s'exprime à l’aide 
d'une intégrale répétée comme si r, ®,z 
étaient les coordonnées rectangulaires de FIG. 459 
la fonction à intégrer F{(r, @, z)r. 

EXEMPLE. Calculons en coordonnées cylindriques l'intégrale trouvée 
dans l'exemple du $ 462. Nous avons: 


R VR'-31 2n 
D ((Q ar ar do a: = À as | ar \ er do. (2) 
D 0 0 (U 
Nous obtenons successivement: 
R Ri—21 R —— R 
Y r° ETES nkR!t 
1-2 (à \ sr dr = 2R if] nfum-esds TE, (3) 
2 0 4 
0 U 0 


$ 465. Coordonnées sphériques 


La position du point P dans l'espace (fig. 460) peut étre déterminée par 
les trois grandeurs suivantes: la distance 


p=OP 
au point O, l'angle 0 — ZOP compris entre les 


rayons OZ et OP et l'angle ® = XON compris 
entre les demi-plans ZOX et ZOP. Les gran- 
deurs p, 0, ® sont appelées coordonnées sphéri- 
ques ou polaires dans l'espace du point P. Les 
coordonnées rectangulaires et les coordonnées 
sphériques sont liées (quand les plans principaux 
des deux systèmes cuiïncident) par les relations À 


z = psin0Ücosz, y = p sin 0 sion o, ® =pcos 0, FIG. 4060 
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& 466. Expression des intégrales triples 
en coordonnées sphériques 


L'intégrale triple (\ f(P) dv s'exprime à l'aide des coordonnées sphéri- 


ques du point P par la formule 


fs f{P) de = N} Flp, 8. g) p° dp sin © 46 de. (1) 


Ici F(p, 6, @) est la fonction des coordonnées sphériques, qui repré- 
sente la fonction f(P) du point P. L'expression p?dp sin 0 46 de est appe- 
lée élément de volume en coordonnées Sphériques. Elle est équivalente au 
volume du corps ‘*’ PS (fig. 461) pour lequel BA = dp, PB — 
= OP d0 = p dû, PC = EP d@ = p sin 0 dy. Le facteur p? sin 0 46 do 
(Z PC : PB) dans l'expression de l'élément du est équivalent à l'aire 
de la figure sphérique PCDB. Le facteur sin 0 d0 do est équivalent à 
l'angle solide sous lequel on voit du centre ‘°° le quadrilatère PCDB,. 


ExeMPLE. Calculer l'intégrale I = \(| r? dv, où la fonction f(P) = 


— r° est le carré de la distance de P à l'axe OZ (KP sur la fig. 462) 


FIG. 461 FIG. 462 


(#2 Ce corps est limité par deux surfaces sphériques (de rayon s et # + dr), deux 
plans passant par l'axe OZ, deux surfaces coniques dont les axes coïncident avec l'axe OZ. 

(°° L'angle solide est la portion d'espace comprise à l'intéricur d’une cavité d'une 
certaine surface conique (à directrice fermée). On adopte en qualité d'unité d'angle solide 
le rapport de l'aire isolée par l'angle solide sur la sphère (de centre au sommet de l'angle 
Solide) au carré du rayon de la sphère. 
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et le domaine D le corps limité inférieurement par un cône (de hauteur 
OC égale au rayon de la base CA = R) et supérieurement par la demi- 
sphère de rayon kR. 


L'intégrale J exprime le moment d'inertie du corps D par rapport à l'axe OZ (4 468). 
SOLUTION. Introduisons les coordonnées sphériques p = OP, 


0 = EOP, ® — ACN = LKP. Comme r — KP = psin0, l'intégrale 
cherchée est de la forme 


1= M] p* sint 0 du = fs p° sint © dp d0 dy. 


Nous intégrons d’abord par rapport à @ (entre les limites zéro et 
2x), puis par rapport à p (entre les limites p, = 0et p = OP =O0Ex 


x cos 6) et enfin par rapport à 0 [entre les limites 0, — 0 et 0, — EOA = 


= +) . Nous obtenons: 
4 


8 coct 
sins 040 22R° cost 0 PR cost 0 _ 


Oo | 


4 co 
I — 2m (ae \ pt sin? 6 dp = 2n 
U 0 
Lt 


cost O(1 — cas! 6) d[— cas 0) — _ nRs. 


4 

Gin Rs 
5 
0 


8 467. Schéma d'application des intégrales 
doubles et triples 


De nombreuses grandeurs géométriques et physiques s'expriment à 
l'aide d’une intégrale double ou triple suivant qu'elles se rapportent à 
une surface (plane ou gauche) ou à un corps dans l’espace ‘*”. Le schéma 
est le même que pour les grandeurs s'exprimant à l’aide d’une intégrale 
ordinaire (simple), à savoir (cf. $ 334): 

1) La grandeur cherchée U est mise en correspondance avec un 
certain domaine D (sur une surface ou dans l’espace). 

2) Le domaine D est partagé en parties Ao4 (ou Av); leur nombre 
tendra par la suite vers l'infini et leurs diamètres vers zéro. 


(> Les grandeurs correspondantes se rapportant aux lignes s'expriment par une 
iotégrale ordinaire. 
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Supposons que la grandeur cherchée U se décompose alors en par- 
ties #3, 1, …, &w, dont la somme donne U ‘?. 

3) On considère l’une des parties #,, #,, …; elle s'exprime appro- 
ximativement par une formule de la forme 


“x © f(Pe) Aok 
{ou ue # f(Pa) Av), 


ct l'erreur commise doit être un infiniment petit d'ordre supérieur par 
rapport à Aoz (ou à Au). 
4) L'égalité approchée nous donne l'égalité exacte: 


U =\\ {{P) do 
D 


[ou U -W JP) de | , 


Un exemple d'application du schéma est fourni par le calcul du 
moment d'inertie ($ 468). 


S 468. Moment d'inertie 


L'énergie cinétique T d'un corps tournant autour de l'axe AB est pro- 
portionnelle (pour la position donnée de l'axe par rapport au corps) 
au carré de la vitesse angulaire w: 


Tu + lat (1) 


le double du cocfficient de proportionnalité, c’est-à-dire la grandeur J, 
s'appelle snoment d'inertie du corps par rapport à l'axe AB. Si le corps 
se compose de # points matériels de masses #1,, sn,, …, Mn situés à 
une distance r,, r., …, r, de l'axe , le moment d'inertie s'exprime par 
la formule 
T=miri+mir +... + mark. (2) 

L'expression du moment d'inertie d’un corps continu s'obtient de 
(2) en appliquant le schéma du $ 467. Nous procédons précisément com- 
me suit: 

1) le moment d'inertie Z est mis en correspondance avec le domaine 
D occupé par le corps; 

2) lo domaine D est partagé en parties D,, D,, …, D,. Dans ce 
cas I se décompose en Z,, Z,, .…, I, dont la somme donne J; 


(°> Les grandeurs jouissant de cette propriété sont dites additives (cf. passage eo 
petits caractères, p. 489). 
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3) convenons que dans la partic D} la densité 4 a partout la même 
valeur qu'en l'un des points Pz. Nous obtenons l'égalité approchée 


mx © urAve, (3) 
ct le moment d'inertie 7 s'exprime à l'aide de la formule approchée 
Ik = Uarp Ave, (4) 

4) de l'égalité approchée (4) nous obtenons l'égalité exacte 
I a\i do. (5) 

D 
Cf. exemple $ 466. 
Si l'on prend l'axe À B comme axe des cotes, la formule (5) s'écrit 
DNS tx, », 9 429 + 9°) dx dy dr. (6) 
D 


Si le corps considéré est une plaque dont le plan cst perpendiculaire 
à l'axe AB, nous aurons, au lieu d'une intégrale triple (6), l'intégrale 
double: 


I 2) u(x, y) (x? + y!) dx dy, (7) 
D 


où {2 (x, y) cst la densité surfacique de la plaque. 

Si le corps donné cest une barre rectiligne coupant l'axe AB sous 
un angle droit, alors en la faisant coïncider avec l'axe OX (nous aurons 
alors + = 0) nous obtenons au lieu de l'intégrale triple (6) l'intégrale 
ordinaire 

b 
1 = uts) sas (8) 
a 
où {L£ (x) cst la densité linéique de la barre. 

REMARQUE. On appelle moment d'inertie d’un corps géométrique 
le moment d'inertie d’un corps matériel occupant la même portion d'es- 
pace et ayant partout une densité unité. 

Les formules (6), (7), (8) s’écrivent alors: 


I = (x? + y?) dx dy ds, (6a) 
D 

I =\\ (x! + 5) dx dy, (7a) 
D 


b 
I (rs (- 5) (82) 
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8 471. Intégrales curvilignes 


Soit P(x, y) une fonction continue dans un certain domaine du plan 
numérique YOY. Prenons dans ce domaine une courbe quelconque ‘* 
d'origine au point À (fig. 463, 461) et d'extrémité au point B (l'extré- 
mité peut coïncider avec l'originc). 

Partageons AB (fig. 463) en n arcs particls AA,, 4,4,, …, 4,_,1 
el pour unifier notons les points 4, B respectivement 4,, 4,. Sur chacun 
des arcs partiels A5A73;, prenons un point f(x, ÿys) et formons Ja 
somme: 


Sn = Pris, 1) Ars + Plrs, ya) Ata + 0 + Pr, Yn) Ain, (1) 


où A+; cst l'accroissement de l'abscisse correspondant au passage du 
point A;-1 au point 4, (9. 

On a alors le théorème suivant: 

THÉORÈME. Si, n augmentant indéfiniment, la plus grande des 
grandeurs | Ax;| tend vers zéro, la somme (1) tend vers une limite 
indépendante du mode de formation des arcs 4,43;;1 et du choix des 
points intermédiaires Af,. 

DÉFINITION. La limite vers laquelle tend la somme S,;, lorsque 
la plus grande des grandeurs | Ax, | tend vers zéro, est appelée intégrale 
curviligne de l'expression P(x, y) dx prise le long du chemin AB. 

NOTATION: | 


\ P{x, y) dx. (2) 
AB 


Tr  Tsds TL 
FIG. 463 FIG. 464 


(°2 On suppose que la courbe AB possède une tangente variant de façon continue, 
mais on admet des exceptions pour certains points (en numbre fini), où la tangente peut 
avoir un saut, comme aux points S, T sur la fig. 464. 

(92 Cet accroissement peut être positif (comme sur le tronçon 44,) et négatif (comme 
sur le tronçon 4,4,). 
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On définit de même l'intégrale curviligne de l'expression Q(x, y) dy 
notée 


À Gex, 31 à, (3) 
AB 
ainsi que l'intégrale curviligne de l'expression P(x, y) dx + Q(x, y) dy, 
notéc 
(rex par + ou, né (4) 
AB 
Les intégrales (2) ct (3) sont les formes particulières de l'intégrale (4) 
(pour Q =0 et P = 0). 
On définit de même l'intégrale curviligne 
Ÿ Pt, y, 9 dx + Qtx, », 3) dy + Rx, y,» di (5) 
AB 


lc long d'une courbe gauche 4B. 
REMARQUE 1. Si, tout en conservant la courbe AB, on la décrit 


dans le sens opposé, on obtient l'intégrale curvilligne égale et de signe 
contraire. Pour 4, B différents, la direction du chemin d'intégration cst 
précisée par l'ordre des lettres À, B dans les notations (2)-(5) et nous 
avons: 


Ü par 4 Q dy = —( P dx +Q dy, 

BA AB 
Ne) Pdx +Q dy + K ds. 
BA B 


Quand les points À ct B coïincident, la direction du chemin d'intégra- 
tion peut être précisée par l'indication des points intermédiaires dans 


l'ordre correspondant. 
On peut omecttre une telle indication dans le cas où le chemin d'inté- 


gration est le contour K d’un domaine plan. Dans ce cas l'écriture 


P dx + Q dy signifie que le contour du domaine est parcouru dans le 


+K 
sens contraire des aiguilles d’une montre (pour la disposition habituelle 


des axes). Si le contour du domaine est parcouru dans le sens inverse, 
l'intégrale curviligne est notée ( Pdx+0Qdy. 
—k 
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REMARQUE 2. L'intégrale curviligne est la généralisation de l'in- 
tégrale ordinaire ‘* ct possède toutes ses propriétés ($ 315). 


& 472. Signification mécanique 
de l'intégrale curviligne 


Supposons que le point matériel M de masse m sc déplace le long 
du chemin 4 B dans un champ de forces. Soient X'(x, y, z), Y(x, y, 2), 
Z{x, y, z) les coordonnées du vecteur tension au point Af(x, y, z), c'est-à- 
dire de la force F° agissant au point (x, y, z) sur une masse unité. Le travail 
de la force sollicitant le point Af est alors exprimé par l'intégrale curvi- 
ligne 


\ m{(X dx + Y dy + Z ds). (1) 
AB 


EXPLICATION. Soit 454331 un tronçon du chemin AB. Le travail 
sur ce tronçon est approximativement égal **® au produit scalaire 


(8 104, a) mFsA4143,1, où Fest le vecteur tension au point 45. Nous 
obtenons sous forme de coordonnées ($ 107) l'expression mn[X,Ax, + 
+ YiA y + ZiAz;]. Faisant la somme, nous trouvons la valeur approchée 
du travail le long du chemin 4B..La limite de la somme, c'est-à-dire 
l'intégrale curviligne (1), donne la valeur exacte du travail. 


& 473. Calcul des intégrales curvilignes 


Pour calculer l'intégrale curviligne 


\ P(x, ÿ) dx + Q(x, ÿ) dy, (1) 
AB 


on doit représenter la courbe AB sous forme paramétrique 
z=o(), y =) (2) 


€ Sile chemin d'intégration AB est le segment (a, b) de l'axe des ee l'inté- 


grale curviligne | P{x, y) dx + Q(x, y) dy se transforme en intégrale simple \ P{x, 0) dr. 


AB a 


ce) Nous remplaçons l'arc Au par la corde A;4ç4, et nous supposons que Île 
long de la corde la tension du champ soit constante. 
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ct porter (2) dans l'expression à intégrer. L'intégrale simple 


‘8 


( trrou, 40] @"t) + Qlott), UN) SU) di (3) 
tA 


est égale à l'intégrale curviligne (1). 


RemARrQUE. On peut choisir arbitrairement l’une des fonctions @(#), d(f), sous réserve 
que les deux fonctions œ@(t), &(f) possèdent des dérivées continues sur tout l'intervalle 
(14, {m) à l'exception des points où la tangente varie par saut, comme aux points S, 
T sur Ia fig. 464. En présence de tels points l'intégrale (3) est impropre ($ 328). 

On calcule de façon analogue l'intégrale curviligne prise le long 
d’une courbe gauche. 

EXEMPLE Î. Calculer l'intégrale curviligne 


1=Û-yar+sa (4) 
AB 
le long de la demi-circonférence supérieure x? + y? — a? (fig. 465). 
SOLUTION. Ecrivons l'arc AB sous forme paramétrique : 
xmacost, y=asin!t (S) 


(ici # est l'angle BOMZ, de sorte que f4 = nr, {p = 0). Portant (5) dans 
(4), nous trouvons: 


0 0 
[= (- a sin f d{a cos !) + a cos { d(a sin t) = ea = — na, (6) 
Tr T 


On peut prendre comme paramètre l'abscisse x, autrement dit, 
prendre l'équation de la demi-circonférence sous la forme y = Ya? —x, 
On a alors #4 = — 4, xg = a, et nous obtenons 


pa Ÿ Vas + ra Va 0 Î mt } 


Afin de prendre pour paramètre l'ordonnée y, il faut préalablement dé- 
couper l'arc AB en parties, sinon x ne sera pas une fonction univoque 


de l'ordonnée. 
EXEMPLE 2. Calculer l'intégrale curviligne 


L= . (z— y) ds + 2xy dy (7) 
OABO 
le long du périmètre du triangle 0AB (fig. 466). 
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FIG. 465 r1G. 466 


Sozution. Découpons le chemin fermé OA BO en trois tronçons O4, 
AB, BO. Prenons comme paramètre sur O4 l'abscisse (dans ce cas y —0, 
dy = 0), sur AB l'ordonnée (dans ce cas x = 1, dx = 0), sur BO 
l’abscisse (dans ce cas y = x, dy = dx). Nous avons: 


| 
ZI, = \ (x — >!) dx + 2xy dy =; dx = 
OA 0 


| 
2! 


1 
I = \ (x — 5°) dx + 2xy dy (2 dy = 1, 
AB 0 


0 
= Ÿ es st) dx +227 dy (te + an ds 2, 
BO 1 
START te ee 
Es 


$ 474. Formule de Green 


Soit D un domaine plan limité par le contour K (fig. 467) ct soicnt 
P(x, y) et Q{x, y) des fonctions partout continues dans ce domaine 


P 
avec leurs dérivées partielles 2 , LES On a alors la formule de 


0x  O0y 
Y Green: 
è ap 
(Per ar + oûs, n 85 T5 - ST) ax ar (1 
+K D 
ik) EXEMPLE. Calculer l'intégrale curviligne ZI — 


5 > = (x — y?) dx + 2xy dy le long du périmètre 


FIG. 467 du triangle OAB (fig. 466) (cf. $ 473, exemple 2). 
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SozuTioNx. Nous trouvons d’après la formule (1) en posant P = 
= — 1, Q = 2xy: 


E] Ô 
1 =\( [5 (2xy) on (rx — n" | dx dy =((s dx dy. 
D D 


Ici le domaine D est le triangle 0AB; calculant l'intégrale double nou 
trouvons: 


Ÿ = | 
I =(ar (+ dy = (2x dx = £ . 
0 0 0 


& 475. Condition d'indépendance d’une intégrale curviligne 
du chemin d'intégration 


Supposons que les fonctions P{x, y), Q(x, y) ainsi que leurs dérivées 


2Q 


partielles —— ; LEA" continues dans le domaine D (fig. 468), 


9x dy 
limité par une courbe continue fermée (ne se coupant pas). Prenons 


dans le domaine D deux points fixes A(xo, Yo), B(x1, ÿ,) et considérons 
tous les chemins d'intégration tracés entre À et B et entièrement inté- 
ricurs au domaine D (tels sont les chemins ALB, ANB sur la fig. 468). 
Deux cas sont alors possibles. 

Cas 1 (exceptionnel). Dans le domaine D on a identiquement 
l'égalité 


Q aP 
de dd (1) 
L'intégrale curviligne 
1= \ P dx + Qdy (2) 


AB 
ne dépend pas dans ce cas de la forme du chemin 
d'intégration, do sorte qu’elle est notée: 

B 

\ Pdr +0Qd;. 

À FIG. 463 
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Cas 2 (général). L'égalité (1) n'est pas identi- 
quement vérifiée. Dans ce cas l'intégrale curviligne 
(2) dépend de la forme du chemin d'intégration. 

ExPLICATION. La différence 7, — 1, des intégrales 
curvilignes 7, = Pdz +Qdy, 1,® \ Pdx +Qdyest 


ANB 
égale à la somme J, + (— J:), autrement dit ($ 471, remar. 


que 1)à lasomme | Pdz +0 dy + \ Pdx +Qdy. Cette 


FIG. 469 


ALB 
dernière donne l'intégrale prise le long du contour ALBN4A, et 


elle est égale à l'intégrale double 7, = FRS +) ds dy étendue au domaine 


ALBNA. Si l'égalité (1) est une identité, alors 7, = 0; cela signifie que 7, = 1, 
autrement dit, les intégrales curvilignes le long des chemins ALB, ANB sont égales. 
Si, par contre, l'égalité (1) n'est pas une identité, on peut choisir les chemins AL et 
ANB de sorte que 7, #0 et dans ce cas Z, # L:. 


EXEMPLE 1. Considérons l'intégrale 


I = (rar+ r dy. (3) 
AB 


Les fonctions P{x, y) — y, Q(x, ) = x, TL = 1, _ = 1 sont 
x Gi) 


y 
partout continues, et l'égalité (1) est vérifiée identiquement. Cela 
signifie que pour des points fixes 4, B l'intégrale (3) ne dépend pas du 
chemin d'intégration. Prenons, par exemple, les points 4(0, 0) et B(1,1) 
(fig. 469) et calculons l'intégrale Z le long du chemin rectiligne 47. 
(y = x). Nous obtenons 


Tazs=\xdx + xdx = 1. 


Or mt 


Si nous intégrons le long de l'arc de parabole ANB (x = 2), nous 
1 1 


avons de nouveau 7 4Np = | > aus) + dy = 3 ÿ* dy = 1. Nous ob- 
0 0 
tenons la même valeur en intégrant le long de la ligne brisée ACB. Le long 
1 
du tronçon AC nous avons: y — 0, dy = 0, de sorte que Z4c = O‘dx = 


0 
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= 0; le long de CB nous avons: # = 1, dx = 0, de sorte que Icg = 
1 

” 1:dy — 1. Cela signifie que lacs = lac + op = 1. 

0 


ECRITURE. 
B(1, 1) 
I1= ydx +sdy=1. 
A(0, 0) | 
EXEMPLE 2. Conservant les points 4(0, 0), B{1, 1) considérons 
l'intégrale I — Y* dx + x1 dy. L'égalité (1) devient x — y = 0, autre- 
AB 


ment dit, elle n'est pas une identité. L'intégrale Z dépend maintenant 
du chemin d'intégration. Ainsi, le long du chemin ALB (fig. 469) nous 
1 


avons: Î — (= ds + 4143 = £ et le long du chemin ANB 
0 


1 


1 
I |" d(s*) + y° dy (er Ty) L . 
0 0 


Nous obtenons la même valeur L le Jong de l'arc de parabole ÿ = x°, En général 


dans le cas 2 on peut toujours choisir deux chemins d'intégration le long desquels l'intégra- 
le a des valeurs identiques. 


8 476. Autre forme de la condition trouvée 


THÉORÈME Î. CRITÈRE DE LA DIFFÉRENTIELLE TOTALE. Si on a identi- 
quement 


- =0 (1) 


dans le domaine D, alors pour chaque point de ce domaine l'expression 
P dx +Q dy est la différentielle totale d'une certaine fonction F(x,). 
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Si l'égalité (1) n'est pas une identité, l'expression P dx + Q dy n'est 
la différentielle totale d'aucune fonction. 

EXEMPLE 1. Pour l'expression y dx + x dy (ici P= y Q = x) 
l'égalité (1) est identiquement vérifiée dans n'importe quel domaine. 
C'est pourquoi y dx + x dy est la différenticlle totale d'une certaine 
fonction F(x, y). Dans le cas considéré on peut prendre F(x, y) = xy 
ou y + 3 et généralement xy + C. 

EXEMPLE 2. L'expression y? dx + x° dy ne peut être la différen- 
tielle totale d'aucune fonction, car l'égalité (1), qui prend la forme 2x — 
— 2y = 0, n'est pas une identité. 


ExPLICATION. Supposons que 5° dx + x! dy soit la différenticile d'une certaine 


F.] nJ 
fonction F(x, x). Nous aurions alors dans ce cas: 7 = ÿ?, Er = x, Or, cela est impos. 


o [2F 2 [2F : 
sible, car Îcs dérivées croisées — (5) et — (5) (elles sont continues) doivent être 
ox \dy dy \ 2x 


o è , 
égales ($ 143), autrement dit, l'égalité FES (x?) — y (3°) — 0 doit être identiquermnent 


vérifiée, ce qui n’a pas lieu. 


En vertu du théorème 1, la condition du $ 475 prend la forme sui- 
vante. 

Cas 1 (exceptionnel). L'expression Pdx-+Qdy est (dans le 
domaine considéré) la différentielle totale d’une certaine fonction 


F{(x, y) (appelée primilive). Dans ce cas l'intégrale curviligne P dx + 
AB 
+ Q dy ne dépend pas du chemin d'intégration (situé dans le domaine 
considéré). 
Cas 2 (général). L'expression P dx -| Q dy n'est pas une diffé- 
renticlle totale. J.'intégrale curviligne dépend alors du chemin d'inté- 


gration. 
Dans le premier cas, si l'on connaît la primitive, on peut calculer 


la valeur de l'intégrale en appliquant le théorème suivant. 


THÉORÈME 2. Si l'expression sous le signe d'intégration P dx + 
-+ Q dy est la différentielle totale d'une certaine fonction F{(x, y), alors 
B 


l'intégrale curvitigne | P(x, y) dx + Q(x, y) dy est égale à la différence 
A 
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entre les valeurs de cette fonction aux points B ct 4: 


B(x:, y) B(x1. 1) 
Pdr+Qdy = dF(x, >) = Frs 31) — Else Ye). (2) 
Axe, Ye) A(x: de) 


EXEMPLE 3. L'intégrale I — \2+ dx + x%dy pour des points 


AB 


fixes A(1, 3), B(2, 4) ne dépend pas du chemin d'intégration fear — 


0x 


oo — 2(r) _ 2(2x») = . On demande de trouver la va- 
dy 0x dy 
leur de J. 


SozuTioN. L'expression 2xy dx + x? dy cst la différenticlle totale 
de la fonction x?y. Nous avons en vertu du théorème 2: 
B(2, 4) 
I= d(x'y) = 2:4—11.3 = 13, 
A(1, 3) 


REMARQUE. Dans le cas général il est aussi difficile de trouver 
la primitive que de calculer directement l'intégrale curviligne. 


Toutefois, dans de nombreux cas la recherche de la primitive est 
facilitée. Ainsi, si chacune des fonctions P({x, y), Q(x, y) est une somme 
de termes de la forme 4x7" (4 est une constante, "m et # des nombres 
réels arbitraires), nous trouvons la primitive de la manière suivante. 


Calculons les intégrales indéfinies | P{(x, y) dx, (6x y) dy, en consi- 


dérant constants y dans la première intégrale et x dans la seconde. 
Nous réunissons les deux expressions obtenues en prenant unc seule 
fois chacun des termes entrant dans les deux expressions. On peut 
omettre les constantes arbitraires apparaissant lors de l'intégration, car 
une seule primitive suffit. 
EXEMPLE 4. Calculer l'intégrale curviligne 
B{1, 1) 
1= z(1 +25?) dx + 37° (1° — 1) dy 

A(0, 0) 

[la condition (1) est satisfaite]. 
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3 
SOLUTION. Trouvons: (+ + 2y) dx = _ + x339 (nous consi- 


dérons y constant), EC — 1) dy = x%ÿ3 — ÿ9 (nous considérons x 


constant). 
Réunissons ces deux expressions en prenant une seule fois le terme 


x?ÿ5. Nous obtenons la primitive F{x, y) = = — 3-1 +239, La formu- 


le (2) donne alors: 7 — F(1, 1) = F(0, 0) — he 
2 


NEUVIÈME PARTIE 


Equations différentielles 


& 477. Notions principales 


On appelle équalion différentielle une relation entre la variable indépen- 
dante, une fonction de cette variable et les dérivées de cette fonction 
ae l'ordre n (les différenticlles peuvent y figurer au lieu des déri- 
vées). 

Si la fonction inconnue ne dépend que d’une seule variable, l'équa- 
tion différentielle est dite ordinaire, si elle dépend de plusieurs variables, 
l'équation est appelée équaiion aux dérivées partielles. On ne considère 
ici que les équations différentielles ordinaires. 

La forme générale d'une équation différentielle est la suivante: 

Or, y, Y, Yo, Y M) = 0. (1) 

On appelle ordre de l'équation différentielle l'ordre de la dérivée 

d'ordre le plus élevé figurant dans cette équation. 
2 

ExEMPLE. L’équation 7°’ = _. est une équation différentielle 
du premier ordre, y” + y — 0 une équation du second ordre, y? — x° 
une équation du premier ordre. 

La fonction y — œ(x) est appelée solufion d'une équation différen- 
tielle si après la substitution y = p(x) cette dernière devient une identité. 

Le principal problème de la théorie des équations différentielles 
est la recherche de toutes les solutions de l'équation différentielle donnée. 
Dans les cas les plus simples ce problème se ramène au calcul d’une inté- 
grale. C'est pourquoi la solution d'une équation différentielle est encore 
appelée son intégrale et le processus de recherche de toutes les solu- 
tions l'intégration de l'équation différentielle. 

Plus généralement, on appelle intégrale d'une équation différentielle 
donnée toute équation ne contenant pas de dérivées dont l'équation diffé- 
rentielle est le corollaire. 

ExEMPLE Î. La fonction y — sin x est unc solution (une intégrale) 
de l'équation différentielle du second ordre 


ÿ+y=0, Ad 
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car en portant y — sin x dans l'égalité (2), elle devient 
(sin x)” + sin s = 0, (3) 
autrement dit se transforme en identité. 


Les fonctions y — ne sin +, y = Cos #, y = 3 cos x sont aussi dos 
2 


solutions de l'équation (2); la fonction y = sin # + — n'est pas une 


solution. 
EXEMPLE 2. Considérons l'équation différenticile du premier 
ordre 
ay + y = 0. (4) 
La fonction 


1,5 
je (5) 
est une solution de l'équation (4), car en y portant (5) cette équation 
se transforme en identité 


z°1,5 je 0. 
zx 


— 1! 


Par ailleurs, (5) est une intégrale de l'équation différentielle (4). 
L'équation 
xy = 0,2 (6) 
est aussi une intégrale de l'équation différentielle (4). En effet, il découle 
de (6) que (xy)’ = 0, ce qui nous donne (en appliquant la formule de Ja 
dérivée du produit) l'équation (+). Nous obtenons de l'intégrale (6), en 
la résolvant en y, 


Va (?) 


x 


La fonction (7) est une solution de l'équation différentielle (4). Par ailleurs 
l'équation (7) est aussi une intégrale de l'équation (+). 
Les équations xy — W3, xy — —2, xy = x, etc., sont également des 


intégrales de l'équation différentielle (4) et les fonctions y = 5, PT 


= = y = LL etc., ses solutions. 
x x 


EXEMPLE 3. Trouver toutes les solutions de l'équation différen- 
tielle du premier ordre 


y = Cus r. (8) 
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SOLUTION. La fonction inconnue y := (x) est la primitive de la 
fonction cos x. La forme la plus générale de cette fonction est l'inté- 


gralo indéfinic À cos x dx. Par conséquent, toutes les solutions sont con- 
tenues dans la formule 


ÿ == sin x + C. (9) 


La fonction y — sin x + C, contenant unc constante arbitraire C, 
cst la solution générale *® de l'équation (8), la fonction y = sin x 


(et aussi y = sin + + ra y = sinx—1, etc.) en est une solulion 


particulière. 


& 478. Equations différentielles 
du premier ordre 


La forme générale de l'équation différentielle du premier ordre est 


Dr, y, y) = 0. (1) 
L'équation résolue par rapport à y’ est de la forme 
ÿ = {G, y). (2) 


On suppose que f(x,y) est définie univoaucment cet continue dans un 
certain domaine; on recherche les intégrilcs appartenant à ce domaine. 


& 479. Interprétation géométrique des équations différentielles 
du premier ordre 


La courbe L (fig. 470) représentant unc intégrale quelconque de 
l'équation différenticlle 


y" = fx, y) (1) 


est appelée courbe intégrale de cette équation. 

La dérivée y’ est le cocfficient angulaire de la tangente T’T à la 
courbe intégrale. Avant même de trouver la courbe intégrale passant par 
le point donné M{(x, y), nous pouvons trouver y” à l’aide de l'équation 
(1) et mener par M la droite T’T. Cette dernière indique la direction 
de la courbe intégrale. L'ensemble des droites T’T correspondant à tous 


ce) Cf. $ 481 pour la définition des solutions générale et particulière de l'équation 
différentielle du premier ordre ct $$ 493, 494 pour les équations d'ordre plus élevé. 
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les points possibles du domaine considéré est appelé 
champ de directions de l'équation (1). 

Géométriquement, intégrer l'équation (1) signi- 
fic trouver les courbes pour lesquelles la direction de 
la tangente coïncide en chaque point avec la direc- 
lion du champ. 

Pour le champ de directions des fig. 471, 472, 

FIG. 470 on peut construire au jugé (approximativement) 
les courbes intégrales. 

EXEMPLE 1. On a représenté sur la fig. 471 le champ de directions 

de l'équation 


de) y». (2) 


L'équation (2) signifie que la direction du champ au point M{x, ;) 


est perpendiculaire à la droite OM | le coefficient angulaire de la direction 


du champ est et celui de la droite Of 2 . On voit aisément que 
les courbes intégrales sont des circonférences de centre au point O. Par 
conséquent, les intégrales de l'équation (2) sont de la forme 
x'+y at, (3) 
où a? est une constante qui peut prendre n'importe quelle valeur positive. 
Les fonctions 
y Van, y=— Van (4) 
sont les solutions de l'équation (2), ce qu'il est aisé de vérifier. 


Qù 
1! > 
D 7) 1 


LA 
Tjtols\ 
fr 


FIG. 472 


» 
s 
Vs 
V 

\ 
\ 
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REMARQUE. Conformément au $ 478, on doit négliger les points 


de l'axe OX, car la fonction f(x, y) — —Ÿ n'est pas définie en ces 


points. Toutefois, nous représentons en ces points également la direction 
du champ (par des traits verticaux). Nous élargissons donc le sens de 
l'équation (2) (conformément à son interprétation géométrique). 
Notamment nous comprenons l'écriture (2) comme l'ensemble de 

deux équations: 

dy x dx y . 

dx y dy >: (Zu) 
Dans la seconde équation x est considéré comme une fonction de y. Con- 
formément à cela, nous estimons que les solutions sont non seulement 
les intégrales (4), mais également les intégrales | 


x=sVa y, z = — Var à. (4a) 
Les équations (2a) sont équivalentes en tous les points non situés 
sur les axes OX, OY. La deuxième équation (2a) remplace la première 
en tous les points de l'axe OX (excepté le point O). Toutefois, le point 
O reste exclu. Cela est d’ailleurs naturel: aucune courbe intégrale ne passe 
par ce point (la circonférence x? + y? = a? dégénère en un point). 
Il cst préférable d'écrire l'équation (2) considérée au sens élargi 
sous la forme 


xdx + y dy = 0. (5) 


On souligne ici l'équivalence des variables x, y. L'équation (5) peut 
être mise sous la forme d{(x? + y?) — 0. Cela signifie que x? + y? est une 
constante, et nous obtenons de nouveau l'intégrale (3). 

ExEMPLE 2. On a représenté sur la fig. 472 le champ de directions 
de l'équation 


dy y 
cn (6) 
Les courbes intégrales sont les droites y = Cx. En comprenant l'équation 
(6). au sens élargi (cf. plus haut, remarque), nous pouvons représenter 
également le champ de directions en tout point de l’axe OY (excepté 
le point O). Nous obtenons des traits situés le long d'une droite verticale. 
Cela signifie que la droite x = 0 fait partie des courbes intégrales y = Cx. 
Au point O la direction du champ reste indéterminée: c'est le point 
d'accumulation des courbes intégrales de toutes directions. 
Les fonctions 
y = Cx (C constant), (7) 


ainsi que les fonctions 
x = Ciy (C; constant) (7a) 
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sont des solutions (des intégrales) de l'équation (6). Les équations 


y x 3? : 2: 
pa in C, + = C, FF C, C, (8) 
etc., sont aussi des intégrales de l'équation. 
L'équation (6) s'écrit sous la forme 
zady—ydx = 0. (9) 
dy — ydx 
En divisant (9) par x?, nous obtenons: TT = 0, autrement 
x 
dit, af = 0. Nous en tirons l'intégrale = C. Divisant (9) par 
x x 


+ ] 
y? nous obtenons: LAS Clici C;, = _ : 


: y 
EXEMPLE 3. Le champ de directions d'une équation de la forme y’=— 
— f(x) a été considéré au $ 295 (exemples 1-3). Les courbes intégrales 


ÿ = ( f(x) dx sont équidistantes (dans la direction de l'axe OY). 


$S 480. Isoclines 


La construction du champ de directions de l'équation y” = f(x, y) est 
facilitée si l’on dessine au préalable les fsoclines, courbes le long desquel- 
les la fonction f(x, y) possède une valeur constante. En tous les points 
d'une isocline quelconque la direction du champ est constante. 
Exempre. Les isoclines de l'équation y” — x + y? sont les circon- 
férences +2 + y? — a? (fig. 473). En 
tous les points de la circonférence 
x? + y? = 1 (lc rayon OC est pris 
pour unité d'échelle) le cocfficient 
angulaire y’ de la direction du champ 
est égal à l'unité, en tous les points 
de la circonférence 4? + y? — 2 (de 
rayon OD = Y2) nous avons y’ — 2, 
etc. Les courbes intégrales sont re- 
présentées en traits gras. 
REMARQUE. Lorsqu'on utilise 
les isoclines, il n'est pas nécessaire 
de représenter le champ de direc- 
tions par des traits. Il suffit d’affecter 
chaque isocline d'une cote donnant 
la valeur du coefficient angulaire. 
FIG. 473 Sur le dessin où l'on a tracé les 
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isoclines on représente en outre un faisceau dense de rayons ct sur cha- 
que rayon on marque son coefficient angulaire. On obtient la solution 
en construisant des traits parallèles aux rayons correspondants. 


& 481. Solution particulière et solution générale 
des équations différentielles 
du premier ordre 


L'équation différentielle du premier ordre 
y = f(x, y) (1) 


possède une intinité de solutions (cf. exemples du $ 479). En règle géné- 
rale, par un point donné du domaine considéré ($ 478) passe une 
seule courbe intégrale ‘®. La solution correspondante de l'équation 
(1) est appelée solution particulière cet l'ensemble de toutes les solutions 
particulières est dit solution générale. On s'efforce de représenter la solu- 
tion générale de l'équation différentielle (1) sous forme d'une certaine 
fonction 

y = œ(r, C) (C est une constante), (2) 


qui donncrait n'importe quelle solution particulière (pour un choix adé- 
quat de C). Une telle représentation est parfois impossible même en théo- 
ric, alors qu'en pratique elle n'est possible que pour quelques classes pou 
nombreuses (mais importantes) d'équations ($$ 482-486). 

Par contre, on peut toujours trouver la solution particulière passant 
par un point donnée (x, ÿ,) sinon sous forme d'une expression exacte 
à l’aide des fonctions élémentaires, du moins sous une forme approchée 
(avec une précision arbitraire; $$ 490, 491). Les nombres x,, y, sont 
appelés les valeurs iniliales. 

Une intégrale de l'équation différentielle (1) est dite générale si elle 
est équivalente à la solution générale, et parliculière si elle est équiva- 
lente à l’une ou plusieurs solutions particulières. 

EXEMPLE 1. Trouvons une solution particulière de l'équation 

xdx+ydy=0 (3) 
(8 479, exemple 1) pour les valeurs initiales x, = 4, yo =— 3. Les cour- 
bes intégrales de l'équation (3) sont les circonférences de centre (0, O). 
Par le point Af, (4, — 3) passe la courbe intégrale x? + y? — 25. Cette 
équation est une intégrale particulière de l'équation (3). Elle est équi- 
valente à deux solutions particulières: 


y = V25 — 21, 


ym—ÿ25— 1. 


(93 Une exception n'est possible que pour les points où la dérivée partielle f,(x, y) 
est discontinue ou n'existe pas. 


23-1158 
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La seconde est celle que nous recherchons (la première ne passe pas 
par À). 

EXEMPLE 2. La solution particulière de l'équation (3) passant 
par le point (x,, ÿ,) est de la forme 


ymVitt sys si »>0; (4) 
“= Vaidole ed 


Dans les cas où y, = 0, c'est-à-dire que le point (x,, y.) est situé sur 
l'axe OX, la solution particulière (conformément à la remarque de 
l'exemple 1 $ 479) est de la forme 
z=Yx3— 7 si x, > 0; (6) 
xm—ÿ#fai— y" si + <0. (7) 
Au point #4, = 0, y, = 0 (origine des coordonnées) la solution particulière 
n'existe pas. 
L'ensemble des solutions particulières (4), (5), (6), (7) constitue Ja 
solution générale de l'équation différentielle (3). 
Si l'on note C? la grandeur constante x? + y5, on peut écrire la 
solution générale sous la forme 
y= +VCr— a. (8) 
L'équation 
x += C!, (9) 
équivalente à la solution générale (8), est l'intégrale générale de l'équa- 
tion (3). | 


8 482. Equations différenticlles du premier ordre 
à variables séparées 


Si l'équation différentielle est de la forme 
P{x) ds + Q(y) dy = 0 (1) 
(le coefficient P ne dépend que de x et le cocfficient Q que de y), on dit 
que les variables sont séparées. 
L'intégrale générale d'une équation à variables séparées est repré- 
sentée par l'équation ‘* 


(Pt: dx +on) dy = C (Cest unc constante). (2) 


(®) Ici et dans ce qui suit le symbole\ signifie une fonction primitive quelconque, 
c'eit-à-diro que le terme constant arbitraire n'est pas pris en considération. Par ailleurs, 


cc ne serait pas une faute si l’on inclut dans l'intégrale | Pts) dx le terme constant C, et dans 


l'intégrale ( 915) dy le terme C,. Toutefois, la solution aurait une forme plus compliquée. 
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Pour trouver l'intégrale particulière correspondant aux valeurs 
initiales #,, 5, on peut procéder de la manière suivante: portant x,, 
;, dans (2) on trouve la valcur correspondante C — C,. L'intégrale 


particulière cherchée sera (pe dx + (onay = C,. Quand la solution 


générale ne nous intéresse pas, il est préférable de trouver la solution 


particulière directement d'après la formule 
x ÿ 


\ P(x) ds #\ Q(y) dy = 0. (3) 
ze Je 
EXEMPLE. Trouver la solution particulière de l'équation 
ns E 25 (4) 


y 
7e pos T 
pour les conditions initiales x, — ÿr Jo = 3. 


SOLUTION. L'intégrale générale de l'équation (4) cst 
fin sac + (= cou—eoss +2V5= (5) 
y 


Posant ici # — = » y — 3, nous obtenons C — 2V3;la solution parti- 


culière cherchée est 
= ARR ES (6) 
On peut l'obtenir directement d'après la formule 


2 
inrdr+ (0 


g 17 


& 483. Séparation des variables, 
Solution singulière. 


L'équation de Ja forme X,Y, dx 4- V,Y, dy = 0, où X,, X, sont les 
fonctions de x seul” et Y,, Y, les fonctions de y seul, peut être ra- 
menée à la forme (1) $ 482 si on la divise par Y,X,. La méthode est appe- 
lée séparation des variables. 


: . L'une d'elles ou les deux peuvent ètre constantes, de mème pour les fonctions 
ts Fr 


23° 


708 MATHÉMATIQUES SUPÉRIEURES 


EXEMPLE |. Considérons l'équation 


ÿ dx — x dy = 0. (1) 
Divisant par xy nous obtenons l'équation 
dx dy 
AE Q) 
où les variables sont séparées. Nous trouvons alors en intégrant 
dx dy : 
70 6) 
c'est-à-dire 
| umMix|—inlyl=c, (4) 
ou bien 
Inl—|=cC. (4a) 


Jntroduisant une nouvelle constante C, liée avec C par la relation 
C= In C;, nous pouvons écrire au lieu de (4a) 

x 

ER CG (1b) 
(cf. exemple 2 & +79). 


Remarque 1. Suit y = k la racino de l'équation Y, -- 0. La fonction v 2 k (qui 
SC ramèno à la grandeur constante &) cst l’unc des solutivns de l'équation différenticlla 
NY dx + A3Ye dy = 0 (car pour y = À nous avons dy = 0 ct par hypothèse }”, = 0). 
Cette solution peut étre perduc lors de la division par Y, \,. De même, on peut perdre la 
solution + =: f, où l'est la racine de l'équation X, = 0. Ainsi, dans l'exemple 1 en obtenant 
la solutivn (4) nous avons perdu la solution particulière y r: 0 de l'équation différentielle 
(1) ainsi que la solution particulière x = 0, En cffct, l'équation (4) n'a pas do scns pour 
y == 0 comimo pour x :: Ü (le nombre zéro n'a pas de logarithnc). 

En nous libérant des logarithmes dans l'égalité (4a), nous avons de nouveu 
introduit la solution x = 0 (pour C, == U). 


EXEMPLE 2. Trouver toutes les solutions de l'équation 


Vi pds —ydy = 0. (5) 
SOLUTION. Dans la bande limitée par le couple de droites y == + 1, 


— y? d d 
l'uno au moins des fonctions = AE +. | = 
y dx Vi y dy 
cst univoquement déterminée ct continuc. A l'extéricur de cette bande 
aucunc des fonctions mentionnées n’est déterminée. Cela signific ($ 478) 
que toutcs les intégrales de l'équation (5) sont situées dans la bande 
limitée par les droites y = -+ 1. 
Divisons l'équation (5) par W1.— y2. Nous obtenons 


y dy 


dx — ——— 5 0, 
Yi y 
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où les variables sont séparées. Nous trouvons 
en intégrant 

x—ÿi—y=0c 
ou 

z—C=Yi y. (6) 

Cette équation définit une famille 

de demi-circonférences représentée sur la 
fig. 474. Toutefois, elle ne comporte pas . 
toutes les courbes intégrales de l'équation (5): en divisant cette 


dernière par V1 — >?, nous avons perdu les solutions y = 1 et y — —1 
(les droites nu et u’u’ sur la fig. 474). 


FIG. 474 


Remarque 2. Les solutions que nous avons perdues ne sonf pas des solutions parti- 
culières (à la différence des solutions que nous avons perdues dans l'exemple 1). En effet, 
nous avons appelé ($ 481) solution particulière une solution qui est wnigwe pour certaines 
valeurs initiales. Or, par chaque point de la solution ÿ = 1 passent deux solulions ; par exem- 
ple par le point Af, (0,1) (fig. 474), outre la droite y == 1, passe la demi-circonférence x = 


= Yi — y* quiest une autresolution de l'équation (5); cette solution s'obtient de (6) 
pour C == 0. 


L'équation (6), bien qu'elle n’englobe pas toutes les solutions, con- 
tient toutes les solutions particulières (les demi-circonférences) de sorte 
qu'elle est l'intégrale générale de l'équation (5). Les solutions y — 1, 
y = —1 sont appelées singulières. 


En général, l'intégrale d'une équation différentielle du premier 
ordre est dite singulière si par chacun de ses points passe au moins en- 
core une intégrale. 


& 484. Equation aux différentielles totales 


Si les coefficients P(x, y), Q(x, y) de l'équation 
P{x, y) dx + Q(x, y) dy = 0 (1) 
satisfont à la condition 


"3 (2) 
le premier membre de (1) est alors la différenticlle totale d'une certaine 


fonction F(x, y) (de la fonction primitive de l'expression P dx + Q dy; 
cf. $ 476). L'intégrale générale de l'équation (1) sera 


F{x, y) = C. (3) 
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ExemPLe. Trouver l'intégrale particulière de l'équation 


2 — y x +1 
PC dx re en (4) 


pour les conditions initiales x, = 1, y, = 1. 
SOLUTION. La condition (2) est vérifiée. En outre, les fonctivns 


P(x, y) =1 — 2,0 = 1 + se se décomposent en termes de Ja 
x x 


forme 4x”. C'est pourquoi nous trouvons la fonction primitive ($ 476, 
remarque) de façon suivante. 
. Effectuons l'intégration 


4 y 
((: — 2) dx = x + a (pour ÿ constant), 


((: + :) dy = y + _ (pour z constant). 
Réunissons ces expressions en ne conservant qu'une fois le terme 
LA La fonction x + y + LA est unc primitive. L'intégrale générale sera 
x x 
y 
FI c (S) 
Portant les valeurs initiales x — 1, y =— 1, nous trouvons C = 3, 


L'intégrale particulière cherchée cst x-1- y -{ = 3: 
x 


$ 484a. Facteur intégrant 


#? 


Si les cocfficients P(x, y), Q(x, 7) de l'équation 
P{x, y) dx 4 Q(x, y) dy = 0 (1) 
ne vérifient pas la condition 


ES (2) 


le premier membre de (1) n'est pas une différenticlle totale. Toutefois, 
il est parfois possible de choisir un facteur M{(x, y) tel que l'expression 
M{(P dx + Q dy) devienne la différentielle totale d'une certaine fonction 
F, (x, y). L'intégrale générale est alors 


Fils, ») = C. 
La fonction Af(x, y) est appelée le facteur intégrant. 
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EXEMPLE. Le premier membre de l'équation 2y dx + x dy = 0 
n'est pas une différentielle totale. Or, si nous muitiplions par x, nous 
obtenons: 


x(2y dx + x dy) = d(x!y). 
L'intégrale générale de cette équation est 
s'y = C. 
REMARQUE. Toute équation différentielle possède des facteurs 


intégrants (et même une infinité). Mais il n'existe pas de procédé géné- 
ral permettant de les trouver. 


& 485. Equations homogènes 


L'équation différentielle du premier ordre 
Mdx+Ndy=0 (1) 


: | M ù 
est dite homogène si le rapport _ peut être représenté comme une 


fonction de que nous désignons par la lettre f: 


x 
y 
l = pa . (2) 
Ainsi, l'équation 
(+ Va + y)dzx — x dy m0 (3) 


est homogène, car 
M y+fe+y y ; 
FENTE ou (4) 
La substitution 
y = 1x (d'où dy = ft dx + x di) (5) 


transforme toute équation homogène en une équation à variables sé- 
parées. 
EXEMPLE 1. Intégrer l'équation (3) pour les conditions initia- 
SOLUTION. Après la substitution (5) l'équation (3) devient 


Vst+attdx— xd m0 (6) 
IsiVitid—- sd = 0. (7) 


ou 
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Les variables sont séparées. Nous obtenons 


lst Vite ) 

Lors de la séparation des variables nous avons perdu la solution 

x = 0. Toutefois, il est évident qu'elle ne satisfait pas aux conditions 
initiales. 

Comme on doit intégrer pour les conditions initiales x, — 3, 

lo = Jo …. l'abscisse x est positive (cf. plus bas, remarque), et on 


0 
doit poser 


Ixl= x. (9) 
Nous obtenons 
fer L(_#, 
Va rer (10) 
3 413 
d'où | 
Inx—iIn3=inlt+Ÿi+t|—1n3. (11) 


Remplaçant 4 par À ct nous libérant des logarithmes, nous oabtenons 


l'intéprale particulière, 


y y" 
LE à \f: Fos (12) 
La solution particulière correspondante est 
x— 1 
per nl. (13) 


Reuanqur. Le premier membre de la formule (10) n’a pas de sens si la limite supé- 
rieure est nulle ou prend des valcurs négatives. C'est pourquoi nous avons dû, lars de la 
recherche de la solution, nous borner aux valeurs positives de x. La réponso à la question 
de savoir si la fonction (13) donne aussi la solution de l'équation (3) pour x < 0 exige une 


étude complémentaire. La substitution de l'expression (13) dans le premier membre de (3) 


en donne la solution pour foules Iles valeurs de x. 


| 4 
montre que la fonction y — 


ÉXEMPLE 2. Intégrer l'équation (3) pour les conditions initia- 
ls Yo = — 3, Yo = 4. 

SOLUTION. On procède de li même façon que dans l'exemple Î. 
Toutefois, au lieu de (9) on doit poser 


Ixi—— 3, (92) 
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de sorte qu'au licu de (10) nous obtenons 


Lfte (2, 
Ro TE (195) 
— 4 
73 
d'où 
—Wisitmi=impes VF im. (11a) 
Nous avons alors au licu de (12) 
1 us 
ES V1 +2 (122) 
ou 
1 Let 
——— 7 _ IEEE (12+) 


(on a Île signe moins devant la dernière fraction parce que pour x < 0 


nous avons ÿx? — — x). Nous obtenons de (12h) la solution particu- 
lière cherchéc 
x'— 1 
y = 2 * 


Elle coïncide avec la solution de l'exemple 1 (cf. remarque de l'exemple 1). 
Si, sans tenir compte de (9a), nous avions utilisé (10) ct non (10a), 
nous aurions obtenu un résultat crroné. 


& 486. Equations linéaires du premier ordre 


L'équation différentielle du premier ordre 
Mdx1N dy =0 (1) 


est dite linéaire si le rapport = ne contient y qu'au premicr degré 


(est linéaire relativement à y). Il est admis d'écrire l'équation linéaire 
sous la forme 

Y + Pa) y = Q(); (2) 
ici P(x) ct Q(x) sont des fonctions arbitraires (continucs) de x. 

Si, en particulier, Q(x) — 0, on dit que l'équation linéaire (2) cst 
sans sccond membre ‘®. Dans ce cas les variables se séparent cet la solu- 
lion générale est de la forme 

— (r dx 
er (3) 


(2 L'équation linéaire sans second membre est aussi appelée homogène, Maïs cette 
appellation à également une autre signification ($ 4851 


y = Ce 
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EXEMPLE Î. Trouver la solution générale de l'équation sans 
second membre 


u 


y y = 0. (4) 


x 
1+3:! 


SOLUTION. Séparant les variables nous obtenons 


FEES (5 
d'où 
Imlyl= ln (i + st) + C (6) 
ou : 
y=CVi+s, (62) 


où C; = eC, Nous aurions obtenu le même résultat en appliquant la for- 


mule (3) [pour P= : 
1+ x? 
z dx | 
\— ——— —In(1 + sx!) 
y = Ce EP Ce =chits. 


REMARQUE 1. La solution particulière y = 0 tirée de (6a) pour C, — 
= 0 ne peut être obtenue de (6); on perd cette solution en divisant l'équa- 
tion (+) par y. En nous libérant des logarithmes figurant dans (6), nous 
introduisons de nouveau la solution y = 0. Cf. $ 484, exemple 1. 

REMARQUE 2. En pratique l'application de la formule (3) ne donne 
pas un avantage appréciable devant les transformations successives 
indiquées dans l'exemple 1. 

L'équalion avec second membre [dans laquelle Q(x) # 0] est intégrée 
de la manière suivante: trouvons la solution générale (3) de l'équation 
sans second membre correspondante; remplaçons dans cette solution 
la constante C par la fonction inconnue #. Portons l'expression obtenue 
dans (2). Après simplifications les variables #, x se séparent et en inté- 
grant nous trouvons l'expression de # en fonction de 4. La fonction 

—\?P dx 
y = ue sera la solution générale ‘*? de l'équation (2). 
EXEMPLE 2. Trouver la solution générale de l'équation 


x 
tr ur (7) 


(°2 Cette solution générale s'exprime par la formule 


(re fre ta a fr dx . 
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SOLUTION. La solution générale de l'équation sans second membre 
correspondante cst (cf. exemple 1) y — CY1 +4. +2. Remplaçant la cons- 
tante C par la fonction inconnue #, nous obtenons: 


y—uÿi+at, (8) 


d'où 


x 
= — V1 8 . 
HR (9) 


Portons (8) ct (9) dans (7). Nous trouvons après simplifications: 
du x 
dx Mrs 

Nous en tirons l'expression de # en fonction de x: 


zx dr 


= = Vitai+oc. 
# Yi 4 à 1 (10) 
En vertu de (8) ct (10) la solution générale de l'équation donnée sera 
ya(Vita+c)Vit a ®. (11) 


REMARQUE. On intègre de manière analogue l'équation 
d 
D + P{y)x = Q(») (12) 


obtenue de (2) si l'on intervertit les rôles de x ct y. 


& 487. Equation de Clairaut 

On appelle égualion de Clairaut toute équation différentielle de la forme 
y =xy + (y). (1) 
y = aC + œ(C). (2) 


L'équation de Clairaut possède en outre une intégrale singulière ($ 483); 
cette dernière s'obtient en éliminant le paramètre f entre les équations 


sq), y = —19"(1) + ol). (3) 


Son intégrale générale est 


€°> Nous obtcnons le méinc résultat | pour lP = — 1H er rT Q — ]en vertu de la 
formule (A): 


(- x dr \ x dx 
LT 2 TNT 
ie: De a] ru | (ra 


m(Yitra+c)Yt+rat. 


+ | Vita 
2! 
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L'intégrale générale (2) est représentée par l'ensemble des droites tan- 
gentes à une certaine courbe L. L'intégrale singulière est représentée 
par la courbe L elle-même [les équations (3) la représentent sous forme 
paramétrique]. 

EXEMPLE. L'équation 


y=xy —Y" (1a) 
est une équation de Clairaut. Son intégrale générale 
; = Cx — C: (2:) 


est représentée par l’ensemble des droites (fig. 475) tangentes à la para- 
bole 


| 
AT 2 (4) 
L'équation (4) cest une intégrale singulière. Elle s'obtient de la 
manière suivante. Nous avons dans l'exemple donné off) = —1#2 
@’(#) = — 2t et les équations (3) s'écrivent 
x=21, y = (3, (3a) 


Eliminant f, nous obtenons (4). 

EXPLICATION. Montrons sur l'exemple de l'équation (la) comment 
obtenir l'équation de l'intégrale singulière. 

La courbe L tangente aux courbes intégrales (2a) est elle-même 
une courbe intégrale (car sa direction coïncide en tous les points avec 
celle du champ). Elle doit avoir avec chacune des droites 

y = Cr —0C! (5) 
un point commun W{x, y). Tout en étant constante pour chaque droite 
(5), la grandeur C varie d’une droite à l’autre de sorte que les coordonnées 
x, y sont des fonctions de C. 
Trouvons ces fonctions. Comme 
le point Nr, y) cest situé sur la 
droite (5), nous devons avoir 
l'identité 

F — Ci —C:, (6) 
Comme au point N les directions 
de la courbe ZL ct de la droite (5) 
coïncident, les différentielles dy, dx 
doivent être dans le mème rapport 
que les différentielles dv, dy des 
coordonnées de la droite (5), au- 
trement dit on dait avoir: 


FIG. 475 dy = Cdi. (7) 
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Par ailleurs, les différenticlles dx, dÿ doivent satisfaire à l'égalité 
dy = C d3 «+ x dC — 2C dC, (8) 


obtenuc en différentiant l'identité (6). Comparant (7) et (8) nous obte- 
nons: (# — 2C) dC = 0, autrement dit 


x = 2C. (9) 

Telle est l'expression de la fonction x. En la portant dans (6), nous trou- 
vons: 

y = C?. (10) 

Les équations (9), (10) nc diffèrent de (3a) que par leurs notations. 


& 488. Enveloppes 


DÉFINITION 1. Un ensemble de courbes constitue une famille de courbes 
(à un paramètre) si à chaque courbe on pcut faire correspondre un certain 
nombre C (lc paramètre de la famille) de manière qu'à la variation con- 
tinuc de C corresponde la transformation continue de la courbe. L'équa- 
tion de la formo 


fx, y, C) = 0, (1) 


où /(+, y, C) est une fonction continuc des trois variables x, y, C, repré- 
sente unc famille de courbes dans le plan. Les différentes courbes de la 
famille correspondent aux diverses valeurs de C. 
L'équation (1) est appelée équation de la famille de courbes. 
LXEMPLE 1. L'équation 


y =Cx—0C! 
représente la famille de droites représentée sur la fig. 475. On a pris 
pour paramètre le cocfficient angulaire de la droite. 
EXEMPLE 2. L'équation 
(s—Ch + =1 
représente la famille des circonférences de rayon 1 cet de centre sur l'axe 
OX. Le paramètre cst l'abscisse du centre. 
EXEMPLE 3. L'équation 
A+ y= C! 
représente une famille des circonférences de centre au point O(0, 0). 
Le paramètre cst le rayon. 
DÉFINITION 2. On dit qu’une courbe est une enveloppe des courbes 
de la famille donnée si colle ost tangente à chacune d'elles. 
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Dans l'exemple 1 l'enveloppe était la parabole y — ” x? (cf. $ 487), 


dans l'exemple 2 le couple de droites y = + 1, dans l'exemple 3 les cour- 
bes ne possèdent pas d’enveloppe. 

THÉORÈME. L’enveloppe de la famille des courbes représentée par 
l'équation (1) appartient au lieu géométrique des points vérifiant les 
équations 


x, 3, C)=0, Jilr y, C)=0 (2) 


pour toutes les valeurs possibles de C. Si l'on élimine C entre les équations 
(2), on obtient l'équation de ce lieu. 

REMARQUE 1. Il n'est pas exclu que l'enveloppe ne constitue 
qu'une partie du licu et il peut arriver même que le lieu existe, mais que 
les courbes ne possèdent pas d'enveloppe. 

EXEMPLE 4. Soit y = Cx — C3 l'équation d'unc famille de draitcs. 
Ses points décrivant le lieu géométrique sont représentés par les 
équations 


y =Ci— Ci, x — 2C = 0. 
De ] 
Eliminant C, nous obtenons y =: — x°. Le lieu est unc parabole 
4 


confondue avec l'enveloppe (cf. exemple & #87). 
EXEMPLE 5. Considérons les circonférences définies 
Y par l'équation générale 
(x — Ch + 5 = 1. 
Les points décrivant le lieu géométrique sont représentés 
par le système 


{x—- Ch+37=1, — 2x —C) = 0. 


Eliminant C, nous obtenons 3? = 1. Le lieu (le 
couple de droites y = + 1) coïncide avec l'enveloppe 
(cf. $ 483, cxemple 2). 

EXEMPLE 6. Le licu décrit par les points de la fa- 
mille des paraboles semi-cubiques (y — C)? = 2% (fig. 476) 
est la droite x — 0, mais ces parabolcs ne possèdent 
pas d'enveloppe. 

REMARQUE 2. Si la famille (1) représente l'in- 
tégrale générale d'une certaine équation différentielle, 
alors l'enveloppe représente une intégrale singulière. 
S'il n'y a pas d’enveloppe, il n'y a pas d'intégrale 
FIG. 476 singulière, 
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& 489. Intégrabilité des équations différentielles 


On a considéré aux $$ 482-487 les principaux types d'équations diffé- 
renticlles du premicr ordre dont la solution sc ramène à la recherche des 
intégrales des fonctions connues ‘*. On dit de telles équations qu'elles 
se ramèncnt à des quadralures. 

On rencontre également en pratique des équations du premier ordre 
qui ne sc ramènent pas à des quadratures. Lors de la résolution des 
équations différenticlles d'ordres supérieurs de tcls cas sont encorc plus 
fréquents. Pour résoudre les équations ne sc ramenant pas à des quadra- 
turcs, on utilise des méthodes approchéces. A leur sujct cf. 88 490-492. 


& 490. Intégration approchée des équations différenticiles 
du premier ordre par la méthode d'Euler 


Soit donnée l'équation 
> = J(x, y) (1) 


avec les valeurs initiales +2. 4,, y-:7,. On demande de trouver sa solution 
dans un certain intervalle (x,, +). Divisons cet intervalle en n parties 
(égales ou non égales) pur les points successifs x,, x,, .…, x4_1 (fig. 477). 


Dans l'intervalle particl (x,, x,) nous posons: 
Y = Ye + {(xes Ye) (x — xe), (2) 


autrement dit, au licu de la courbe intégrale cherchée M,K, on prend 
sa tangente Af,M.. 

Au point x = x, nous obtenons la va- 
leur approchée de la solution cherchée 


a = Yo + res Se) (ra — 70) 7 Ye + [lt Ye) Are. (3) 
Dans l'intervalle partiel (x,, x,) nous posons 
Y = Pat {ru 1) (x — x), 


autrement dit, nous remplaçons la courbe 
intéprale cherchée M,K, par la tangente 
Mifs à la courbe intégrale A{,K, (une 
double erreur apparaît alors: la tangente To I 

M,Af, s'écarte de la courbe M,K,, ct cette F1G. 477 


ie 4 Ces intégrales peuvent ne pas s'exprimer à l'aide des fonctions élémentaire 
09). 
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dernière ne coïncide pas avec la courbe cherchée Af,K,). Poursui- 
vant ce processus, nous obtenons les valeurs approchées successives 
Jam Yi + {as Y1) At 
Ya = Ya + fxu Ys) Axe (4) 


Yn = Ya + J(Xn-5 Yn-1) ATa-:. 


Pour les intervalles partiels suffisamment petits nous atteindrons 
n'importe quelle précision, mais cela au prix des calculs laborieux. C'est 
pourquoi la méthode d'Euler n'est appliquée que pour les approxima- 
tions grossières. Le plus souvent il est avantageux de diviser l'intervalle 
(4 x) en parties égales. 

EXEMPLE. Trouver la solution approchée de l'équation 


1 
YŸ #7 * 
dans l'intervalle (0, 1) pour les conditions initiales +, = 0, y, =: 1 
ii f(x, y») = 3° : 
SozurTion. Divisons l'intervalle (0, 1) en 10 parties égales, de 


sorte que 
Ar, = An = = Ar = 0,1. 


Nous trouvons successivement à l'aide des formules (3) et (4): 
Î | 
Yi = Yo + > seYedre = 1 +3:v:1:0,1 es À, 
1 1 
N=Y +3 nds = 1 LD LE 10,1 == 1,005, 


etc. Disposons les résultats d'après le schéma suivant: 


| V'alcur e 
F- | ; As = sys C Le . 

2 
0 1 0 1 
0,1 1 0,005 1,0025 
0,2 1,003 0,0101 1,000 
0,3 1,0151 0,0152 1,0227 
0,4 1,0303 0,0206 1,0408 
0,5 1,0509 0,0263 1,0645 
0,6 1,0772 0,0323 1,0942 
0,7 1,1095 0,0392 1,1303 
0,8 1,1487 0,0459 1,1735 
0,9 1,1946 0,0538 1,2244 
1,0 1,2484 1,2840 
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On forme avec les deux premières colunnes unc table de solution approchéc. 


L'équation considérée admct également la solution cxacte en vertu 
y x 


e. dy 1 7° 
de la formule \ _— ( a x dx, d'où y=e" . Les valeurs correspon- 
ÿ 


dantes de y sont donnécs dans la dernière colonne. La comparaison avec 
la première colonne montre que l'erreur augmente progressivement avec 
+ ct atteint 2,9% pour x = 1. 


& 491. Intégration des équations différentielles 
au moyen des sérics 


La solution de l'équation 

y" = f(x, ») (1) 
pour les conditions initiales x = #94, y = y, peut être recherchée sous 
forme de série des puissances de x — x,, autrement dit, sous la forme 


Y = Yo + Cr — 70) + car — 2e)" + + Cas — x) + … (2) 


Les facteurs c;, c,, .…, Ch, sont trouvés par la méthode des cocfficicnts 
indéterminés ($ 307) ou par d'autres procédés. 

La méthode de résolution des équations différentielles au moyen 
des séries fut systématiquement appliquée par Newton ($ 292). À la 
différence de la méthode d'Euler qui donne la solution sous forme de 
table ($ 490) la solution s'obtient ici sous forme de formule. Cette dernière 
n'est toutefois pas valable à l'extérieur de l'intervalle de convergence 
de la série. Des cas sont théoriquement possibles où la solution ne peut 
être représentée par unc série (cf. $ 400). L'étude théorique de cette ques- 
tion a été effcctuéc par Cauchy. Kovalevskaïa a étudié un problème 
analoguc pour les équations aux dérivées partielles. 

Malgré ces restrictions la méthode des séries est d’une grande portée 
pratique. 

EXEMPLE. Trouver la solution de l'équation 


T + x} (3) 
pour les conditions initiales x, = 0, y, = 1. 
SoLUTION. Nous posons, conforméinent à la formule (2): 
= 1 + ar + + cut + eau EL (4) 


Les cocfficients c,, €,, €, ... sont pour l'instant indéterminés. 
Dérivant (4) nous trouvons: 
= Gt Zat + Dent + dent + … (5) 
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Portant (4) et (5) dans (3), nous obtenons: 


1 . 1 1 
Ci + 2x + 3c,xt + 4cext +... = 3% + 3 C2? + 2 Cart + (6) 


Egalons maintenant les coefficients des mêmes puissances de x. Nous 
obtenons les relations 


 =0, 23 = JL 3c, = Jr Co dc, = 5 Carre (7) 
Nous en tirons successivement les coefficients 
ü = 0, a=—+, = 0, =: Co = 0, (8) 
La solution cherchée s'écrira 
patates taste (9) 


Pour x = 1 nous obtenons y = 1,2839 (cf. table $ 490). Le dévelop- 
st 


—s# 


pement (9) coïncide avec le développement de la fonction e*: 


z! 

4 x? 1 /zx2\9 j/x'\s 

++) +) + do) 
AUTRE SOLUTION. En dérivant successivement l'égalité (3), nous 

trouvons: 


1 | 
J'EN =rr+ rs (11) 
y" = ( + L ss) = y" + . #ÿ", (12) 
Î ’ À 3 ‘’ 1 #9 
pv my +rar]=sy + rar (13) 


etc. Portant dans (3) les valeurs initiales +, = 0, ÿ, = 1, nous trouvons 
y4 = 0; puis de (11) nous obtenons: 


nd 1 , 1 
Ye = trs: 
Nous trouvons de même: 
3 
LL es 1V = — 
Ye 0, Ye 4 , 


etc. Portant les valeurs trouvées dans la série de Taylor 


= ? CE Ye, VE 
nt CR RE TETE SLR 


nous obtenons de nouveau la série (9). 
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& 492. Formation des équations différentielles 


Former unc équation différentielle d'après Îles conditions d'un pro- 
blème (géométrique, physique ou technique) c'est exprimer cn langage 
mathématique la relation entre les grandeurs variables ct leurs accroisse- 
ments infiniment petits. L'équation différentielle s'obtient parfois sans 
que l'on ait à considérer les accroissements, car ils l'ont déjà été. Ainsi, 


ë ) ds : 
en représentant la vitesse par l'expression vu = —» nous nc faisons pas 
di 


appel aux accroissements As, Af, mais cn fait ils sont pris cn considé- 
ration car 
ds 


Œ  ats0 À 

Lors de la formation des équations différenticlles du promicr ordre 
les accroissements infiniment petits sont immédiatement remplacés 
par les différentielles correspondantes. L'erreur ainsi commise cst auto- 
matiquement éliminée par le passage à la limite *”. En général, on peut 
remplacer tout infiniment petit par un infiniment petit équivalent, par 
cxemple un arc infiniment petit par la corde correspondante ou inver- 
sement. 

Il n'existe pas de règles exhaustives pour former les équations diffé- 
rentielles. De même que dans le cas des équations algébriques on doit 
souvent faire preuve d'ingéniosité. Beaucoup dépend de l'expérience 
acquise par la réalisation des exercices. 

EXEMPLE 1. Un réservoir contient 100 litres de saumure obtenue 
par la dissolution dans l'eau de 10 kg de sel. Chaque minute 2 litres de 
saumure s'écoulent du réservoir qui sont compensés par 3 litres d'eau 
pure. Un brassage adéquat conserve une concentration égale de sel dans 
tout le réservoir. Combien de sel restcra-t-il dans le réservoir au bout 
d'une heure ? 

Sozution. Désignons par + la quantité de sel dans le réservoir 
(en kg), par { le temps compté à partir de l'instant initial (en minutes). 

Pendant l'intervalle de temps df (— dx) kg de sel quitte le réservoir 
{x cst unc fonction décroissante du temps, par conséquent dx est une 
grandeur négative et (— dx) une grandeur positive). 

Pour former l'équation calculons la diminution de sel d’une autre 
manière. À l'instant f le réservoir contient (100 -- #) 1 de liquide (une 
dépense de 2f1 et un apport de 3/1) dans lesquels sont dissous x kg de 


sel. Par conséquent un litre de saumure contient a kg de sel. 
100 -+ t 


(°2 Voir la remarque. 
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Pendant l'intervalle de temps d{, 2dt 1 de saumure quittent le réservoir: 


cela signifie que la quantité de sel diminue de = + 2dt Kg. 


Nous obtenons l'équation différenticlle 


2x di 
Te our (1) 
Séparant les variables ct tenant compte des conditions initiales #, — 0, 
*, = 10, nous obtenons: 
x ! 
dx 24} 
-- (os: (2) 
10 0 
autrement dit, 
10 100 +! 
In Pa 2in 100 (3) 


ou 


10 (+ 2) 
x 100 ° 


(32) 


Portant f{ = 60 dans (3a), nous trouvons la quantité cherchée de sel 
Æ 3,91 (kg). 


Pour des valeurs moins arrondies il vaut mieux prendre la formule (3). En multipliant 


ses deux membres par le module 3f($ 242), nous passons des logarithmes népériens aux 
logarithmes décimaux. 


REMARQUE. En formant l'équation (1) nous avons commis une 
double erreur: tout d'abord nous avons remplacé Ax et At par dx et 
di, et ensuite nous avons convenu que pendant l'intervalle d{ la diminu- 


tion de sel vaut =: 2dt kg, c'est-à-dire que la concentration 
100 + 


de saumurc cst égale à 7 au cours de tout l'intervalle de temps 
10 t 


100 


ct elle diminue ensuite. Toutefois, ces deux erreurs sont automatiquement 
compensées. 


En cffcet, pendant un intervalle de temps petit ({, 4: At) la concen- 


(f, {+ dt). En fait elle n’est égale à ne qu'au début de l'intervalle, 


! k —— 
tration de saumure diffère faiblement de - ——-— ie cela signifie que 
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la quantité de sel diminue sinon exactement du moins approximalivc- 


2x At 
ment de = 1. Par conséquent, nous avons l'égalité approchée 
t 
2x A! 
— Ars 100 11 
ou 
Az 2x 


— Œ— ——— , 
At 100 +£ 
Cette égalité approchée est d'autant plus exacte que Àt est petit; en 


d’autres termes — ee est la limite du rapport U quand At 0. 
(4 


100 + ft 
ns OX : dx 
Or, cette limite est la Dern + Par conséquent, la dérivée F7 est 
[4 
exaclement égale à — Æ : 
100 + { 
dx 2x 


dd  100+6° 
Cette égalité exacte est équivalente à l'équation (1). 
ExEMPLE 2. On construit une pile de pierre de 12 m de hauteur 
à sections horizontales circulaires. La pile est calculée pour une charge 
P = 90 t (outre son poids propre). La densité du matériau est y — 


= 2,5 ss » la pression admissible À — 300 —. Trouver les aires des 
ms mi 
bases supérieure et inférieure, ainsi que la forme de la section axiale 
de la pile (pour la dépense la moindre de 
matériaux de construction). 
SOLUTION. L’'aire s, de la base supé- 
rieure peut pour la pression admissible 


k = 300 + résister à une charge Às,, et par 
m 


hypothèse #s, = P. Par conséquent, 
Fr 90 

7 0 06 — 0 (M. (4) 
Désignons par # la distance de la sec- 
tion s (MN sur la fig. 478) à la base 
supérieure. L’aire s de la section horizontale 
croft avec # car, outre la charge P, 
l'aire s est sollicitée par la partie supérieure 
de la pile. Dégageons une couche hori- 
zontale infiniment petite AMNnm. L'aire FIG. 478 


726 MATHÉMATIQUES SUPÉRIEURES 


de sa base inférieure mn dépasse de ds celle de sa base supé. 
rieure AN. C'est pourquoi pour la base inférieure la charge limite 
est de k ds plus grande que pour la base supérieure. D'autre part, la 
charge sur mn cst plus grande que celle sur MAN d'une grandeur égale 
au poids de la couche MANnm, c'est-à-dire de ys dx ‘*”. Nous obtenons 
l'équation différentielle 

k ds = ys dx. (5) 


Séparant les variables et intégrant pour les conditions initiales 
x = 0, s = s, nous obtenons: 


s x 
ds 7 
Es (6) 
$e 0 
d'où 
$ Y 
ln # = nr #. (7) 


Pour trouver l'aire s, de la base inférieure il saut poser x = 12 
(pour s9 = 0,3, y = 2,5, À = 300). Passant aux logarithmes déci- 
maux ($ 242), nous obtenons: 

2,5 


$ 
& 55 = M°305 "12 (8) 


d'où 5, = 0,33 (m?). 
La forme de la section axiale est caractérisée par l'équation de la 


méridienne BD. Désignons par y le rayon de la section AfN'; alors ee 
y \ é 
— 2) , et l'égalité (7) donne: 
Yo 
SA 
2e x où yæye . (9) 
C'est l'équation de la méridienne. 


$ 493. Equations différentielles du second ordre 


La forme générale de l'équation différentielle du second ordre est: 
Dx, y, Y, Y') = 0. (1) 


€*2 Nous convenons que la couche AfN'nm est cylindrique (l'erreur est un infiniment 
petit d'ordre supérieur par rapport à dx). 
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L'équation résolue par rapport à y’’ est de la forme 
Y'a, 5). (2) 


On suppose que la fonction f(x, y, y’) des trois variables x, y, y’ est dé- 
terminée univoquement et continue dans un certain domaine de varia- 
tion de ces variables. 

En règle générale ‘*’, la donnée des conditions initiales x = *,, 
# = Yo Ÿ = Yo (appartenant au domaine considéré) détermine une 
solution unique de l'équation (2). 

Géométriquement, une seule courbe intégrale passe par un point 
donné M{xo, Y,) dans une direction donnée. 

La solution correspondante de l'équation (2) est dite particulière. 
L'ensemble de toutes les solutions particulières est appelé solution géné- 
rale. On s'efforce de représenter la solution générale par une certaine 
fonction 

y = (x, Cu Cs) (Ci et C; sont constants), (3) 


qui donnerait n'importe quelle solution particulière (pour des valeurs 
appropriées de C;, C;). 
REMARQUE. Une infinité de courbes intégrales passent par un 
point donné M(x,, y.), une dans chaque direction possible. 
ExEMPLE. Pour les valeurs initiales x, = 1, yo = 1, ÿ5 = 2 trouver 
la solution particulière de l'équation 


ÿ'=x;. (4) 
SOLUTION. Ecrivons l'équation donnée sous la forme 
dÿ 
* (5) 
y” x 


Tenant compte des conditions initiales nous avons: \ + -(: dx, 
2 1 


2 
c'est-à-dire y” = = ++. Tenant compte de nouveau des conditions 


y 
x1 3 
initiales, nous obtenons: (a = (FE + ;] dx. La solution particulière 
1 
cherchée est donc: 
s 3 
tas: (6) 


«e> Une exception n'est possible que dans le cas où l'une au moins des dérivées 
fute Y Y)h y’ (rs, Y, y’) est discont inue ou n'existe pas. 
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AUTRE PROCÉDÉ. Nous trouvons de (5): 
. x 
2 + Cu (7) 
d'où 
4? 
= txt Ce (8) 
La fonction (8) représente la solution générale, car pour des valeurs 
adéquates des constantes C;, C; elle donne n'importe quelle solution 


particulière. Ainsi, portant dans (7) et (8) les valeurs initiales nous 
aurons: 


1 1 
2 +0 l=r+Qt+C, (9) 
d'où nous tirons: 
3 2 
C; ra 3 , C; = — 3 L 
Portant ces valeurs dans (8) nous retrouvons la solution particu- 


lière (6). 
AVERTISSEMENT. ‘Toute solution comportant deux constantes 
arbitraires n'est pas une solution générale. Par exemple, la fonction 


, Î 
y= + Gr Gr) (10) 


est une solution de l'équation (4), mais ne comprend pas toutes les 
solutions particulières; ainsi, il n'existe pas de valeurs de C:, C, pour 
lesquelles (10) donnerait la solution particulière (6). Donc, la solution 
(10) n'est pas une solution générale. Cela apparaît ne serait-ce que du 
fait que les deux constantes C;, C, sont non essentielles, autrement dit, 
on peut les remplacer par une seule. En effet, on peut mettre la formule 
(10) sous la forme 


st 
ÿ=rt+t(m—-Chs+i 
Introduisant la notation C, = C; — C,, nous obtenons: 
x! 
y=rtax+l; 


cette solution s'obtient de la solution générale (8) pour C, = 1. 


$ 494. Equations différentielles d'ordre n 


L'équation d'ordre n résolue par rapport à y("}: 
SON = f(x, ÿ, Y's Y''r eee, CR N) 
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possède généralement pour des valeurs initiales données 44, yo #6, 

y!" (cf. $ 493) une solution unique. Cette solution est dite solution 
particulière. L'ensemble des solutions particulières de l'équation est 
appelé solution générale. On s'efforce de représenter la solution générale 
par une fonction 


2— œ{x, Cu Cy .., Ca): 


Toute solution comportant # constantes n'est pas la solution géné- 
ralc (cf. $ 493, avertissement). 


g 495. Cas d'’abaissement 


Parfois, il est possible d'’abaisser l'ordre d’une équation différentielle 
du second ordre ou d'un ordre plus élevé. Voici deux cas les plus im- 
portants. 

1° cas. L'équation ne contient pas y. On choisit alors pour 
fonction inconnue la grandeur y’. 

EXEMPLE 1. Intégrer l'équation du second ordre 


(+x)Y'+Y = 0. (1) 


SoLuTION. Ecrivons (1) sous la forme 
dÿ 
U+r+y=0. (2) 


C'est une équation du premier ordre (pour la fonction inconnue 
y’ de la variable x). Multipliant par dx, nous obtenons une équation aux 
différentielles totales ($ 484), de sorte que l'intégrale générale de l’équa- 
tion (2) est 
(+37 = Cr (3) 
Revenons maintenant à la fonction initiale inconnue y et écrivons 
l'équation (3) sous la forme: 
d 
(A+ = Cu (32) 


Intégrant l'équation (3a) nous trouvons: 
y=Cilin(1+x)+Ce (4) 
C'est la solution générale de l'équation (1). 
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29 cas. L'équation ne contient pas x. Considérons alors y 
comme fonction inconnuc de y. Les dérivées du second ordre et d'ordre 
supéricur se transforment alors en vertu des formules 


dy’ dy dy 


SR ur Fe IL (5) 
” _ dy" d fd;” 4 
reel las)" (6) 
etc. 
EXEMPLE 2. Intégrer l'équation du second ordre 
y +y=0. (7) 


SOLUTION. Appliquant la formule (5), écrivons (7) sous la forme 
suivante: 
y dyY + ydy = 0. (8) 
C'est une équation du premier ordre (des variables y et y”). L'intégrale 
générale de l'équation (8) est 


Y® += Ci. (9) 
Revenant aux variables initiales x, y écrivons (9) sous la forme 
dy 
——— = + ds. 10 
VC — > Es 


Nous trouvons alors en intégrant 
arc sin À = + (x + Ci), 
Ci 
d'où | 
y = Cisin (x + Ci) 
(le signe + est inclus dans la constante C,). 


C'est la solution générale de l'équation (8); on peut la mettre sous 
la forme 


y = Ci sin x + C,cos x, 
où 
Co = C, cos Co Ce = Ci sin Ca: 


$ 496. Equations linéaires du second ordre 


On appelle équation différentielle linéaire du second ordre une équation 
de la forme 


y” + Ps) ÿ + Q{x) y = R(s), (1) 
où les fonctions P(x), Q(x), R(x) ne dépendent pas de y. 
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Si R(x) = 0, l'équation (1) cst appelée équation sans second 
membre (*), si R(x) 0 équation avec sccond membre (ou complète). 


L'équation sans second membre 
ÿ° + P{x) ÿ + Q(x) y = 0 (2) 
possède les propriétés suivantes. 


THÉORÈME Î. Si la fonction ®@,(x) est une solution de l'équation (2), 
Ja fonction C;w,(x) (C, est une constante) est également une solution. 


THÉORÈME 2. Si les fonctions œ.,(x) et œ.,(x) sont deux solutions 
de l'équation (2), la fonction @,(x) + æ,(x) est également une solution. 


CoRoOLLAIRE. Si (x) et w,(x) sont deux solutions de l'équation (2), 
alors C;p(x) + C;palx) (Cet C, sont des constantes) est également 
une solution. 

EXEMPLE 1. Considérons l'équation sans second membre 


1 1 
e sh ui (3) 


Après avoir vérifié que les fonctions x et Es sont des solutions, nous 
x 
concluons que la fonction 


Î 
7=Gr+QG— 


est aussi une solution de l'équation (3). 

REMARQUE À. La solution y = C;p,(x) + C:spalx) n'est pas tou- 
jours la solution générale. Ainsi, les fonctions (x) = 34 et (x) = 
= 5x sont des solutions de l'équation (3), la fonction y = C;@,(x) + 
+ Copalx) = (30; + 50) x est aussi une solution, mais elle n'est pas 
la solution générale (les deux constantes C, et C, sont non essentielles ; 
cf. $ 493, avertissement). 

REMARQUE 2. La solution y = C;p(x) + C:p,(x) n'est pas la 
solution générale si les fonctions ®.,(x) et @,(x) sont /inéairement dépen- 
dantes, c'est-à-dire si elles sont liées par la relation 


diPalx) + Gapilx) = 0, (4) 
où l'une au moins des constantes a,, a, est non nulle. 

Si par contre les solutions @,(x), ®,(x) sont linéairement indépen- 
dantes, c'est-à-dire si la relation (4) n'est possible que quand les constan- 
tes a,, a, sont simultanément nulles, alors la fonction 

Y = CiPilx) + Capals) 
donne la solution générale. 


€) L'équation sans second membre est aussi appelée homogènes. Cf. renvoi, p. 713. 
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EXEMPLE 2. Les solutions o,(x) = 3x et œe(x) = Sv de l'équa- 


tion (3) sont linéairement dépendantes, car pour a, = 5, a, =: —- 3, 
ou 4, = 10, a; = — 6, ou encore a, = 15, a, == — 9, ctc., nous obtenons 
MP1(x) + azax) = 0. 
5 1 
Les solutions o@,(x) = 3x ct (x) = — sont  linéairement 
x 


indépendantes car la relation (4) n’est possible que pour a, — a, = Q, 
Cela fait que la solution y = 3C;x + 5C;,x n'est pas la solution géné- 
rale, alors que la solution y — 3C,x — —? l'est. 
2x 

Tout ce qui vient d'être dit se rapporte exclusivement à l'éguafion linéaire sans 
second membre. 

L'équation avec second membre 

Y°" + P{x) ÿ° + O(x) ÿ = R(x) (5) 

possède la propriété suivante. 

THÉORÈME 3. Si la fonction f(x) cst l'une des solutions de l'équa- 
tion (5), la solution générale est 


Y = Ciafx) + Cipalx) + f(x), (6) 


où @,(+) et @,(x) sont deux solutions linéairement indépendantes de 
l'équation (2), c'est-à-dire de l'équation sans second membre corres- 
pondante. 

EXEMPLE 3. Considérons l'équation 


1 1 
> A be = 7 mx (7) 


Après avoir vérifié que la fonction f(x) = x3 cst une solution de (7), 
nous concluons que la solution générale de (7) est (cf. exemple 1) 


y=Gr+O + 


Le théorème 3 peut être formulé comme suit: la solulion générale 
de l'équation complète s'obtient en ajoutant à la solution générale de 
l'équalion sans second membre correspondante une solution particulière 
de l'équation complèle. 

REMARQUE 3. L'équation linéaire du second ordre (avec ou sans 
second membre) ne se ramène à des quadratures que dans des cas parti- 
culiers. Toutefois, parmi ces derniers on compte le cas particulièrement 
important pour la pratique lorsque les coefficients (x) ct Q(x) sont 
tous deux constants (cf. plus bas $$ 497-499). 
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8 497. Equations différentielles linéaires 
du second ordre à coefficients constants 


L'équation 

Y"” + py° + gy = Rs}, (1) 
où pctg sont constants ct R(x) dépend de x seul (ou est une grandeur 
constante), est appelée éguation linéaire du second ordre à coefficients 
constants. L'équation (1) se ramène toujours à des quadratures. De plus, 
dans le cas où R(x) — 0 (équation sans second membre), la solution non 
seulement se ramène à des quadratures, mais s'exprime toujours à 
l’aide des fonctions élémentaires (cf. $ 498). 


& 498. Equations à cocfficients constants 
sans second membre 


Considérons l'équation 


x" +py += 0, (1) 
où p, qg sont des constantes. Nous chercherons une solution de la forme 
y =6"Z. (2) 


Portant (2) dans (1), nous trouvons que le nombre r doit vérifier l'équa- 
tion 
n+pr+qg=0. (23) 


Cette dernière est appeléc équation caractéristique. 
Trois cas sont alors possibles. 


3 
IT cas. É — g> 0. L'équation caractéristique (3) possède 


deux racines réelles non égales r,, ra 


tt) 


Dans ce cas nous avons deux solutions linéairement indépendantes 


($ 496, remarque 2): y = e”*, y = e"**, La solution générale est de 
là forme: 
SaCe Ce. (4) 
EXEMPLE 1. Trouver Ja solution générale de l'équation 
Sy” + 27 — 3y — 0, (5) 


ainsi que la solution particulière pour les conditions initiales x, = 0, 
Ya = — 0, y = 7. 
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SOLUTION. L'équation caractéristique 
84 2r—3=0 (6) 
possède deux racines réelles non égales: 
3 


". = 2° ’s res 4 . 
+ Le 
Les fonctions ÿ=e? ,y—e * donnent deux solutions linéaire. 
ment indépendantes. La solution générale de l'équation (5) cst 
1 3 
2° ARC A 
v = Ce + Ce (7) 


Pour trouver la solution particulière nous calculons la dérivée y’: 


sont 2 3 4 
ÿ —-: 3 Ce a + C;e e (7a) 


Portant dans (7) ct (7a) les valeurs initiales, nous obtenons le sys. 
tème 


Î 3 
—6-C,;+C:, TsrG—-T 0 


Nous en tirons: C;, = 2, C,;, = — 8. La solution particulière cherchée est 
| 3 
— Z —_—7 
ÿ = 2e? — 8e 


2 
2° cas. Ê — g = 0. L'équation caractéristique possède deux 
2 


racines égales fr = 3 . 

Dans ce cas les solutions + = 6%, y=—c#"* sont linéairement 

dépendantes (clles coïncident). Mais maintenant on a, outre la solution 
? 


__—Z —. x 
y=e 2 une solution linéairement indépendante y = xe ? . La 
solution générale scra: 


— — X 
2 e 
y (Ci + Cirde (8) 
EXEMPLE 2. Trouver la solution générale de l'équation 
Y° +47 +47 =0 (9) 


et la solution particulière pour les conditions initiales x, = 0,5, y, = 0,5, 
30 = —4. 
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Sozution. L'équation caractéristique 
n+4r+4=0 
possède deux racines égales r, —r, = —72. Les fonctions y — e”2r, 


= xe72 donnent les solutions linéairement indépendantes. La solu- 
tion générale de l'équation (9) est 


y = (Ca + Cox) te, (10) 
Nous trouvons en dérivant: 
ÿ ={[— 20; + Cifl — 2x)] «3. .  (10a) 


Portant les valeurs initiales dans (10) et (10a) nous obtenons le 
système 


0,5 = (Ci + 0,5C:) !, — 4 = — 20e. 


Nous en tirons: C, = 2e, C3 = —3e. La solution particulière 
cherchée est 


y = (2 — 3e) 
ou 
y = (2 —_ 3x) ete, 
: 
3 cas. f) — g<0. L’équation caractéristique possède deux 


racines complexes: 


nam— LE + Bi (11) 


= (2) 
s-Ve-(2). 
Dans ce cas les expressions 


PL MS (12) 


n'ont de valeurs réelles pour aucune valeur réelle de x autre que 0. Mais 
maintenant on peut utiliser les fonctiôns 


où 


— — z —_ ri #4 
y =. cos ir, y =. sin fr. (13) 
En les portant dans l'équation (1), nous vérifions que chacune des fonc- 
tions (13) est la solution de l'équation (1). 


Un indiquera au $ 498a comment on peut obtenir les solutions (13) des solutions 
complexes de la forme (12). 
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Les solutions (13) sont linéairement indépendantes, de sorte que 
la solution générale sera: 


DL 
y =6e : (Ci cos Bx + C, sin Px), (14) 
ou, sous unc autre forme, 
ALES 
y= Ci 7 sin (C, +81) (142) 


(où Ca sin t, = Ci Ca cos Ca = Ca). 
EXEMPLE 3. Trouver la solution générale de l'équation 


y" +Y +y=0. (LS) 
SOLUTION. L'équation caractéristique 


n+r+1=0 (16) 
a 1 , V3. 
possède les racines imaginaires #,,2 = RE: + 3 Les fonctions 
1 ne 
—_ ZT x 5 À : 2 5 
y =. SE Rd et ÿ ê sin 2 x 


donnent les solutions linéairement indépendantes. La solution générale 
de (1) est 


ue de —_ — 
=. 7 (oem irc, sn À x) (17) 
ou 
Da Ce 2 sn(c, + 5). (17a) 


EXEMPLE 4. Trouver la solution générale de l'équation 
Yÿ'+y=0. 
SOLUTION. L'équation caractéristique +r® + 1 — 0 possède les 


racines imaginaires r,,4= + (ici f—=1, — rs = 0). La solution 
générale est (cf. $ 495, exemple 2) 


y = C; cos x + C, sin x. 
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& 498a. Relation entre les 1° et 3° cas 
du 8 498 


Les solutions particulières de la forme 


Pils) = , Dax) = e" [r. s— — :) (2) - | d (1) 


que nous avons utilisées au $ 498 pour le 17 cas, peuvent également être utilisées pour le 


3° cas si l'on introduit les nombres complexes et si l'on définit la puissance complexe du 
nombre e comme cela a été fait au &$ 409. Les formules (1) s’écrivent maintenant: 


(- sis (-5- 0) "à (2) 


3 
où o[ - Va — (5) | ct—- L sont des nombres réels. Les expressions (2) représentent 


un couple de’fonctions complexes de la variable réelle x. Comme ces fonctinns peuvent être 
dérivées d'après les règles usuelles ($ 408), clles sont également solutions de l'équation 
ÿ” + y" + gy = 0 dans Île 3° cas. Ces solutions ne sauraient nous satisfaire car clles 
ne sont pas réclles. Towlefois, on peul en lirer des solutions réelles. En effct, appliquant la 
formulc d'Eulcr ($ 410), nous pouvons représenter les solutions (2) sous la forme 


qui) = é"(cos Br + i sin Br), (3) 


Quiz) = #7" (cos Pr — ÿ sin Bx). (4) 


La fonction C, (x) + C: ®,(x) est une solution pour n'importe quelles valeurs cons- 
h ? - 
tantes de Cu Ca (5 496). Posant C, = à, Ci =, puis Ci = — C,= a nous 


pili)= 0e œg:(1) —c 


obtenons deux solutions révlles 
e%* cos Br ct "sin Br. 


Elles étaient justement utilisées dans le 3° cas $ 498. 


$ 499. Equations complètes à coefficients 
constants 


La solution générale de l'équation complète 
Y'+py +qy = R(:) (1) 


‘obtient à l’aide des quadratures à partir de la solution générale de 
l'équation sans sccond membre correspondante 


Y°+py +gy=0 (2) 


l'après la méthode générale exposée plus bas ($ 501). Toutefois, dans 
nombreux cas intéressants pour la pratique on atteint le même but 
aus simplement de la manière suivante. 


| 14-1158 
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On cherche d'abord une solution particulière f(x) de l'équation con. 
sidérée (1), puis on ajoule f(x) à la solulion générale de l'équation sans 
second membre correspondante (2). La somme est ($ 496, théorème 3) 
la solution générale de l'équation donnée. 

Pour trouver la fonction f(x) on utilise les trois règles suivantes. 

RÈGLE 1. Si le second membre Æ(x) de l'équation (1) cest de Ja 
forme 

R(x) = P{x}eir, (3) 
où P(x) est un polynôme quelconque de degré ", et si le nombre k n'est 
pas une racine de l'équation caractéristique 


n+pr+qg=0, (4) 
alors l'équation (1) possède unc solution particulière de la forme 
>° = Q(1) cts, (5) 


où Q(x) est un polynôme de même degré #1 [l’astérisque dont est affectée 
y sert à distinguer la solution particulière 3° — f(x) de l'équation (1) 
de sa solution générale). 

On peut trouver les coefficients et le terme indépendant des incon- 
nues du polynôme OQ(x) par la méthode des coefficients indéterminés. 

REMARQUE I. Si le facteur P(x) est une grandeur constante (un 
polynôme de degré zéro), alors Q(x) est aussi constant. 

REMARQUE 2. La règle s'étend également au cas où R(x) est un 
polynôme (c’est-à-dire 4 — 0). Alors la solution (5) est aussi un polynôme. 

EXEMPLE 1. Trouver la solution générale de l'équation 


1 
+ 


u = 1 1 2 
Y'—Zsf-33=3% . (6) 
SoLuTioN. L’équation caractéristique 
1 1 
ri — 3 ? — 2 = 0 (7) 
possède les racines r, — 1, r, = — Le de sorte que la solution générale 
2 
de l’équation sans second membre correspondante est 
Î 
y = Caer + Cie (8) 


fe trait au-dessus de y sert à distinguer la solution générale de l'équa- 
tion (2) de la solution générale de l'équation (1)]. 

Il reste à trouver une solution particulière quelconque y° de 
l'équation (6). Le second membre de cette dernière est de la forme (3), 
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où P(x) = 3 (polynôme de degré zéro) et le nombre À — Le n'est pas 


une racine de l'équation caractéristique (7). En vertu de la règle 1 
l'équation (6) possède une solution de la forme 


— x 
y* = Ac? (A est une constante). (9) 
Portant (9) dans (6), nous trouvons: 
1, 1, 
1 1 1 1 2 2 
(+4 77434) =". (10) 


1 
x 


Egalant les cocfficients de e? , nous obtenons: 
A = —6. (11) 
La solution cherchée y° est 


2 = — 6€ e (12) 
La solution générale de (6) cst 
1 1 
e HET 
Y=Y+7" = Cier + Cie — Ge . (13) 
EXEMPLE 2. Trouver la solution générale de l'équation 
Y"—3Y +2y= x + 3x. (14) 


L'équation caractéristique 


—3r+2—0 


possède les racines r, = 1, r, = 2, de sorte que (avec les notations de 
l'exemple 1) 
y = Cie + Cintre, (15) 


Je sccond membre de l'équation (14) est de la forme (3), où P(x) = x? +- 
+ 3x ct le nombre À — 0 n'est pas une racine de l'équation caracté- 
ristique. Recherchons une solution de la forme 


yÿ* = An + Dx + C. (16) 
Portant dans (14) nous obtenons l'égalité 
24x1 + (2B — 64) x + 2C — 3B + 24 = 1 + 3x. (17) 


Egalant les cocfficients de mêmes puissances de x, nous obtenons 
le système 
24=1, 2B—64=3, 2C—3B+24=0, (18) 


24° 
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d’où nous trouvons: 4 = D B = 3, C = 4, de sorte que 


pm +35+4. (19) 
La solution générale de l'équation (14) est 
pe ÿ+ y = Cur+ Cut + La + 3x +4. (20) 


REMARQUE 3. Pour l'équation y” — 3y” = x? + 3x (® la recherche 
d'une solution particulière de la forme (16) aurait été inutile ‘**, car 
le nombre À — 0 cst inaintenant une racine de l'équation caractéristique 
(r2 — 3r = 0). Les conditions de la règle 1 sont violées ct il faut appli. 
quer la règle 2. 

RÈGLE 2. Supposons que le second membre de l'équation (1) 
soit de la forme 


K(x) = P{a) els, (21) 
où P(x) est un polynôme de degré 1; supposons encore que le nombre 
k cst une racine de l'équation caractéristique r?+ pr + q = 0. 


Si cette racine cst simple (autrement dit, si c’est l’une des deux racines 
distinctes), l'équation (1) possède une solution particulière de la forme 


y° = xQ(x) ets, (22) 


où Q(x) est un polynôme de degré m; si par contre # est unc racine double 
de l'équation caractéristique (autrement dit, l’une des deux racines 
égales), l'équation (1) possède une solution de la forme 
y® = x1Q(x) es. (23) 
Les remarques 1 et 2 restent valables. 


EXEMPLE 3. Trouver la solution générale de l'équation 


Y'—3ÿ = 3 + 3x, (24) 
ainsi que la solution particulière pour les conditions initiales 


x, = 0, Ye = 1, Ye = 3. 


€° Elle est résolue dans l'exemple 3. 
(+) Toutefois, on n'aurait pas commis d'erreur: en essayant de rechercher une solu- 
tion de la forme y° = A13 + Bx + C nous obtenons, au lieu de (17), l'égalité suivante: 


— 6Ax + (24 —3B) = #1 + 3x. 


Il n'est plus possible d'égaler les coefficients de mêmes puissances de x, car le second membre 
comprend un terme du second degré, qui est absent dans le premier membre. Notre essai 
ne nous a rien donné, mais ne nous a pas induit en erreur. 
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SoLuTioN. Ici P{x) — x? + 3x et le nombre À = 0 cst unc racine 
simple de l'équation caractéristique 


#—3r —0 


(r, = 3, r2 = 0). L'équation (24) possède une solution particulière de 
la forme 


y = x(Aat + Ur + C) -+ As! + Dai + Cr. (25) 
Procédant comme dans l'exemple 2, nous obtenons le système 
—94 =], —0B+64—=3, —3C+2B=0, 
ie | 11 11 
d'où nous trouvons: À =——, B—=——, C = ——, de sorte que 
9 18 
1 11 11 
PRE ht 2e (26) 
La solution générale de l'équation (24) est 
| 11 11 
PRET RCE ASS M — 36 (27) 


En dérivant nous obtenons: 
1 11 11 


FIG nt Sa (273) 
Portant les valeurs initiales dans (27) ct (27a), nous obtenons le système 
1=Ci+0Cx, 3-30 — 7: 
: 92 11 ù dr 
Nous en tirons: C, — Ai: C3 = ——; la solution particulière cher- 
81 
92 
chée est y = PL ns 2: 
8 9 18 27 81 
EXEMPLE 4. Trouver la solution générale de l'équation 
Y'—2y +y= 7x8, (28) 


Ici P(x) = x ct le nombre 4 — 1 est unc racine double de l'équa- 
tion caractéristique #r?— 2r + 1 — 0. L'équation (28) possède une 
solution particulière de la forme 


y = x'(Ax + DjeT nm (As + Bates. (29) 


Portons (29) dans (28); les termes en x* ct x? s'éliminent ct nous 
obtenons l'égalité 


(GAzx + 2B)er = res, (30) 
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Egalant les coefficients des termes de mêmes puissances de x, 
nous obtenons le système 64 = 1, 2B = 0, de sorte que 


aise 
La solution générale de l'équation (28) (cf. $ 498, 2 cas) est 
1 
y= (CO +C:xe + rs avez. (31) 
Ricer 3. Supposons que le second memtre de l'équation (1) soit de la forme 


Rx) = é""TPi(x) cos Bx + Palx) sin Or], (32) 


où P,(x) et P,lx) sont des polÿnômes de degrés m, et ma. 

Deux cas sont possibles: 

1) les nombres coinplexes &« + fi ne sont pas les racines de l'équation caractéristi. 
que #2 + pr +gqg=0; 

2) les nombres a + fi sont les racines de cette équation(®) 

Dans le premier cas l'équation (1) possède une solution de la forme 


y® = eQulx) cos Br + Qa(x) sin Br], (33) 


où Q, (x), Q:(x) Sont des polÿnômes dont les degrés ne dépassent pas le plus grand des degrés 
Mir Mae 
; Dans le second cas l'équation (1) possède une solution de la forme 


y° = 26% TQ1(x) cos Br + Qix) sin Bx]. (34) 
ExeurLe 5. Trouver la solution générale de l’équation 
Y" + y = 1067 sin 2x. (35) 


Ici Pi(x) = 0, Pifs) = 10 (autrement dit, P,(x) et P,(x) sont des polyÿnômes de degré 
zéro), a == 1, B = 2. Les nombres complexes & + Bi = 1 + 2: ne sont pas les racines de 
l'équation caractéristique r° + 1 = 0. L'équation (35) possède une solution particulière 
de la forme 


y* = et(A cos 2x + B sin 2x). (36) 
Portant (36) dans (35) nous obtenons l'égalité 
[(— 24 + 4B) cos 2% + (— 44 -- 2B) sin 21]eZ — 1047 sin 2, (37) 
d'où nous tirons le système 
—24 +LD=0, — 44 — 2B = 10. 


I donne: À = — 2, 7? — — 1, de sorte que 
3% = —*(2 cos 2x + sin 2x). 
La solution générale de l'équation (35) est 
y = C,cos x 4 C, sin x — ef(2 cos 2r + sin 2r). (35) 


(2 Le cas où l'un seulement des nombres @ + Gi cest racine de l'équation #° -+ pr + 
+ g= Vest imjwssible (pour t'es valeurs réelles des coefficients fr et Q). 
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ExeuPze 6. Trouver la solution générale de l'équation 
Y” +7 =4xrsin x. (39) 


Ici P(x) = 0, Pix) = #x (le plus haut degré des polÿnômes P,(x) et P,(x) est un], 
x = 0 B=—1. Les nombres complexes & + Bi = --i sont les racines de l'équation caracté- 
sistique 7% + Le VU. L’équation (39) pussède une solution particulière de la forme 


y* = xf(Aix + D,) cos x + (A4:x + D,) sin x] = 

= (A,st + Dix) cos # + (Au + Dix) sin =. (40) 
Portant (40) dans (39) nous parvenons à l'égalité 

(tAar + (20, + 24:)] cos & + [— 441x + (— 2B, + 24,)] sin x = 4x sin x, (41) 
d'où nous tirons le système 
44:3=0, 2B; +24, =0, — +4, =4, — 2B, + 24, = 0. 
11 donne: 4, = — 1, B, = 0, Ay=0, B, = 1, de sorte que 
y = — x° cos x -- x sin z. 

La solution générale de l'équation (39) est 

y = C\ cos x + C, sin x + x(— x cos x + sin x). (42) 


REMARQUE 4. Si le second membre de l’équation (1) est une somme dont chaque 
terme est de la forme (21) ou (32). l'équation (1) possède une solution particulière qui est la 
somme d'expressions de la forme (5), (22), (23), (33), (34). On cherche les coefficients 
comme dans les exemples 1-6. 


& 500. Equations différentielles linéaires 
d'ordre n 


On appelle équation linéaire d'ordre n une équation de la forme 
VON + Pi(x) pm -0 +. + Pn(s) y = R(s). (1) 


Si R,(x) = 0, l'équation (1) est dite sans second membre (ou homogène), si R{x) Æ 0, 
elle est dite égualion avec second mernbre (ou non homogène). 

Les propriétés des équations linéaires du second ordre ($5$ 496 - 499) peuvent être 
ctendues de la manière suivante aux équations linéaires d'ordres supérieurs. 

Si ir), Gr), .…, onlx) sont des solutions de l'équation sans second membre 


YO + Palz) yat 4 + Pnfx) y = 0, (2) 
alors la fonction 

Y = Caipalx) + Ca@alx) + + CaPalx) (3) 
est également une solution. Celle-ci ne sera pas une solution générale si les solutions 
Qu(x), als), …, ns) sont linéairement dépendantes, c'est-à-dire si elles sont liées par 


la relation 
daQufr) + aapila) + + anpa(x) = 0, (4) 


où l'une au moins des constantes 4,, 4,, .…., än n'est pas nulle. 

Si par contre les solutions @,(1}), Gala), …, œhlx) sont linéairement indépendantes, 
autrement dit, si l'égalité (4) n'est possible que dans le cas où toutes les constantes 4a;, 
Gus, An Sont nullcs, alors (3) est la solution générale de l'équation (2). 
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La solution générale de l'équation (1) s'obtient en ajoutant l'une de ses solutions 
particulières à la solution générale de l'équation (2). 
L'équalion à coefficients constants sans second membre 


DOM + Pay CRD + PAYNE + Pay = 0 (S) 
se résout à l'aide de l'égualion caractéristique 
En Porn + parent +... + pr = 0. (6) 


I. Si toutes les racines r,, #1, .…,#n de l'équation caractéristique sont simples et 
réelles, la solution générale de l'équation (5) est 


"es Cie + Ce + + Cns”"”, (7) 


IT. Si une racine réelle quelconque est de multiplicité k (res = rte = 0 = (4 e), 
dans la formule (7) les À termes correspondants sont remplacés par le terme 


k— t 
(CG +Cr+…Cix er, (8) 
III. Si l'équation caractéristique admet un couple de racines complexes conjuguées 


simples (#1,, = à + Bi), le couple correspondant de termes dans la formule (7) est remplacé 
par le terme 


(c, cos Br + C, sin Bx). (9) 


IV. Si un couple quelconque de racines complexes conjuguées est de multiplicité À 
les À couples correspondants de termes dans la formule (7) sont remplacés par le terme 


6 (Ca + Car + + Cox") cos Br + (Di + Dir + + Ds") sin Br]. (10) 


ExempLe. Considérons l'équation 


y + y + 2ÿ" +27 + y +y=0. (11) 
Son équation caractéristique 
* ++ +2t+r+1=0 (12) 


possède une racine réelle simple r = — 1 et un couple de racines complexes conjugutes 
doubles r = + 5. La solution générale de l'équation (11) est, par conséquent, 


—z: 
y = Cie + (C: + C,x) cos x + (C, + Cix) sin x. (13) 
Pour l'égualion complète à coefficients constants 
SUD + Pay Lo + Pay = R(x) (14) 
la solution générale s'obtient à l'aide des quadratures à partir de la solution générale de 
l'équation sans second membre correspondante d'après la métbode exposée au $ 501. Mais 
si le second membre R(x) est de la forme F{x)eks, où P(x) est un polynôme, ou de la forme 
plus générale 
€ TPitr) cos fr + Pa(x) sin Ba], 


ou encore représente la samme de termes de ce type, la solution est simplifiée. 
1. Soit 


R(s = P(s)etz (15) 
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où P(x) est un polynôme de degré m. L’équation (14) possède alors une solution particulière 
de la forme 


y = Qiie*, (16) 


où Q(x) est un polynôme de degré m, à condition que le nombre k ne soit pas une racine 
de l'équation caractéristique (6). Dans le cas contraire, l'équation (14) admet une solution 
patticulière de la forme 


sm xQe", (17) 


où l'est la multiplicité de la racine k de l'équation caractéristique (cf. $ 499, règles 1,2 et 
exemples 1-4) 
II. Soit 


R(x) = &"{P,(x) cos Br + Pi(x) sin Ps), (18) 


où P{x)et P,(x) sont des polynômes de degrés m, et m,. L'équation (14) possède alors une 
solution particulière de la forme 


ÿ® = 6" LQu(x) cos Bx + Qula) sin Br], (19) 


où O,(x), O.(x) sont des polyÿnômes dont le degré n’est pas supérieur au plus grand des degrés 
M1 Ms, à Condition que les nombres complexes &« + fi ne soient pas des racines de l'équation 
caractéristique (6). Dans le cas contraire, l'équation (14) possède une solution particulière 
de la forme 


y® = alé" [Qi(x) cos Bx + Qufx) sin Br], (20) 


où l'est la multiplicité de chaque couple de racines « + Bi de l'équation caractéristique (cf, 
ÿ +99, règle 3 et exemples 5, GC). 


& 501. Méthode de variation des constantes 


La solution générale de l'équation linéaire complète s'obtient de la 
solution générale de l'équation sans second membre correspondante à 
l'aide de quadratures. Pour cela il faut appliquer l'artifice suivant. 

Remplaçons dans la solution générale de l'équation sans second 
membre toutes les constantes arbitraires par des fonctions inconnues. 
Dérivons l'expression obtenue ct imposons aux fonctions inconnues des 
conditions supplémentaires qui simplifient la forme des dérivées suc- 
cessives. Portant l'expression des dérivées y”, y”’, y”, etc., dans l'équa- 
tion donnée, nous obtenons encore une condition imposée aux fonctions 
inconnucs. Il s'avère alors possible de trouver les dérivées premières 
de toutes les fonctions inconnues et il reste à effectuer les quadratures. 

Cette méthode peut être appliquée aux équations linéaires d'ordre 
quelconque tant à coefficients constants, qu'à cocfficients variables. 
Au & 486 elle a été appliquée à l'équation linéaire du premier ordre. 
Considérons ici une équation du second ordre 


"+ Pay + On y = Ra). (1) 
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Soit 
y = Cigils) “+ CaPalx) (2) 
la solution générale de l'équation sans second membre correspondante. 


KRecherchons la solution générale de l'équation (1) sous la forme (2) 
en considérant maintenant C, et C, comme des fonctions inconnues de x. 


Dérivant (2) nous trouvons: 


>" = Cipilr) + Capsla) + Cigufx) + Cigi(x). (3) 
Imposons la condition supplémentaire 
Ciqalx) + Civalr) = 0. (4) 
La forme de la dérivée première se simplifie, et nous avons: 
y" = Cipilx) + Capix). (5) 


Dérivant encore une fois nous obtenons: 
>= Cp (x) + Caps a) + Cicilx) + Cioi(x). (6) 


Après la substitution des expressions (2), (5) et (6) dans l'équation (1), 
tous les termes en C, s'éliminent (car la fonction y = ©, (x) est solu- 
tion de l'équation y” + Py°+ Qy = 0); il en est de même de tous 
les termes en C,, et nous obtenons encore une condition 


Cipilx) + Cinifx) = R(x). (7) 


Les conditions (4) et (7) permettent de trouver les expressions des déri- 
vées C!?, C£ et il reste à effectuer les quadratures. 
EXEMPLE. Considérons l'équation 


Y'+y=t8x. (12) 
La solution générale de l'équation sans second membre associée cst 
= Ci, cos x + C, sin x, (22) 


où C, ct C, sont des constantes arbitraires. Rechcrchons la solution 
de l'équation (la) sous la forme (2a) en considérant maintenant C, 
ct C, conune des fonctions inconnues. 

Les conditions (4) et (7) s'écrivent alors 


Ci cos x 4 Cisins —0,  — Ci sin x 4 Ci cos r — tg x. (32) 


Nous en tirons: 


? 


Cie —tg ssin x, C;, = sin x: 


= (- tg vsin x dr + C,, Ci = (sin rdrx +C, 


DIXIÈME PARTIE 


Quelques courbes remarquables 


& 503. Strophoïde 


1. DÉFINITION ET GÉNÉRATION: AB et CD étant deux droites 
orthogonales (fig. 479), O le point de leur intersection, 4L une droite 
arbitraire coupant CD au point P, si l'on prend sur .{L, de part ct 
d'autre de P, deux segments PM,, PM, égaux à OP, le lieu géométrique 
des points Af, et Af, est la sfrophoïde droite ‘*?. 

La sfrophoïde est dite oblique (fig. 480) quand 4B est oblique sur CD. 

11 parait que Roberval fut le premier à étudier la strophoiïde (1645) 
qu'il appela piéroide *®. L'appellation actuelle date de 1849 (Midy). 

2. CONSTRUCTION STÉRÉOMÉTRIQUE. Représentons-nous une surface 
cylindrique d’axe CD (fig. 479) et de rayon OA. Menons par le point À 
un plan K perpendiculaire au plan du dessin (la droite AL est la trace 
de ce plan). La section est une ellipse; ses foyers Af,, A, décrivent 
une strophoïde droite. 

On construit de façon analogue une strophoide oblique à cette 
différence près que la surface cylindrique est remplacée par une sur- 
face conique: l’axe du cône (OS sur la fig. 480) passe par O perpendi- 
culairement à AB; la droite UV passant par B parallèlement à CD 
est l'une des génératrices. Les points M,, Mf, sont les foyers de la coni- 
que correspondante; la strophoïde oblique est située sur les deux nap- 
pes de la surface conique et passe par le sommet S de cette dernière. 

3. EQUATION EN COORDONNÉES CARTÉSIENNES (0 origine ; l'axe OX 


est orienté suivant le rayon OB; AO = a, AOD — «; quand la stro- 
pboïde est oblique, le système de coordonnées est oblique, l'axe OY est 
orienté suivant le rayon OD): 

3° (x — a) — 2: cos & + z'(a + x) = 0. (1) 
Pour une strophoiïde droite l'équation (1) s'écrit 


y= +: = (2) 
— 3 


C2 Du gr. sfroph£, action de retourner, 
(°°) Du gr. pleron, aile. 
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Nous trouvons de l’équation (1) l'expression de y en fonction de #, x 


dx a : 
et —; portant dans (2) nous trouvons “7 en fonction de ces mêmes 
di di 
grandeurs. Portant cette expression dans (3), nous obtenons une équa- 
tion linéaire du second ordre 
dx 


dx 
Ru EEE (4) 


Nous trouvons d’après la méthode du $ 499 sa solution générale 
He Ce Ce = j- fa, (5) 


Nous portons cette expression dans l'équation (1) et nous trouvons la 
seconde fonction inconnue 


y=—Trrtine-ceét+ace "trs. (6) 


DIXIÈME PARTIE 


Quelques courbes remarquables 


-$ 503. Strophoïde 


1. DÉFINITION ET GÉNÉRATION: AB et CD étant deux droites 
orthogonales (fig. 479), O le point de leur intersection, AL une droite 
arbitraire coupant CD au point P, si l’on prend sur AZ, de part et 
d'autre de P, deux segments PM,, PM, égaux à OP, le lieu géométrique 
des points M, et M, est la strophoïde droite Fe 

La strophoïde est dite oblique (fig. 480) quand AB est oblique sur CD. 

Il paraît que Roberval fut le premier à étudier la strophoïde (1645) 
qu'il appela piéroïde ®®. L'appellation actuelle date de 1849 (Midy). 

2. CONSTRUCTION STÉRÉOMÉTRIQUE. Représentons-nous une surface 
cylindrique d’axe CD (fig. 479) et de rayon OA. Menons par le point A 
un plan K perpendiculaire au plan du dessin (la droite AL est la trace 
de ce plan). La section est une ellipse; ses foyers M,, M, décrivent 
une strophoïde droite. 

On construit de façon analogue une strophoide oblique à cette 
différence près que la surface cylindrique est remplacée par une sur- 
face conique: l’axe du cône (OS sur la fig. 480) passe par O perpendi- 
culairement à AB; la droite UV passant par B parallèlement à CD 
est l’une des génératrices. Les points M,, M, sont les foyers de la coni- 
que correspondante; la strophoïde oblique est située sur les deux nap- 
pes de la surface conique et passe par le sommet S de cette dernière. 

3. ÉQUATION EN COORDONNÉES CARTÉSIENNES (O origine: l'axe OX 


est orienté suivant le rayon OB; 40 = a, AOD = a; quand la stro- 
pboïde est oblique, le système de coordonnées est oblique, l’axe OY est 
orienté suivant le rayon OD): 


px — a) — 2xy cos a + #1(a + x) = 0. (1) 
Pour une strophoiïde droite l'équation (1) s'écrit 
ÿ= + +|/: A (2) 
a — X% 


Ce 


+) Du gr. strophé, action de retourner, 
(#% Du gr. pieron, aile. 
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V 


D\ 


4 


#4 


\ 
” #4 VU" y Ê 74 


FIG. 479 FIG. 480 


Ü 


ÉQUATION EN COORDONNÉES POLAIRES (O pôle, OX axe polaire): 


a cos 29 
cos p | 


pe 


REPRÉSENTATION PARAMÉTRIQUE rationnelle (1 = tg œ): 
ui — 1 u— 1 
(re (ÉD 

4, PARTICULARITÉS DE LA FORME. Le point O cst un nœud ‘*: 
les tangentes aux deux branches passant par O sont orthogonalcs (pour 
la strophoïde.droite comme pour la strophoïde oblique). La droite UV 
est asymptote à la strophoïde oblique quand on s'éloigne à l'infini 
vers Je bas (fig. 480). En outre UV est tangente à la strophoïde oblique 
au point S équidistant de À et de B. 


(°> On appelle nœud d'une courbe un point par lequel la courbe passe deux 
fois (ou plus) dans des directions différentes. 
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Pour la strophoiïde droite le point de tangence S « s'éloigne à l'in- 
finis (quand on s'éloigne vers le haut), de sorte que la droite UV (fig. 
479) est asymptote aux deux branches. 

5. LE RAYON DE COURBURE au nœud de la strophoiïde droite 


Ro=aŸ2=ON (fig. 47°). 


6. AIRES ET VOLUMES pour la strophoïde droite. L'aire S, de la 
boucle AOM, cest: 


1 
S, = 2aï — 3 nai. 
Le volume F, ensendré par la boucle tournant autour de l'axe OX": 
: 4 
l, = ra? (2 in 2 -— =) 3 0,106 at. 


L'aire S, comprise entre les branches OU”, OF” et l'asymptote 


(cette aire s'étend à l'infini, mais possède unc valeur finic) 
S, == 241 +. u naî. 
: 2 


Le volume engendré par la figure U'OV'VU tournant autour de 
l'axe OX possède une valeur infinie. 


g 504. Cissoide de Dioclès 


1. DÉFINITION ET GÉNÉRATION. D'un point O de la circonférence d'un 
cercle’de centre C ct de diamètre O4 = 2a menons la sécante OF ter- 
minée à la droite UV tangente au cercle au point À. Prenons sur la 
sécante OZF à partir du point O une longueur OM égale à la portion Æl° 
comprise entre le cercle et sa tangente. Le lieu du point Af cest une cis- 
saide (fig. 481). La cissoïde a été imaginée par Dioclès pour servir à 
la solution du problème de la duplication du cube ‘?. 

2. HISTORIQUE. Dioclès déterminait la cissoïde à l'aide d'une 
autre construction. Il menait le diamètre BD perpendiculairement 
à OA ; M était alors le point d'intersection de la corde OE et de la droi- 
te GG’ parallèle à BD et menée par le point G symétrique de E par 
rapport à BD. C'est pourquoi la courbe de Dioclès était entièrement 
intéricure au cercle C. Elle se composait des arcs OB et OD. Si l'on 
ferme la courbe BOD à l’aide de la demi-circonférence BAD décrite 


Ce) On deniande dans ce problème de construire d’après l'arète d’un cube donné 
l'aréte d'un” autre cube dont le volume cst double de celui du rube initial, 
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y par le point E, on obtient unc figure 
rappelant unc feuille de licrre. D'où 
l'appellation « cissoïde » ‘°?, 

En 1640 Roberval, puis de Sluse 
remarquèrent que la cissoïde peut 
être prolongée au-delà du cercle si le 
point Æ décrit l'autre demi-circonfé- 
rence BOD ; lc point AMf se trouve alors 
sur le prolongement de la corde OE£. 
Toutefois, l'appellation de s cissoïde 
de Sluscs que proposa Huyghens ne 
s'est pas imposée dans la littérature 
mathématique. 

3. EQUATIUN EN COORDONNÉES 
RLCTANGULAIRES (O origine, OX axe 
des abscisses) : 

a! 
Pre A —x 

ELQUATION EN COORDONNÉES lO- 

LAIRES (O0 pôle, OX axc polairc): 
24 sin! @ 
cos © 


Représentation PARAMÉTRIQUE 


y rationnelle (4 = tg @): 
FIG. 451 = 2a - 2a 
Du ut + uw)" 


4, PARTICULARITÉS DE LA FORME. La cissoïde est symétrique par 
rapport à OA, passe par les points B, D et possède une asymptote UV 
(x = 2a); O est un point de rebroussement ‘°°? (le rayon de courbure 
Ro = 0). 

° Ron DE LA TANGENTE. Pour construire la tangente à 
la cissoïde au point Af nous menons Af P | OM. Soient P, Q les points 
d'intersection de MP et des droites OX, OY. Portons à partir du point P 
sur le prolongement du segment QP le segment PK = PQ. Construi- 
sons XN parallèle à MO ct ON parallèle à QP. Réunissons N, le 
point d'intersection de XN ct de ON, avec M. La droite MN cest 
normale à la cissoide. La tangente cherchée AfT cest perpendiculaire 
à MN. 


CREER uns 


C2 Du gr. kissos, lierre. 
(9°) Cf. au $ 507, 4 la définition d'un point do rebruyssement. 
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5. L’AIRE S comprise entre la cissoide et son asymptote (cette 
aire s'étend à l'infini) est finic; elle est trois fois plus grande que l’airc 
du cerclo générateur C: 

S = 3raï. 


6. LE VOLUME DE RÉVOLUTION V cngendré par cette aire tournant 
autour de l'asymptote UV est égal au volume de révolution F” engen- 
dré par le cercle C tournant autour du même axe (de Sluse): 


V = V' = 2nt'at, 


Cette aire tournant autour de l'axe de symétrie engendre un volume 
infini. 

7. LE CENTRE DE GRAVITÉ H de la portion de plan comprise entre 
la cissoïde et son asymptote UV partage le segment OA dans le rapport 
OH: HA = 5:1 (Huyghens). 

8. RAPPORTS AVEC LA PARABOLE. Le licu géométrique des picds 
des perpendiculaires abaissées du sommet de la parabole (y? — 2px) 
sur secs tangentes est la cissoide 


& 505. Folium de Descartes 


!. HisToRIQUE. En 1638 Descartes voulut RÉFUTER la règle de Fer- 
mat de rechercher des tangentes (qu'il avait mal comprise) et proposa à 
ce dernier de trouver la tangente à la courbe #5 + y3 — nxy. Dans 
l'interprétation usuelle des coordonnées négatives, cette courbe que 
l'on appela au XVIII siècle folium 
de Descartes se compose de la boucle 4 » 
OBAC (fig. 482) et de deux branches à I 
infinies (OZ, OL). Or, c'est Huyghens U L, 
qui l'a représentée sous cette forme 4 
(1692). Avant lui la courbe x + y3 — A 
= nxy était formée de 4 boucles (dont | 
OBAC) disposées symétriquement dans 4 
les quatre quadrants. 

2. L'ÉQUATION du fclium de Des- 
cartes s'écrit habituellement 


23 + ÿ9 = Jar. (1) / 


Je cocfficient 3a exprime la diagonale 
du carré dont le côté est égal à la FIG, 452 
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plus grande corde OA de la boucle, de sorte que 


3a 
OA Et ee 

E (2) 
L'équation en COORDONNÉES POLAIRES Cst (O0 pôle, OX axe polaire): 


3a cos @ sin o 
PT Cost o +sin@ ‘ (3) 


Représentation PARAMÉTRIQUE rationnelle (1 = tg o): 


3au 3au? 


tot qu (4) 


PARTICULARITÉS DE LA FORME. Le point O est un nœud. Les tan- 

gentes passant par O coïncident avec les axes de coordonnées. La droi- 
à 3 

te OA(y = x) cst l'axe de symétrie. Le point À _ , … le plus éloi- 

gné du nœud cest appelé sommet. La droite UV (x -+ y +4: « = 0) est 

asymptote aux deux branches infinies. 

3. EQUATION PAR RAPPORT À L'AXE DE SYMÉTRIE. Si l'on prend 
l'axe de symétrie OA pour axe des abscisses, en l'oricntant du nœud 
(origine des coordonnées) vers l'asymptote UV (fig. 483), le folium de 
Descartes cest représenté par l'équation 


A+ 4 
Fr =" (5) 


3 
où 1 == 04. 
V2 
L'équation correspondante en COORDONNÉES POLAIRES Cst: 


_ I(sin® o — cos! o) 
3 sin © + cos! o * 


Représentation PARAMÉTRIQUE rationnelle (u = tg ®): 


2 =! =) 
m1" ? 36 +1 


4, RAYON DE COURBURE: au sommet R4 = 


nn 
oo | — 


8 
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FIG. 483 


5. L'AIRE S, de la boucle et l'aire S, (s'étendant à l'infini) com- 
prise entre les branches infinies et l'asymptote sont égales et s'expri- 
ment par la formule 


3 (= 8 
= sm —gt -|— . 
Si S: 2 a 5) 
6. DIAMÈTRE MAXIMAL de la boucle: 
1 
BC= _ 2 F3— 3 æ 0,448. 


Sa distance au nœud est: 


13 


DO = — # 0,577 1. 


7. GÉNÉRATION. Etant donné le diamètre / de la boucle, menons 
la circonférence À de rayon 40 = J et une droite quelconque GH paral- 
lèle à AO, puis les droites A4’ et OE perpendiculaires à AO. Soient 4”, 
E leurs points d'intersection avec GH. Portons sur le rayon OA le seg- 
ment OF = 304 et menons la droite FE. La courbe cherchée est alors 
construite par points de la manière suivante. 

Menons par O une droite quelconque ON et par le point N où cette 
droite coupe (une seconde fois) la circonférence menons NQ parallè- 
lement à 44’. Joignons le point Q où NO coupe la droite OF avec À 
ct soit Æ le point où (4’ coupe FE. Menons la droite À jusqu'à son 
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intersection avec la droite GH au point 9’. Portons enfin sur la droite OA 
le segment OP égal au segment 4’Q° ct identiquement orienté. La 
droite Af,M, menéc par P parallèlement à 44” coupe la droite ON 
au point A/,. Ce point (ainsi que le point A7, qui lui est symétrique 
par rapport à AO) appartient à la courbe cherchéc. 

Quand le point N partant de O décrit la circonférence À dans 
le sens inverse des aiguilles d'une montre, le point A7, décrit la tra- 
jectoire LOCA BOT. 


& 506. Agnésienne 


1. DÉFINITION. Construisons une circonférence de diamètre OA — a 
(fig. 484) et prolongcons la demi-corde BC jusqu'au point M défini 
par la proportion 

BM: BC = 04:00. 

Quand le point C décrit la circonférence OC,C, le point AJ décrit 
l'agnésienne appelée ainsi en l'honneur de Marie Agnesi qui a étudié 
cette courbe dans son traité de mathématiques supéricures (1748), 
fort populaire à l'époque. 

2. GÉNÉRATION. Agnesi a imaginé la construction simple suivante 
de la courbe. Soit ZL le point d'intersection de la droite OC avec la droi- 
te UV, tangente à la circonférence donnée au point 4 (sommet de 
l'agnésienne). Menons la droite LM parallèle à 40 ct la droite CB paral- 
lèle à AL. Le point d'intersection Af des droites LAf ct CB appartient à 
l'agnésicnne. Lors de la construction il est utile de tenir compte des par- 
ticularités de la forme de la courbe (cf. plus bas). 


FIG. 484 
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3. EQUATION (O0 origine; la tangente XX” à la circonférence géné- 
ratrice au point O est l'axe des abscisses): 
a 


Vars 


(a = 04 est le diamètre de la circonférence génératrice). 

4, PARTICULARITÉS DE LA FORME. Le diamètre OA est l'axe de 
symétrie de l'agnésienne. La courbe est située d’un seul côté de la droite 
X’X qui est son asymptote. Elle possède deux points d'inflexion 


M PAR sa , Ma =. ee . Ils sont construits suivant le pro- 
V3 4 4 


y3 


cédé indiqué plus haut si l'on fait coïncider le point C avec l’un des 
points C;, C: AC, = Aù= 7) . Les angles «,, «x, formés par les 
tangentes M,F, M,F et l'axe X’X sont trouvés d’après la formule 


tg &,e = PE . Pour construire les tangentes A1,F, M,F il suffit de 


porter le segment A4F — sur le prolongement du diamètre OA. 


Au sommet À le centre de courbure C de l’agnésienne coïncide 
avec le centre de la circonférence génératrice, de sorte que le rayon 


a e LI Li 
de courbure R4 = AK = —. C'est pourquoi au voisinage du sommet 
2 


A l'agnésienne est pratiquement confondue avec la circonférence. 

5. L'AIRE S de la portion de plan infinie comprise entre l'agné- 
sienne et son asymptote est égale au quadruple de l'aire du cercle géné- 
rateur: S = ra? (cf. $ 327, exemple 4). 

6. Le VOLUME de révolution V engendré par l’agnésienne tournant 
autour de son asymptote est égal au double du volume de révolution 
V, engendré par le cercle générateur tournant autour du même axe: 

ra? V r'ai 


Vm——, 17 4 


2 


L'agnésienne tournant autour de son axe de symétrie engendre 
un volume infini. 
a 


a? + 1 
apparaît pour la première fois dans les œuvres de Fermat qui dans 
les années 30 du XVII® siècle trouva l'aire limitée par l'arc de cette 
courbe, les deux ordonnées et l'axe des abscisses (ce problème présen- 
tait alors de séricuses difficultés, car les méthodes d'intégration étaient 


7. HISTORIQUE. La courbe définie par l'équation y = 
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r insuffisamment élahorces). La cons- 
Ki Ÿ truction de la courle fut réalisée 
par Guido Grandi (1718) qui dédui- 
sit également certaines de ses pro- 
priétés. Grandi l'appcla « versicra »s 
sans sc laisser intimider par le dou- 
ble sens du mot (en italien versiera 
7 signifie « diablesse »). Pour le for- 
mer il se servit du terme sinus versus 
(sinus inversé) : à l'époque le scgment 
BC était appelé le sinus de l'arc OC, 
#}, ct le segment BA le sinus inversé. 


À ST AT FF X & 507. Conchoïde de Nicomède 
[ 


1. HistoriQuE. Nicomède introdui- 

sit la courbe qu'il appela conchoïdet*? 

(PAQ sur la fig. 485) pour résoudre 

le problème de la division d’un 

7 angle donné « en trois parties égales 
(trisection de l'angle). 

Nous savons aujourd'hui que ce 

problème ne se résout, à l'aide de 

la règle et du compas, que pour cer- 


At taincs valeurs de l'angle « | par 


FIG. 485 TT ss 
exemple pour «x — =] Ainsi, le pro- 


blème de la trisection de l'angle « = À n'est pas résoluble si l'on n'uti- 
3 


lise que la règle et le compas, autrement dit si l'on ne construit que 
des droites et des cercles. Toutefois, le problème est résoluble si l'on 
fait appel à d’autres courbes, en particulier à la conchoïde. Pour sa 
construction Nicomède élabora un instrument spécial (le conchoïdo- 
graphe). 

2. DÉFINITION ET GÉNÉRATION. Etant donnés le point O (pôle), 
la droite UV (base) ct le segment /, menons par le pôle O (fig. +85) 
une sécante ON, rencontrant la base au point N. Portons sur la sécan- 


(2 Du gr. konkke, coquille. 
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te ON de part ct d'autre de SN les longueurs NM, = NM, = 1. Le licu 
géométrique des points A/,, Mf, cest appclé conchoïde de Nicomède. La 
courbe décrite par le point situé sur le prolongement du segment ON 
au-delà du point N (le point Àf, sur la fig. 485) est appelée la £ranche 
extérieure de la conchoïde; la courbe décrite par l’autre point (4/, sur 
la fig. 485) est appelée la branche intérieure. 

REMARQUE. Depuis Nicomède jusqu'à la fin du XVII® siècle on 
appela conchoïde la courbe que nous appelons aujourd'hui la branche 
extérieure. La branche intéricure était considérée comme une courbe 
singulière et était appelée conchoïde + seconde », « troisième + ou s qua- 
trième » suivant les particularités de sa forme (cf. plus bas) ‘*. 

3. EQUATION (l'origine coïncide avec le pôle O; l'axe des abscisses 
est dirigé suivant le rayon OB; le point B est projection du pôle sur 
a base): 

(x— a} (x + y) = lat, (1) 
où a(— OB) est la distance du pôle à la base. 

Rigoureusement parlant cette équation représente une figure for- 
mée des deux branches de la conchoïde ect du pôle O qui peut ne pas 
appartenir au lieu géométrique défini plus haut (cf. plus bas fig. 487), 

Equation EN COORDONNÉES POLAIRES (O0 pôle; OX axe polaire): 


a 
Ds re (2) 


où @ varie d'une valeur quelconque ©, jusqu’à », + 2x. Le point A(p, +) 
décrit alors les deux branches de la conchoïde. Quand @ passe par 


la valeur — , le point A effectue un saut et passe de la branche exté- 
2 


rieure sur la branche intérieure («s'éloigne à l'infini vers le hauts 


et apparaît « d'en bass). De même pour le passage de la branche inté- 
3r (9 
ricure sur la branche cxtérieure pour o® = = ‘ 


€) Ni la branche extérieure, ni la branche intérieure prises séparément ne peuvent 
être représentées par une équation algébrique. 
ces) Le rayon vecteur p prend dans l'équation (2) aussi bien des valeurs positives que 
des valeurs négatives (cf. $ 73, remarque 2). Pour éviter cela, on peut utiliser, au lieu de 
a 


l'équation (2), l'équation p = + 1. Toutefois, dans le cas J > a (fig. 485) la positivité 


de p sur la branche intérieure est duc au fait que quand le point Af, passe par le nœud, son 

angle polaire © cffectue un saut de + r. Cela fait que le domaine de variation de l'angle 
TT TT , : T 31 

œ se compose du segment (- LL + + et d'une partie du segment (+ 3? + 2): 

En outre, pour certaines valeurs de @, il faut prendre devant l les deux signes +, et 

pour d’autres uniquement le signe +. 
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A la différence de (1) l'équation (2) représente une figure ne con- 
tenant que les points qui satisfont à la définition de la conchoïde. 
Equations PARAMÉTRIQUES: 


s—a+ilcose, y—atge +lsino. (3) 


4. PARTICULARITÉS DE LA FORME. La conchoïde est symétrique par 
rapport à la droite OB; cette dernière coupe la conchoïde au point O 
et aux points À, C (sommets). La base UV cst asymptote tant à la 
branche intéricure, qu'à la branche cxtérieure. La forme de la conchoïde 
(de sa branche intérieure) dépend notablement du rapport des segments 
a(= OB) ct I(= BA). 

‘1) Quand l'a > 1 (fig. 485), la branche intérieure possède une 
boucle (0CM,) ; le point O est un nœud. 

Le coefficient angulaire des tangentes OD, OE au nœud est: 


[— at 
EL 
Pour construire les tangentes au point O il suffit de déterminer sur la 
base UV les points D, E par les arcs de rayon / portés du centre O. 
Le plus grand diamètre GH de la boucle: 
GH = 2{lav18 — alt) : (F8 + atnj1n, 

11 lui correspond l'abscisse xç = OF = (la)! — J et l'angle polaire © 
déterminé par la formule cos @c = — (a:/)l'$. Sur la fig. 485, où l:a = 
= 2, nous avons: 


tea = + 


GAMællla, x,#—0,59%, cos, = — 0.5 Po © 142°30°. 


2) Quand !:a = 1, la boucle de la branche intérieure se réduit 
au pôle O et se transforme en point de rebroussement ‘*? (fig. 486), 
la tangente en ce point est confondue avec OX. 

3) Quand ! : a < 1, la branche intérieure ne passe pas par le pôle O 
(fig. 487); ce dernier est un point isolé ‘°° de La courbe (1). 

5. POINTS D'INFLEXION. La branche extérieure comporte deux 
points d'inflexion P, Q (fig. 485-487). Sur la branche intérieure les 
points d'inflexion (P”, Q’ sur la fig. 487) n'existent que dans le cas où 
le pôle est un point isolé. On peut trouver l’abscisse x, des points P, 
Q ct l'abscisse x, des points P”, Q” à partir de l'équation 

4% — 3atx + 2a(a —{t) = 0. (5) 


C°) On appelle point de rebroussement d’une courbe le point tel que lc point courant, 
après y étr: arrivé le long de la tangente, rétrograde le long de cette tangente. 
«°° Un point appartenant à un lieu géométrique est appelé point isolé (par rapport 
à ce lieu géométrique) si on peut décrire autour de ce point pris comme centre un cercle 
à l'intérieur duquel il n'y a pas d'autres points appartenant à ce lieu géométrique. 
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ri ul 


[4 V 
FIG. 486 FIG. 487 


1) Quand l':a > 1 (fig. 485), l'équation (5) possède une racine 
unique #*,;: elle est comprise entre aY3(—=OR) et a +1 (= OA) et 
elle est d'autant plus proche de aÿ3 que / : a diffère peu ue 1. Ainsi, 
pour l:a = 2 (fig. 485) l'équation (5) est de la forme (: — 3 (£) — 
— 6 = 0. La racine x, est comprise entre a}3 et 3a. Utilisant ces 
limites et appliquant (deux fois) les formules du $ 291, nous obtenons 

a & 2,35a(= OS). 


2) Quand l: a = 1 (fig. 486), l'équation (5) s'écrit x% — 3a?x — 0. 
£lle possède trois racines réelles x, = aÿ3, x, = 0, x, = — aV3. 
La première donne l'abscisse OR des points d'inflexion P, Q; la seconde 
correspond au point de rebroussement O; la troisième ne correspond à 
aucun point de la conchoiïde. 

3) Quand !: a < 1 (fig. 487), l'équation (5) possède trois racines 
réelles dont la première x, (— OS) est comprise entre a (= OB) et a}3 
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(= OR); elle n'excède pas non plus le scgment a + / (:- OA). La seconde 
racine xs (= OZ) est comprise entre a — { (= OC) ct a (les deux racines 
sont d'autant plus proches de a que le rapport [: a diffère peu de zéro). 
La troisième racine x, cst négative. La racine x, donne l'abscisse des 
points P, ©, la racine x, l'abscisse des points P’, Q”. La racine x, ne 
correspond à aucun point de la conchoïde. Ainsi, quand } : a = 0,5 
(fig. 487), nous avons l'équation 


, x 
(2) 3 (2) +15 = 0. 

Entre a ct a + ! = 1,5a se trouve la racine x, Æ 1,382 (= OS) 
donnant les points d'infléxion P, Q. Entre a — !/ — 0,5a et a se trouve 
la racine x, Æ 0,57a (— OZ), qui donne les points P”, Q’. La troisième 
racine (x4 = — 1,9a) est négative. 

6. PROPRIÉTÉ DE LA NORMALE. La normale en Af à la conchoïde 
(fig. 488) passe par le point d'intersection N’ de deux droites dont l'une 
est la perpendiculaire à OM menée par le pôle O et l’autre la perpendi- 
culaire à la base UV menée par le point N où UV coupe Of. 

7. CONSTRUCTION DE LA TANGENTE. Pour construire la tangente 
à la conchoïde en son point Àf, nous relions ce dernier au point O. Par 
le point d'intersection N des droites OM et UV menons la droite 

NN' | UV et par le pôle O la droite 
(4 ON” [ OM. Relions N”, point d'inter- 
section de ces droites, avec M. La droite 
N'M est la normale à la conchoïde. Me- 
nant AT | N'M nous obtenons la tan- 
gente cherchée. 

8. RAYON DE COURBURE AUX POINTS 
A, C, O: 


_U+er 


r 


_ ([ — a)! 


RA TE Re . 
'ÉER 
SU DRE EEE 


Ainsi, quand / = 2a (fig. 485), 
R4 = 4,5a; Re = 0,54; Ro =a}3 
9, L’AIRE comprise centre l'asymp- 
tote ct l’une des branches de la con- 


V choïde (extérieure ou intéreurc) est 
FIG. 483 infinic. 
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L'aire S de la boucle est: 


| [1 ai 
5 = a rai — za 10 PE à parc cos 


Ainsi, pour !/ = 2a (fig. 485) nous avons: 
S = at [V3 — + In (2 + 3) + Sn] æ 0,65a1, 


10. CoNCHOÏDES GÉNÉRALISÉES. l’renant au licu de la droite UF 
une courbe quelconque L et gardant pour le reste la définition de la 
conchoïde de Nicomède, un obticnt une nouvelle courbe appelée con- 
choide de la courbe L par rapport au pole O. 

On compte, en particulier, parmi les conchoïdes généralisées le 
limaçon de Pascal (cf. $ 508). 


$ 508. Limaçon de Pascal; cardioïde 


1. DÉFINITION ET GÉNÉRATION. Soient un cercle Æ de diamètre OB = a 
(fig. 489), un point O de ce cercle (pôle) et une longucur donnée /. Mc- 
nons par O une droite variable qui recoupe le cercle en un point P à par- 
tir duquel on peut déterminer sur la droite deux points AZ, et A, par 
la condition PM, = PM,= I. Le licu géométrique des points Af;, 
M, est appelé limaçon de Pascal en l'honneur d'Etienne Pascal, le 
père du savant français Blaise Pascal. 

Le terme slimaçon de Pascal s a été proposé par Roberval, le con- 
temporain et l'ami de Pascal. Roberval considérait cette courbe comme 
la conchoïde du cercle (cf. & 507). 

2. EQUATION (l'origine coïncide avec le pôle O; l’axe OX cest oricnté 
suivant le rayon OB): 


(at + y — ax) == Di(st + y). (1) 


Rigourcusement parlant cette équation représente la figure com- 
posée du limaçon de Pascal et du pôle O, qui peut ne pas appartenir 
au lieu géométrique défini plus haut (un tel cas se présente pour les 
courbes 3 et 4 sur la fig. 489). 

L'équation EN COORDONNÉES POLAIRES (O pôle, OX axc polaire): 


pacs +, (2) 
où @ varie d'une certaine valeur ®, jusqu'à 2x -+ @, *. 


—_———. 


C2 Quand /< a, le rayon vecteur p peut prendre des valeurs tant négatives que posi- 
tives. Pour éviter cela on peut utiliser l'équation p = 4 + a cos @. Or, dans ce cas des 
difficultés surgissent analogues à celles que nous avons signalées dans le renvai p. 75%. 
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#" 
FIG. 489 


A la différence de (1) cette équation représente la figure conte- 
nant uniquement les points qui satisfont à la définition du limaçon 


de Pascal. 
EQUATIONS PARAMÉTRIQUES: 
x ma cos! ® + Î cos , } 3 
y = a sin @ cos @ + J'sin @. () 


Représentation PARAMÉTRIQUE rationnelle É = tg &] . 
2 


LT TT [+ a) + w{I — a)), 
(4) 


z = 


ET + TH — [+ 0) + (li — a)]. 
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3. PARTICULARITÉS DE LA FORME. Le limaçon de Pascal cst symé- 
trique par rapport à la droite OB. Cette droite (axe du limaçon) coupe 
le limaçon: 1) au point O (si ce dernier appartient au limaçon) ; 2) aux 
points À, C (sommets). La forme de la courbe dépend du rapport des 
segments a{(= OB) ct I(— AB = BC). 

1) Quand ! : a < 1 (la courbe 1; pour elle / : a = 1 : 3), lc limaçon 
de Pascal présente un point double en O 


I 
Ce = 0, COS Pros = — É Sin Que = + 


et forme deux boucles: la boucle extérieure 0H4,GO et la boucle inté- 
rieure OH’C,;G’O. Le coefficient angulaire des tangentes OD, OE au 
nœud est: 


1 2 
tta =: + EEE Re 1 + Vi): 


Pour construire les tangentes il suffit de mener les cordes OD, OE de 
longueur / dans le cercle X. Aux points G, H de la boucle extéricure les 
plus éloignés de l’axe correspond la valeur 


aux points G”, H’ de la boucle intérieure les plus éloignés de l'axe cor- 
respond la valeur 


— Vi + 8er — 1 


cos o = TES (S 0,80) €), 


La valcur correspondante du rayon vecteur est: 


— Vi + 8" + 3 
4 


2) Quand !: a = 1 (la courbe 2 sur la fig. 489), la boucle intérieu- 
re se réduit au pôle ct se transforme en un point de rebroussement. 
Aux points L, N les plus éloignés de l'axe correspondent les valeurs 

nr : : 3ÿ3 
Que, PE Cr Vera à 


La courbe 2 est appelée cardioide (le terme a été introduit en 1741 
par Castillon). Elle est représentée sur la fig. 490. 

3) Quand 1 </:a<2 (la courbe 3; pour celle l:a = 4 : 3), 
le limaçon de Pascal est une courbe fermée sans point de croisement. 


— 


(> Ainsi, l'angle polaire du point G’ est non pas XOG”, maïs l'angle compris entre 
OX et le ravon opposé au rayon OG’ (cf. $ 73, remarque 2). 
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Lo pôle en est un point intérieur. 
Aux points L”, N° les plus éloignés 
de l'axe correspond la valeur cos ® — 


, VI2 + Sat —] (- 122 ” 
= 4a 6 ds 


= 0,45]. Au lieu du point de rebrous- 


sement, le limaçon présente deux 
points d'inflexion R, Q, auxquels cor- 
24° + P 


3al 
Avec la croissance de l:a l'angle 


ROQ(= 2x — 2p,) augmente de 0 à 


FIG. 490 ne ae (& 39°407) (à cette va- 
leur correspond / :a —}2). Puis il décroit, en tendant vers zéro 
quand l':a > 2. 

4) Quand ! : a = 2, les points d'inflexion se confondent avec le 
sommet C et disparaissent, la courbure au point C s'annule. Le limaçon 
prend une forme ovale et la conserve pour toutes les valeurs { : a > 2 
(la courbe 4; pour elle / : a — 7:3). Aux points L””, N°” les plus éloi- 
gnés de l'axe correspond la valeur 


Vin + &ar —1 1 
EE (4) 

4, PROPRIÉTÉ DE LA NORMALE. La normale au limaçon de Pascal 
en son point Af (fig. 490) passe par le point N du cercle K, diamétra- 
lement opposé au point P où OM recoupe ce cercle. 

5. CONSTRUCTION DE LA TANGENTE. Pour mener la tangente au 
limaçon de Pascal en son point M, relions ce dernier au pôle O. Relions 
ensuite le point N du cercle fixe À diamétralement opposé au point P 
avec le point Af. La droite MAN sera normale au limaçon. Menant 
MT ] MN, nous obtenons la tangente cherchéc. 

6. RAYON DE COURBURE aux points 4, C, O: 

(+ a)! ({— at 
Ra = 1 +2a ? 

Cette dernière expression sous-entend que } & a (quand 7 > a, 
le point O est isolé du limaçon). En particulier, pour la cardioïde (/ = a; 
les points O et C coïncident): 


respond la valeur cos ®,= — 


cos @ 


Ro = VAT. 


Ra = a, Re=Ro=t. 
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7. Aires. L'airc S balayéc par le rayon vecteur du limaçon cffec- 
tuant un tour complet cst: 


1 
S-(3e+r)n (5) 
(ROHERVAL). 
S'il n'y a pas de boucle ({ >> a), S exprime l'aire de la figure limitée 
par le limaçon. En présence de la boucle on a l'égalité 
S=Si+Ss, 


où S, est l'aire limitéc par la courbe extérieure (y compris l'aire de Ja 
boucle intéricure), S, l'aire de la scule boucle intérieure. On a pour les 
aires S, ct S, prises séparément: 


S= (Te +») + Van, (5a) 
l 
Où @y = ArC COS — as 
: L 3 —— 
Ss (> a + 0) CA ot Van, (Sb) 


l 
OÙ @, = arc COS —-. 
a 
Pour la cardioïde 
| | 3 
S(—S;) = > rai, 


autrement dit, l'aire de la cardioïde cst six fois l'aire du cercle fixe. 

8. La LONGUEUR DE L’ARC du limaçon de Pascal ne s'exprimo 
pas dans le cas général à l’aide des fonctions élémentaires. Pour la car- 
dioïde la longucur s de l'arc comptée à partir du sommet 4(9 = 0) est: 


La . 
s = 4asin —. 
2 


La longueur de toute la cardioïde est égale à 8a, autrement dit, 
elle est égale à huit fois le diamètre du cercle fixe. 

9. RAPPORTS AVEC LA CIRCONFÉRENCE. Le lieu géométrique des 
pieds des perpendiculaires abaissées d’un point quelconque © sur les 
tangentes à une circonférence de rayon r ct de centre B est le limaçon 
de Pascal. Si le point O cest situé dans le plan de la circonférence B, 
le pôle du limaçon est O, le cercle fixe a pour diamètre OB = a; la lon- 
gucur constante / portée sur le rayon vecteur est égale au rayon r de la 
circonférence Z3. 

Quand le point O cest situé sur la circonférence B3, le limaçon de 
Pascal cst une cardioïdce. 
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& 509. Ovales de Cassini 


1. DÉPINITION. On appelle ovale de Cassini le licu géométrique des 
points ÀAf tels que le produit de leurs distances à deux points fixes F,, 
F, ait une valeur constante aî: 


BF . MF = at, 


Les points F,, F, sont les foyers, la droite F,F, l'axe de l'ovale de Cas- 
sini, le milieu O du segment F,F, le centre. 

2. Historique. En 1749 Jacques Cassini rendit publique l'hypo- 
thèse de son père, le célèbre astronome Jean-Dominique Cassini, qui 
supposait que la courbe définie plus haut pouvait représenter plus 
exactement l'orbite de la Terre que l'ellipse. Bien que cette hypothèse 
ne soit pas confirmée, la courbe introduite par Cassini a fait l'objet de 
nombreuses recherches. On l'appelle ovale de Cassini bien qu'en fait 
elle ne soit pas toujours ovale (* (cf. ci-après). 

3, GÉNÉRATION. Sur F,F, = 2c comme diamètre (fig. 491) cons- 
truisons le cercle O. Portons sur sa tangente F°,K le segment F,K = a. 
Déterminons sur l'axe F,F,, de part et d'autre de O, les segments O4, 
et OA, égaux à OK. Les points 4,, 4, ainsi obtenus sont les plus éloi- 


gnés du centre (04, = 04, —Wc? + a?). 


FIG. 491 


(3 On appelle orale une courbe plane fermée qui a avec une droite au plus deux 
points communs. Une courbe ovale ne peut avoir ni de points d'inflexion, ni de points de 
rebroussement, nj de nœuds. 
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Si a < c, comme sur la fig. 491, nous construisons un cercle coin- 
plémentaire de rayon a et de centre O (sur la fig. 491 il cst tracé en poin- 
tillé) et menons à partir du point À, la tangentc 4,1. Celle-ci coupe 
le cercle O(c) aux points P,, Q,. Portons de l’un des foyers, disons de 
F,, en dir ectionde O les segments F,B, := A,P, ct F,L, = A,Q,. Nous 
obtenons les points B,, B, les moins éloignés du centre (0B, = OB, = 
= Yc3 — at). 

Si par contre a >> c, les points les moins éloignés C;, C, (fig. 492) 
sont situés sur l'axe de symétrie OY du segment F,F, à une distance 
FC; = F,C, = a des foyers F,, F,(OC, = OC, = Y a? — ci). 

Les points 4,, 4, et B;,, B, (ou C;, C,) sont les sommets de l'ovale 
de Cassini. 

Menons par le point 4, (ou 4,) (fig. 491) une sécante arbitraire 
A,PQ au cercle O(c) [dans le cas a < c nous nous bornons aux sécantes 
qui coupent également le cercle complémentaire O(a)]. Décrivons du 
foyer F, pris comme centre une circonférence de rayon 7 = 4,P et 
de F, une circonférence de rayon r” — 4,Q. Leurs points d'intersection Mf,, 
M, appartiennent à l'ovale de Cassini. En intervertissant les rôles 


FIG. 492 
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de F, et F,, nous obtenons un autre couple de points Af,, Af,. La courbe 
cherchée est le lieu géométrique des points Af,, M,, M;, M4. 
4, ÉQUATION (O origine; F,F, axe des abscisses): 


(49 + y) — 2ct(st — y) = at — ct, (1) 
Equation EN COORDONNÉES POLAIRES (O pôle, OX axe polaire): 
pt — 2cp1 cos 29 + ct — at = 0 (2) 
ou ‘ 
pt = c'cos 29 + Vas — ct sint 29. (3) 


On prend les deux signes quand a < c. Dans le cas contraire, on 
ne prend que le signe plus (autrement p serait imaginaire). 

5. PARTICULARITÉS DE LA FORME. L'ovale de Cassini est symé- 
trique par rapport aux droites OX et OY ct, par conséquent, par rapport 
au point O. 

Quand a < c, la courbe se compose de deux ovales séparés. (Sur 
la fig. 492 deux ovales L,, L,’ correspondent à la valeur a = 0,8c; 
L;, L', à la valeur a = 0,9c) Quand a > c, c'est une courbe fermée 
(pour a = 1,1c la courbe L,, pour a = cÿ2 la courbe L;, pour a = c|/3 
la courbe Z4). Dans le cas limite a — € la courbe est la lémniscate Z, 
(cf. définition de la lémniscate). Quand a tend en croissant vers c, les 
sommets 4,, 4, tendent à coïncider avec les sommets N,, N, de la 
lemniscate ct les sommets B,, B, avec le nœud O; dans ce cas l'ovale 
de droite se transforme en la boucle droite de la lemniscate et l'ovale 
gauche en la boucle gauche. 

Avec la croissance ultérieure de a, lorsqu'il est supérieur à c, mais 
inférieur à cW2 (c < a < c}/2), l'ovale de Cassini (L, sur la fig. 492) 
présente quatre points d'inflexion symétriques D,, D,, D,, D, ; bien 
que fermée, la courbe n'est pas un ovale proprement dit ‘*. La courbure 
aux sommets C,;, C, cst infiniment grande quand a — c est infiniment 
petit. Quand a tend en croissant vers c|/2, la courbure aux points C,, 
Ca tend vers zéro. 

La courbe limite correspondant à la relation a = cÿ2 (Zs Sur la 
fig. 492) et toutes les autres courbes (a > c}2) sont des ovales. Mais 
l'ovale limite possède une courbure nulle aux sommets E,, E, (en ces 
points les points d'inflexion de la courbe Z, fusionnent par couple et 
aux points d'inflexion la courbure est toujours nulle). 

6, DIAMÈTRE MAXIMAL. Quand a > c}2, c'est-à-dire pour tous 
les ovales enveloppant l'ovale limite Z,;, le plus grand diamètre 


(°2 Certaines droites comme, par exemple, la droite D,D4 coupent la courbe de Cassini 
en quatre points. 
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GG = 2Va3 — c2 se trouve sur l'axe OY. Par contre, tout ovale de Cas- 

sini situé à l'intéricur de l'ovalc limite (aussi bien à l'intérieur de la 

lemniscate qu'enveloppant celle-ci) possède deux diamètres maxi- 
2 


maux XK,K, = K;Ks = ©, Ils sont symétriques par rapport à OY 
2c 

et distants de 

Wie — ai 

= 2c 


du centre ©. Leurs cxtrémités K,, K,, K:, K, sont situées sur le cercle 
O(c). Ce dernicr est le lieu géométrique des points en lesquels les tangen- 
tes aux ovales de Cassini sont parallèles à l'axe OX (elles sont bitan- 
gentes à l'ovale de Cassini en deux points K,, K; symétriques par rap- 
port à OY). 

7, RAYON DE COURBURE: 


OKo 


2a°p! ap (4) 


Rs — © = ——— . 
ct— at + 3pt p* + ct cos 29 


En particulier, aux sommets A(p = lc2+ a, @ = 0), B(p =Ÿc? — at, 


o= 0), cfe-Va—& ==]; 
2 
Re Tr Sep 
me, ne STE, 
fee aÿaa. 


at —2ct| 


8. L'OiNTS D'INFLEXION. Les coordonnées polaires des points d'in- 
flexion D,, D,, D, D, sont déterminées par les formules 


4 Las cs fa — 
Ph = É : —_, cos 29, = EE —1|: (5) 

Le licu géométrique des points d'inflexion cst la lemniscate de 
sommcts E,, E, (non représentée sur la figure). 

9, CONSTRUCTION DE LA TANGENTE. Pour construire la tangente 
à l'ovale de Cassini en son point N (fig. 491), prolongcons le segment F,N 
au-delà du point N à la distance NF = NF,. Menons par les points F 
et F, les droites FH et F,H respectivement perpendiculaires à F,N 
et F,N. Relions leur point d'intersection H avec N. La droite NH cst 
la tangente cherchée. 

Si les droites FH, F,H se coupent en un point inaccessible, on 
peut diminuer proportionnellement les segments NF,, NF,. 


25° 
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& 510. Lemniscate de Bernoulli 


1. HisroriQUE. En 1694, Jacques Bernoulli dans un travail consacré 
à la théorie des marées avait utilisé une courbe déterminée par l’équa- 


tion x2+ y? = aŸx?— y2. 11 avait noté la ressemblance de cette 
courbe (fig. 493) avec le chiffre 8 et avec le lemnisque ‘*?, d'où l’appel- 
lation de lemmiscale. La lemniscate devicnt largement connue en 1718 
quand Jules-César de Fagnano établit que l'intégrale représentant la 
longueur de l'arc de la Ilemniscate ne s'exprime pas à l'aide des 
fonctions élémentaires et que néanmoins on peut diviser la lemniscate 
(à l’aide de la règle et du compas) en n arcs égaux à condition que # — 
— 2" ou 3-2" ou 5:2"{»1 est un cnticr positif quelconque). 

La lemniscate est une forme particulière des ovales de Cassini 
($ 509, 6). Toutefois, bien que les ovales de Cassini soient largement 
connus dès 1749, l'identité du shuit de Cassinis et de la lemniscate 
de Bernoulli ne fut établie qu'en 1806 (SALADIN1). 

2. DÉFINITION. La lemniscate est lc lieu géométrique des points M 
tels que le produit des distances à deux points fixes appelés foyers 
cst égal au carré de la demi-distance des deux foyers. 

Soient F, ct F, les deux foyers et soit F,F, = 2c (F,F, est l'axe 
de la Jlemniscate). On aura: 


ME, MF, = à. 


3, ÉQUATION (l'origine O cst le milicu du segment Z°,},, l'axe OX 
cest orienté suivant F,F,): 


(x! + AU = 2c'(x _—_— s?). (1) 
Lquation EN CObRDONNÉES POLAIRES (O0 pôle, OX axe polaire): 
p° = 2ct cos 29. (2) 


FIG. 493 


(92 Du gr. lémniskos, ruban. 
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r 
L'angle @ varie dans les intervalles | — —) +] «t (Æ 3 . . 
4 4 
REPRÉSENTATION PARAMÉTRIQUE RATIONNELLE: 
tu + u? = u—u? 
zx =cÿf2-——— Tia y=cV2-—r œ <u< + æ), (3) 


où le paramètre 1 est lié avec @ par la relation u? = tg (E +): 
4 


4, GÉNÉRATION. On peut appliquer la méthode générale de cons- 
truction des ovales de Cassini, mais le procédé ci-dessous (Mac-Lau- 
RIN) est meilleur et plus simple. Construisons (fig. 493) la circonférence 


de rayon na et de centre au point F, (ou F.,). Menons une sécante arbi- 


traire OPQ et portons sur cette droite de part et d'autre du point O 
les longueurs OM et OM, égales à la corde PQ. Le point Àf décrit alors 
l'une des boucles de la lemniscate, le point Af, l'autre. 

5. PARTICULARITÉS DE LA FORME. La lemniscate possède deux 
axes de symétrie: la droite F,F.(OX) ct la droite OY | OX. Le point O 
est un nœud; les deux branches possèdent ici un point d'inflexion. 
Les tangentes à la courbe en ce point forment avec l'axe OX des an- 


gles + T , Les points 4,, 4, les plus éloignés du nœud O (sommets de la 
4 


lemniscate) sont situés sur l'axe F,F, à une distance cŸ2 du nœud. 
6. PROPRIÉTÉS DE LA NORMALE. Le rayon vecteur Of de la lémnis- 


cate forme avec la normale MN un angle ÿ (OMN = y) deux fois 
plus grand que l'angle polaire o (= xO): 


Y = OMN = 29. 
En d’autres termes: l'angle XNM = f compris entre l’axe OX et le 
vecteur NN’ de la normale extérieure à la lemniscate au point Àf est 
égal à trois fois l'angle polaire du point Af: 
B = 39. 
7, CONSTRUCTION DE LA TANGENTE. Pour construire la tangente 
à la lemniscate au point Af menons le rayon vecteur Of et construi- 


sons OMN — 2XOM. La perpendiculaire MT à la droite AfN est la 
tangente cherchée. 
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8. LE DIAMÈTRE MAXIMAL LC = LE F,Fa = c (lig. 493) est la base 
2 


du triangle équilatéral de sommet O. 
9, RAYON DE COURBURE 


2c1 
3p ° 
10, A1RE S DU SECTEUR A,0M: 


? 
R = 


8 
So) = = sin 2@ = OK - F,K 


(Æ est la projection du foyer F, sur le rayon vecteur OM). 

En d’autres termes: la perpendiculaire F,Æ abaissée du foyc: de 
la lemniscate sur un rayon vecteur arbitraire OM divise l'aire du sec- 
teur ÀA,OM en deux parties égales. 

T 

L'AIRE DE CHAQUE BOUCLE DE LA LÉMNISCATE cst 2S (F =: 62. 

11. RAPPORTS AVEC L'HYPERBOLE. Le licu géométrique des picds 
des perpendiculaires abaissées du centre O de l'hyperbole équilatère 
de sommets 4,, 4, sur ses tangentes est une lemniscate de mêmes som- 
mots. 


$ 511. Spirale d'Archimède ‘*? 


1. GÉNÉRATION. Pour construire la spirale d’Archimède de paramètre 
donné À, menons du centre O (fig. 494) une circonférence arbitraire, 
par exemple la circonférence de rayon ON = k 9), 

Divisons-la par les points b,, b,, b,, b4, … ®°® en un nombre arbi- 
traire d'arcs égaux (nous avons pris # = 12). Sur le rayon Ob, por- 
tons le segment O4, — 2rk (le pas de la spirale). Divisons-le en un 
même nombre de parties égales. Sur les rayons Ob,, Ob,, Ob;, … portons 


les segments OD, — Lo4 1: OD, = 2 04, … Nous obtenons les points 


n n 
D,, D,, D:, … de la première spire de la spirale. Nous obtenons les points 
E,, E;,, E3, … de la seconde spire en portant sur les prolongements 


(2 Lire au préalable $ 75. 
(+2 Il est plus commode de prendre une circonférence de plus grand rayon; 
nous n'avons pris une circonférence de rayon k que parce qu'elle nous servira par la suite. 
(°°°) Le point b, n'est pas noté sur la figure. car il est situé à l’intérieur du petit 
cercle entourant le point D, (la distance b,D, est d'environ 5°% du rayon k). 
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FIG. 494 


des segments OD,, OD,, OD,, … les segments D,E,, D,E,, …, égaux 
au pas 04,. Nous obtenons de même les points des spires suivantes. 

2. PARTICULARITÉS DE LA FORME. Tout rayon O0 issu du pôle O 
possède, outre le point O, une infinité de points Q,, Q,, … communs avec 
la spirale. Deux points successifs Q;, O:41 sont distants de a(=— 2An) 
(a est le pas de la spirale). La tangente à la spirale au point O 
est confondue avec la droite initiale OX (il est utile d’en tenir compte 
lors de la construction de la spirale). La tangente A1T à la spirale en 
un point arbitraire s'obtient de la droite {0 par une rotation de cette 
dernière d'un angle (aigu) OMT = «, pour lequel 


tea = 2M 4 

SEC R M 
Quand p — co , l'angle x tend vers 90° et l'arc de la spirale au voisi- 
nage du point ÀAf s'apparente de plus en plus à un arc de circonférence. 
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3. PROPRIÉTÉ DE LA NORMALE. La normale MN menée par le 
point Af de la spirale d’Archimède de pas a coupe la droite ON per- 
pendiculaire au rayon vecteur OM au point N distant de O de ON — 


EC 
= (= 14). 


4, CONSTRUCTION DE LA TANGENTE. Pour construire la tangente 
au point 4f à la spirale d'Archimède (cf. fig. 494) faisons tourner le 


rayon Of autour du point O d'un angle + 7, Relions A4 avec le point N 
2 


en lequel le rayon tourné coupe la circonférence de rayon k et de centre O. 
La droite AfN est la normalc à la spirale. Construisant AT | MN, 
nous obtenons la tangente cherchée. La tangente à la spirale de sens 
indirect (cf. $ 75 et fig. 106) cst construite de la même manière avec 


cette différence que le rayon OM tourne d'un angle =. 
2 


5. AIRE S DU SECTEUR NOM” (si les angles polaires des points 4/7, 
M" diffèrent au plus de 2x): 

S = L o(p? + pp" + p'°), (1) 
où p—OM, p’=OM", w = MOM. 

Géométriquement, l'aire du secteur de la spirale d'Archimède 
est égale à la moyenne arithmétique des aires des trois secteurs circu- 
laires dont l'angle est le mème que celui du secteur MOM’ ct dont l'un 
des rayons est égal au rayon vecteur OM, l’autre au rayon vecteur OAf”, 
le troisième à la moyenne proportionnelle JOM-.OM". 

6. AIRES DES SPIRES. La formule (1) donne pour p — 0, p = a, 
w = 2x l'aire S, de la figure OD,D; Q,4,0 (fig. 494), limitée par la 
première spire de la spirale ct le segment O4, : 


Î Î 
S=-rrat=-s, (2) 


où S! est l'aire du cercle de rayon O4, 
L'aire S, de la figure 4,Z,H4A,4, limitée par la seconde spire ct 
le segment 4,4,(p — a, p’ = 2a, © = 27r) est: 


7 7 
= 1 — $!° : 
S, = 3 7 12 Ss (3) 


où S£ est l'aire du cercle de rayon O4,. 
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ième 


En général, l'aire S, limitée par la # spire de la spirale et le 


segment O4, s'exprime ainsi: 
n3 —(n — n° — (n — 8 


3 3n Sn, (4) 


Sa = 


où S, est l'aire du cercle de rayon OA,. 

7. AIRES DES COURONNES. Appelons première couronne de la spi- 
rale d’Archimède la figure balayée par le segment du rayon vecteur 
compris entre les première et seconde spires lorsque le rayon vecteur 
tourne de 360° à partir de sa position initiale. Pour parcourir son péri- 
mètre on longe le scgment 4,0, la première spire 0Q,4,, le segment 4,4,, 
et enfin la seconde spire 4,HQ,4, (dans le sens rétrograde). 

De même la seconde couronne est balayée par le segment du rayon 
vecteur compris entre les seconde et troisième spires. Elle est limitée: 
1) par le segment 4,4,; 2) par la seconde spire; 3) par le segment 
4,43; 4) par la troisième spire (parcourue dans le sens rétrograde). 


On définit de mème les troisième, quatrième, etc., couronnes. 


ième 


L'aire 1°, de la couronne s'exprime ainsi: 
n 


Fh T3 Sn+: — Sh TA GnS,. 


Ici S, = n ra? est l'aire de la première spire (de la couronne zéro). 


Les proprictés de la spirale que nous avons exposées ont été décou- 
vertes par Archimède. 
8. LONGUEUR / DE L'ARC ONf 


[etes LP A ESS ] ü 
k k 


= io Vo ri to + Va Fe à 
= Hg a sec a + In (tg & + sec a)], 
où « est l'angle aigu compris entre la tangente MT (fig. 494) ct le rayon 


En 
vecteur OM, ou « = ONAI. 
9, RAYON DE COURBURE 
(et + ap k CARRIRNS k {t'a + 1)°" 
TPE gF2 sec'a +1 


Au point O, re 
2 
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S 512. Développante de cercle 


1. CONSTRUCTION MÉCANIQUE. La développante de cercle est une spirale 
fort proche de la spirale d’Archimède. C'est ure courbe décrite par 
l'extrémité M{(fig. 495) d'un fil tendu LA que l'on déroule d’une bobine 
circulaire D,LL, (ou que l’on enroule sur cette bobine; dans ce dernier 
cas le point A se déplace dans le sens inverse). 

La propriété mentionnée s'exprime géométriquement de la façon 
suivante. 

2. DÉFINITION. Supposons que le point L situé à l'instant initial 
en D, décrive plusieurs fois le cercle de rayon À (h est le paramètre de 
la développante de cercle). Portons sur la tangente LH dans la direc- 
tion opposée à celle de la rotation le segment LM égal à l'arc D,L par- 
couru par le point Z. La développante de cercle est la courbe décrite 


FIG. 495 


Quelques courbes remarquables 779 


par le point A7. Un seul el même cercle pusstde une infinité de dévelup- 
pantes (correspondant à toutes les positions possibles du point D). 

Suivant que le mouvement du point L s'effectue dans le sens des 
aiguilles d'une montre ou dans le sens contraire, nous obtenons la déve- 
loppante de cercle de sens indirect (D,Q sur la fig. 495) ou de sens direct 
(D,Y1P). On considère habituellement les deux développantes du cercle 
donné comme les deux branches d’une même courbe. 

3, GÉNÉRATION. Divisons la circonférence donnée en # arcs égaux 
D b, = bb = ba =. = bh_1D,. Portons sur lu tangente en D, le seg- 
ment D,E, = 25h. Divisons-le en un même nombre de parties égales: 


Da: = CAC =. —= An-1Ëe. 


Portons sur les tangentes aux points successifs b,, b,, b,, … (dans 
la direction opposée au déplacement du point de contact) les segments 
b,D,;, b,D:, b,D,, … respectivement égaux aux segments D,a,, D,a:, 
D,a3, … Nous obtenons les points D,, D,, D;, … de la première spire 
D,PE, de la développante de cercle. Nous obtenons les points Z,;, 
ÆL,, Ey .… de la seconde spire en portant sur les prolongements des scg- 
ments b,D,, b,D,, b,D,, … les segments D,L,, D,f:,, DE, … égaux à 
D,E,. Nous obtenons de même les points des autres spires. 

4, PARTICULARITÉS DE LA FORME. La développantce de cercle pos- 
sède, en vertu des propriétés générales de la développante d'une courbe 
quelconque (cf. 88 346, 347), les propriétés suivantes. 

a) La développante d'un cercle coupe toutes les tangentes à ce 
cercle sous un angle droit. En particulier, la dévcloppante forme au 
point D, un angle droit avec la tangente D,F,. 

b) Inversement la normale MH à la développante cst la tangente 
au cercle. Le point de contact L est alors le centre de courbure de la 
développante, de sorte que le segment ML est le rayon de courbure 
de la développante: 

R= ML. (1) 


En particulier, au point D, le rayon de courbure de la développante 
est nul: 
R,=0. (2) 
c) Le rayon de courbure R de la développante croit à mesure que 
le point M s'éloigne du point où il était à l'instant initial; son accrois- 
sement R,—R= ML, — ML est égal à la longueur de l'arc 
correspondant LZL, du cercle: 


R—R= LL, (3) 


En particulier, dans la partie D,M de la développante l'accroissement 
du rayon de courbure est égal à Ruy — Ro = Ris, ct 


Rs; = DL = ka, (4 
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où &« — D,OL est l'angle de rotation du rayon OL à partir de sa position 
initiale OD,. | 

d) D'après sa construction la développante ne pénètre pas à l'in- 
térieur du cercle O. C'est pourquoi, quand le point Af passe par le point 
D,, la direction du mouvement est inversée, autrement dit, D, est un 
point de rebroussement de la développante. 

5. RAPPORTS AVEC LA SPIRALE D'ARCHIMÈDE. Comparons la branche 
de sens direct (indirect) de la développante de cercle avec la spirale 
d'Archimède de sens direct (indirect) de même paramètre k = OD, 
(c'est-à-dire de pas 2x4 = D,E,). Supposons que cette spirale (en poin- 
tillé sur la fig. 495) se déroule à partir du centre O de la circonférence 
donnée dans la direction du rayon OX” que l'on obtient par une rota- 
tion du rayon initial OD, d'un angle de — 90° (+ 90°). Le point G 
décrivant la spirale se rapproche indéfiniment de la développante: 
la plus courte distance du point G à la développante (elle est mesurée 
par le segment GA de la normale LH à la développante) n'est plus, 
dès la fin de la première spire, que 1% du pas de la spirale. 

D'autre part, le rayon vecteur ON de la spirale formant un angle 
de — 90° (+ 90°) avec le rayon OL a la même longueur k« que le seg- 
ment LM. Cela signifie que le pied de la perpendiculaire abaissée du 
centre O sur la tangente MT à la développante décrit la spirale d'Archimède. 

6, EQUATION EN COORDONNÉES POLAIRES DE LA DÉVELOPPANTE 
DE CERCLE (le pôle O est le centre du cercle donné; l'axe polaire OX 
est orienté suivant le rayon initial OD,): 


Vos —xi k 
QE ae SES (S) 
où À est le rayon du cercle. 
7. EQUATIONS PARAMÉTRIQUES 
x = k(cosa + asinæ); y — k(sin & — « cas @), (6) 
IN 
où «x = D,OL. 
8, LONGUEUR s DE L'ARC D,Nf: 
1 à (ka)? 1 AfLA 
ra de di do (7) 


Pour obtenir un segment de même longueur menons la droite AfV | OA 
jusqu'à son intersection au point V avec le prolongement du 


rayon OL. La moitié du segment Of est égale en longueur à l'arc D,M : 


s=DM= or. (S) 
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9, L'ATRE S Du SECTEUR DO! décrit par le rayon vecteur, ainsi 
que l'aire S, du triangle mixtiligne LD, dont la basc est le segment LM 
et les côtés l'arc D,L du cercle et l'arc D, de la développante, est 
trois fois plus petite que l'aire du triangle OMV (voir numéro 8): 


S = S, = L aire OMV + ha. (9) 


10, ÉQUATION INTRINSÈQUE DE LA DÉVELOPPANTE DE CERCLE. 
On appelle équation intrinsèque d’une courbe l'équation reliant la lon- 
GRR, 


gucur s de son arc Af,M compté à partir d’un point A7, et le rayon 
de courbure R au point A1. L'équation intrinsèque de la développante 
de cercle est: 

R1 = 2ks; (10) 


on l'obtient en éliminant æ entre (4) et (7). 

11, PROPRIÉTÉ CINÉMATIQUE. Dans le langage de la cinématique 
l'équation intrinsèque (10) exprime la propriété suivante: si l'arc de 
la développante de cercle roule (sans glisser) sur une droite, le centre 
de courbure L correspondant au point de contact parcourt une parabole 
de paramètre k. 

12. HISTORIQUE. Les développantes de différentes courbes ont 
été étudiées pour la première fois par Huyghens dans son ouvrage sur 
le pendule (1673) (cf. $ 514, 17). Les principales propriétés de la déve- 
loppante de cercle ont été découvertes par La Hire et exposées dans son 
ouvrage de 1706. En 1740, Clairaut découvrit la propriété 5. La propriété 
9 ainsi que l'interprétation cinématique de l'équation intrinsèque (de 
toute courbe) ont été indiquées par Mannheim en 18509. 


8 513. Spirale logarithmique 


1, DÉFINITION. Soit UV une droite (fig. 496) tournant uniformément 
autour d'un point immobile Ofpôle); si sur cette droite un point M 
se déplace en s'éloignant de O avec une vitesse proportionnelle à la 
distance Of, il décrit une courbe appelée spirale logarithmique. 

2. PRINCIPALE PROPRIÉTÉ GÉOMÉTRIQUE. À la rotation de la droite 


MN 
UV à partir de n'importe laquelle de ses positions d’un angle w(=A/,0M:;) 
correspond un même rapport OÂf, : OM, des rayons vecteurs. En d'au- 
tres termes, si le couple de points Mf,, Af, de la spirale logarithmique 
apparaît du pôle sous un même angle qu'un autre couple de points 
No N\ de cette même spirale, les triangles OAf,M, et ON,N, sont sem- 
blables. 
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FIG. 4% 


Ncus appellcrons indice de croissance de la spirale logarithmique 
le rapport g du rayon vecteur terminal (04,) au rayon vecteur initial 
(04,) lors de la rotation de la droite UV d'un angle de + 2x. 

3. SPIRALES DE SENS DIRECT ET INDIRECT. Si la droite UV tourne 
dans le sens inverse des aiguilles d’une montre, la spirale logarithmique 
est dite de sens direct; elle cst dite de sens indirect dans le cas contraire. 
Pour une spirale de sens direct g > 1; pour une spirale de sens indirect 
g < 1. Quand q = 1, la spirale dégénère en circonférence. 

On peut faire ccincider les spirales de sens direct et indirect dont 
le produit des indices de croissance donne 1, mais pour cela il faut trans- 
former le côté « facce de l'unc d'elles en côté « dos s. 
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4, GÉNÉRATION. Pour. construire une spirale logarithmique de 
sens direct d'indice de croissance q ‘*? divisons une circonférence de 
centre O en n — 2Ë parties égales par les points B,, B,, B,, B, … 
dans le sens inverse des aiguilles d’une montre ‘**?. Pour fixer les idées, 
posons # = 24 — 16. Prenons sur le rayon OB, un point arbitraire 4, 
et portons le segment OA, = g04,. Sur le segment OA, comme diamètre 
construisons la circonférence 0° et menons 4,K | O4, jusqu'à l'in- 
tersection avec cette circonférence au point Æ. La circonférence de 
rayon OK coupe le rayon OB, au point D, appartenant à la spirale con- 
sidérée ; la même circonférence coupe le rayon O4, en un certain point 
L. Menons LÆ” | OA, jusqu'à l'intersection avec la circonférence 0° 
au point K”. La circonférence de rayon OK” coupe le rayon OB,, au 
point D,, appartenant à la spirale cherchée ct le rayon O4, en un point 
L’. Menons par ce point L’K””’ | O4,, etc. Nous obtenons ainsi les points 
D,4 et Dis. 

On peut construire une infinité d’autres points de la spirale situés 
sur les droites B,B,, B,B,, etc., de la manière suivante. Au point D,, 
construisons l'angle OD,,Q égal à l'angle OD,,D,, ; à son intersection avec 
le rayon OB,, nous obtenons le point D, ac la spirale cherchée.Au 


point 4, construisons 04,0" = OD,,4,; à son intersection avec le rayon 
OB, nous obtenons le point ÆE,, etc. 

3, ÉQUATION EN COORDONNÉES POLAIRES (le pôle coïncide avec 
le pôle de la spirale; l'axe polaire passe par un point Àf, arbitraire de 
la spirale): 

P 


2r 
P — Ps4 »: (1) 
où po = OA, cst le rayon vecteur du point Af, et q l'indice de croissance. 
EXEMPLE. La spirale construite sur la fig. 496 (qg = 3) est repré- 
scntée par l'équation 
? 


p — + 
Si l'on prend pour axe polaire le rayon OB,, on a p, = O04,. Posant 


en particulier @ = x, nous obtenons p — PoV3 = ODs: pour y = . 


nous avons p — PoŸ 3 = OD,, cte. 


: sie + 0 1 
€) On coustruit de même la spirale de sens indirect d'indice de croissance — 


(ee) Lors de la construction de la spirale de sens indirect, les points B,, B,, B,, Ds. … 
se succédent dans Île sens des aiguilles d'une montre, 
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L'équation (1) s'écrit habituellement sous la forme 


k 
p = pue ?, (2) 
où k cest un paramètre s'exprimant en fonction de g à l’aide de la for- 
mulc: 


_ Ing 
LT (3) 
Inversement 
ds Pr (4) 
Le sens géométrique du paramètre À découle de la relation 
k = cotg a, (5) 


NX 
où « = OÂMIT cest l'angle compris entre la droite OM et la tangente MT 
(cf. ci-après fig. 497). 

Pour les spirales de sens direct le paramètre k a des valeurs positives, 
pour les spirales de sens indirect des valeurs négatives. 

6. PARTICULARITÉS DE LA FORME. Si la droite UF fait unc infinité 
de tours dans le sens inverse des aiguilles d’une montre (dans le sens 
des aiguilles), le point A7 décrivant la spirale de sens direct (de sens indi- 
rect) s'éloigne indéfiniment du pôle et décrit un nombre infini de spires. 
Pour une infinité de tours dans le sens contraire le point A se rapproche 
indéfiniment du pèle O sans coïncider avec O quelle que soit la position 
de la droite UV. La courbe forme ainsi une infinité de spires autour 
du pôle. Toutefois, la longucur de l'arc décrit alors par le point Af à 
partir d'un point 4,, bien que crois- 
sante, n'est pas infinie. Elle tend vers 
une certaine limite s que l'on appelle la 
longueur de l'arc OA,. Cette appellation 
est conventionnelle, car le point O, 
rigoureusement parlant, n'appartient 
pas à la spirale logarithmique. 

7, TANGENTE ET LONGUEUR DE 


IN 
L'ARC. L’angle «x (— OMT), dont on 
doit faire tourner la droite UV autour 
du point Àf de la spirale logarithmique 
(fig. 497) pour que cette droite coïin- 
cide avec la tangente AT est le même 
pour tous les points de la spirale. Le 
segment MT de la tangente allant du 
point de contact jusqu'à l'intersection 
FIG. 497 avec la droite OI menée par le pôle 
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O perpendiculairement au rayon vecteur OM a la mème longucur s 
que l'arc Of de la spirale: 


s=O0M = MTs-. (6) 
COS & 


où p cest le rayon vecteur OM. 
La longueur 5 d’un arc quelconque LM de la spirale logarithmique 

cst: 

Ou PL, 


5 = LM = OM —OL = —— (7) 


autrement dit, la longueur de l'arc ZM est proportionnelle à la diffé- 
rence des rayons vecteurs à ses extrémités. Pour construire un segment 
de même longueur il suffit de porter sur le grand rayon OM un segment 
OP égal au petit rayon OL et de mener par P la droite PH perpendicu- 
laire à OM. Elle coupe la tangente MT en un certain point H. MH 
est le segment cherché. 

L'angle « s'exprime à l’aide de l'indice de croissance g par la for- 
mule 

In q 


coga =: (8) 
Pour la spirale représentée sur la fig. 496, où g = 04, : 04, = 3, 
nous avons: 


In 3 
cotg æ = 7e = 0,1748, 
« = 80°5". 

8. TRIANGLE CARACTÉRISTIQUE ET AIRE SECTORIELLE. L'aire balayée 
par le rayon vecteur OL (fig. 497), quand le point ZL part d'une certaine 
position initiale M et se rapproche indéfiniment du pôle O suivant la 
spirale logarithmique, tend vers une limite finie S (l'aire sectorielle). 
L'aire sectorielle au point Af est deux fois plus petite que l'aire du frian- 
gle caractéristique OMT, formé par le rayon vecteur OAf, la droite 
OW qui lui est perpendiculaire et la tangente MT: 


Î 1 
S=ZSour" gta @) 


où p est le rayon vecteur du point M. 
L'aire S de tout secteur LOM (nous supposons que OM est le grand 


rayon et que LOM ne dépasse pas 2x en valeur absolue) est deux fois 
plus petite que l’aire du trapèze PMTK (fig. 497) obtenu à partir du 
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triangle caractéristique OMT si l'on porte sur ON! le segment OP = OL 
et mène PK parallèlement à MT: 


= Î 
S = SPAMTK = 4 (pi —pt)tg a, (10) 


où Pr, p2 sont les rayons vecteurs des points L, Af. 

9. RAYON ET CENTRE DE COURBURE. Le centre de courbure C cor- 
respondant au point Af de la spirale logarithmique (fig. 497) ) est situé 
à l'intersection de la normale MC menée par f et de la droite OW 
menée par le pôle perpendiculairement au rayon vecteur OM. Le rayon 
de courbure est 


p 
= sinx (1) 
On démontre cette égalité en considérant le triangle COM. 
10. DÉVELOPPÉE. Le lieu géométrique des centres de courbure C 
(développée) de la spirale logarithmique est une spirale logarithmique 
engendrée par la spirale initiale tournant autour du pôle d'un angle 


Tr 
o=(2n+1)-—tealntea, (12) 
où n# est un entier arbitraire. Ainsi, si la spirale initiale coupe les rayons 
vecteurs sous un angle « — 45°, on peut alors la faire coïncider avec sa 


développée par une rotation autour du pôle d'un angle w = T ou 
2 


w = 5 - où w=—37 , etc. En particulier, il existe une infinité 
2 


de spirales logarithmiques qui sont leurs propres développées. Ce sont 
les spirales pour lesquelles l'angle & satisfait à l'une des équations 


twaintgx=(2n+1)2, 


où # est un nombre entier. 
11. ÉQUATION INTRINSÈQUE (c'est-à-dire équation reliant la lon- 
gueur de l'arc et le rayon de courbure; cf. $ 512, 10) 


R = ks(= s cotg a). (13) 


Elle découle de (6) et (11); on peut la déduire en considérant le triangle 
CMT. 

12. PROPRIÉTÉ CINÉMATIQUE. Dans le langage de la cinématique 
l'équation (13) exprime la propriété suivante: si l'arc de spirale logarith- 
mique roule (sans glisser) sur la droite AB, le centre de courbure corres- 
pondant au point de contact se déplace suivant une droite formant un 


angle = — « avec AB. 
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13. PROPRIÉTÉ CARTOGRAPHIQUE. Projetée à partir du pôle de la 
sphère P sur le plan de l'équateur la courbe sphérique coupant les méri- 
diens sous un angle constant « (cette courbe est appelée loxodromie ‘*?) 
est une spirale logarithmique; le pôle de cette dernière se trouve au 
centre de la sphère. Les méridiens sont alors les rayons orientés suivant 
les rayons vecteurs de la spirale; ces rayons coupent la spirale sous le 
même angle constant « sous lequel la loxodromie coupe les méridiens. 

14. HistoriQUuE. En 1638, Descartes trouva que la tangente à 
une spirale dont l'arc croît proportionnellement au rayon vecteur forme 
un angle constant avec le rayon vecteur. À la même époque Torricelli 
étudia en détail la « spirale géométrique +, nom qu'il donna à la courbe 
déterminée à l'aide de la construction exposée plus haut, p. 783 et dé- 
montra géométriquement certaines de ses propriétés (6 et 7). Jacques 
Bernoulli découvrit en 1692 d’autres propriétés (8-11) de la «spirale 
merveilleuses (spira mirabilis). L'appellation espirale logarithmique » 
(l'angle des rayons vecteurs est proportionnel au logarithme de leur 
rapport) est due à Varignon (1704). Par la suite la spirale logarithmique 
fut l'objet de multiples études. Ainsi, sa propriété cinématique (12) 
fut découverte par Catalan en 1856. 


& 514. Cycloïdes 


1. DÉFINITION. On appelle cycloïde la courbe décrite par un point (fig. 498) 
invariablement lié au cercle mobile {cercle générateur) qui roule (sans 
glisser) sur une droite XL (directrice). 

Si le point M engendrant la cycloïde est intérieur au cercle générateur 
(autrement dit, si la distance CAf = d au centre C est inférieure au 
rayon r), la cycloïde est dite raccourcie (fig. 498, a); s'il est extérieur 
(c'est-à-dire si d > r), elle est dite allongée (fig. 498, b); si le point 
M est situé sur la circonférence (autrement dit, d = r), la courbe décrite 
par ce point est appelée cycloïde ordinaire (fig. 498, c) ou cycloïde 
tout court (cf. $ 253). 

EXEMPLE. Quand un wagon se déplace sur les rails, le point inté- 
rieur de la rouc décrit une cycloïde raccourcie, le point sur le bandage 
de la roue une cycloïde allongée et le point de la circonférence de la 
roue une cycloide ordinaire. 

On appelle point de départ de la cycloïde (4 sur la fig. 498, a-c) 
un point situé sur la droite (C,O), joignant le centre C, du cercle géné- 


Ce Du gr. loxodromos, qui court obliquement. Un navire suivant constamment le 
même rumb du vent, se déplace suivant une loxodromie. 
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rateur au point de contact O de la circonférence mobile et de la droite 
fixe, du même côté de ce centre que le point ©. Le point B sur les 
fig. 498, a-c est aussi un point de départ. 

Les points de départ de la cycloïde ordinaire (fig. 498, c) sont situés 
sur la directrice et coïncident avec les points de contact correspondants. 

On appelle sommet de la cycloïide (D sur la fig. 498, a-c) un point 
appartenant à la droite C’0° reliant le centre C” du cercle générateur 
avec le point de contact O’ de la circonférence et de la droite, mais qui 
est situé sur le prolongement du segment C’0’ au-delà du point C’. 
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FIG. 499 


Le segment AB reliant deux points de départ voisins est appelé 
la base de la cycloïde; la perpendiculaire DF abaïissée du sommet de la 
cycloïde sur sa base est son hauteur. L'arc décrit par le point À entre 
deux points de départ voisins est appelé arche ou arcade de cycloïde; 
la droite UV décrite par le centre C du cercle générateur est dite ligne 
des centres de la cycloïde. 

2. GÉNÉRATION. Pour construire la cycloïde d'après le rayon r 
du cercle générateur ct la distance d du point Àf décrivant la cycloïde 
au centre C du cercle générateur, menons tout d'abord (fig. 499) la 
ligne des centres UF. D'un certain point C, de cette ligne comme centre 
traçons une circonférence de rayon d ‘*”. Désignons par Af, l'une des 
extrémités de son diamètre perpendiculaire à UV. C'est le sommet de 
la courbe cherchée. 

Divisons la circonférence C, en un nombre pair 2n d'arcs égaux 
(nous avons pris 2n — 16) de sorte que le point Àf, soit l'un des points 
de division et marquons les points de division par 0, +1, +2,..., + 
(les points + # et — n sont confondus). Portons sur la ligne des centres 
de part et d'autre du point C, les segments C,4”, C,B” égaux à la 
demi-circonférence du cercle générateur: 


Cod = CB’ = nr, 


ct divisons chacun de ces segments en # parties égales. Désignons les 
points de division par C+y, C+o, …, C+niles points Ch, C-, coïncident 
respectivement avec les points 4”, B’; aux indices positifs sur la droite 
UV et sur la circonférence C, correspondent les points situés d'un même 
côté de la droite C,Mf,). Par les points 1, 2, 3, .… de la circonférence 


Ce Dans le cas d'une cycloïde ordinaire, c'est la circonférence du cercle générateur. 
En fait, ni le cercle générateur, ni la directrice ne participent à la construction. Sur la fig.49 
ils ne sont représentés que pour des raisons de clarté. 
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C, menons des droites parallèles à la ligne des centres (elles passeront 
respectivement par les points — 1, — 2, — 3, .…) ct par les points 
C4, C+2, … les demi-circonférences de rayon d, dont les diamètres 
sont perpendiculaires à UF et qui tournent leur concavité vers le point 


: Marquons les points M,, Af_,, où les demi-circonférences C;, C., 
rencontrent la droite menée par les points + 1, — 1; marquons ensuite 
les points Àf,, M_,, où les demi-circonférences C,, C_, rencontrent la 
droite menée par les points + 2, — 2, etc. Tous les points A£,, M_,, 
Ma, M, etc., sont situés sur la cycloïde cherchée. Aux points f,, M_, 
se trouvent ses points de départ 4, B. 

On construit ainsi par points une arche de cycloïde. Pour construire 
les arches voisines, il faut prolonger la suite des points C comme l'in- 
dique la fig. 499. On renumérote ces points. Par contre il n’est pas néces- 
saire de tracer encore une fois la circonférence C,, car les droites paral- 
lèles à la ligne des centres restent les mêmes. 

3. EQUATIONS PARAMÉTRIQUES [l'axe des abscisses est la direc- 
trice XL; l'origine des coordonnées est la projection de l’un des points 
de départ (4 sur la fig. 498, a-c) sur la directrice KL]: 


x=19—dsine; y—r—dcosg, (1) 


où ® — MCE’ est l'angle de rotation du cercle générateur compté à 
partir de la position où le point A coïncide avec À. 
Pour une cycloïde ordinaire (d = r) 


x =r(o —sinç); y =r(1—0co5 9). (13) 


4, PARTICULARITÉS DE LA FORME. La cycloïde se reproduit sans 
fin suivant le droite XL. A n'importe quel arc de cycloïde compté à 
partir d'une position initiale quelconque À correspond un arc symé- 
trique compté à partir du même point dans la direction opposée; AC, 
est l’axe de symétrie. La cycloïde est également symétrique par rapport 
à la droite DF menée par un sommet quelconque perpendiculairement 
à la directrice. 

Lors d’une translation suivant la ligne des centres d'une distance 
multiple de 27r (de la longueur de la circonférence génératrice), la 
nouvelle cycloïde coïncide avec l’ancienne. Par des translations successi- 
ves de “+ 2xr on peut obtenir toute la cycloïde à partir d'une arche 
quelconque correspondant à la variation du paramètre d'une certaine 
valeur @ = ®@, jusqu’à la valeur ®@ = ®, + 2x, par exemple de ® = —n 
à = 7x ou de = 0 à p = 2x. 

La cycloïde est intérieure à la bande limitée par les droites y = 
= r# + det y — r — d. La première est tangente à la cycloïde en chacun 
de ses sommets. La seconde passe par tous les points de départ; elle est 
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tangente à la cycloïde quand celle-ci est raccourcie ou allongée. Pour 
une cycloide ordinaire la seconde droite (y = 0) coïncide avec la direc- 
trice et est perpendiculaire aux tangentes (à droite ou à gauche) aux 
points de départ de la cycloïde. 

5. NŒups. La cycloide allongée possède toujours des nœuds. 
Le nombre et la disposition de ces derniers dépendent du rapport d:r(—2). 
Tant que ce rapport n'est pas supérieur au nombre ),, = 4,60333°°, 
tous les nœuds sont situés sur les droites x = 2krr (k est un 
nombre entier), et cela de sorte que chacune de ces droites présente un 
seul nœud: la droite x — 0 le point 4, (fig. 498, b), la droite x = 27r 
le point B,, etc. 

On peut trouver ces points en résolvant l'équation 


o—Àsino = 0, (2) 
qui dans le cas considéré À < À, possède une racine positive unique 
®,; cette dernière appartient à l'intervalle (0, x). Les valeurs ® = 9, et 
® = — 9, correspondent au point À, sur l'arche ADB (0 < ® < 2n) 
et sur l'arche voisine (— 27 < ® < 0) *°. 

EXEMPLE 1. Soit d — 1,43r, comme sur la fig. 498,b. Résolvant 
l'équation 

9—1,43sinç =0 (2a) 
(par la méthode des $$ 288, 289), nous trouvons la valeur ®, — 81° 
correspondant au point À, (sur l'arche 4ADB). Nous trouvons l'ordonnée 
y. du point À, de la seconde équation (1): 

1 = OA = r(1 — 1,43 cos ©,) & 0,78r. 
Les nœuds de cette cycloïde sont: 

(27kr; 0,78r). 

Supposons maintenant que le rapport À soit compris dans l'intervalle 
A0 ASK À 


où À, — 7,78968 (°°°; dans ce cas, outre les nœuds considérés plus 
haut, apparaissent des nœuds sur les droites x = (24 + 1) nr (un couple 
de points par droite): les points P,, P, (fig. 500) sur la droite x = nr, 


les points Q,, Q, sur la droite += —xr, les points R;, R, sur la droite 
x — 37rr, etc. On peut trouver ces points en résolvant l'équation 
—ÀAsing=1"r, (3) 


€°> Ce nombre avan est égal à sec «,, où a, est la plus petite racine positive 
de l'équation tea — «a = 0. 
(6e) A la racine zéro de l'équation (2) correspond le point de départ 4, qui 
n'est pas un nœud. 
°°) Ce nombre irrationnel est égal à sec «;, où «, est la plus petite racine posi- 
tive de l'équation tga—a=n. 
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FIG. 500 


qui dans le cas considéré possède deux racines positives ®,, @.. 
Les deux racines sont comprises dans l'intervalle (27, 3x) et correspon- 
dent aux points P,, P, sur l'arche BD"N, qui coupe ici l'arche Z.D°.49 
séparée de BD'"N par l'arche ADB. 

Dans le cas où À est compris dans l'intervalle 


2 <A SKA 


où }g = 14,102 .…, 9, Ja cycloïde acquiert de nouveaux nœuds sur 
les droites x — 2kxr (un couple de points par droite): les points 4,, 4, 
(cf. fig. 500) sur la droite x = 0, les points B,, B, sur la droite x = 2xr, 
les points L,, L, sur la droite x = — 2xr, etc. On peut trouver ces 
points en résolvant l'équation (2) qui dans le cas considéré possède non 
pas une racine positive comme dans l'exemple 1, mais trois. La plus 
petite racine ®, appartient à l'intervalle (0, x) et correspond au nœwl 
À, (fig. 500) situé à l'intersection des arches voisines ADB et LD'A. 
Deux autres racines ®,, 9: appartiennent à l'intervalle (2x, 3x) et 
correspondent aux points 4,, 4, situés à l'intersection des arches BD''N 
et LD'"S séparées par les arches LD'A et ADB. 

Avec la croissance du rapport À la cycloïde acquiert de nouveaux 
couples de nœuds: d’abord un couple de points sur les droites x=(2# + l)rr 
(en ces points se coupent deux arches séparées par trois arches inter- 
médiaires), ensuite un couple de points sur les droites x = 2krr (en 


C9) Si À = À, les poiuts P, et P, coïncident, de sorte que les arches BD'’N et 


LD'A sont tangentes. 
ce) Le nombre À, est égal à sec æ,, où æ, est la seconde (dans l’ordre des nodules 


croissants) racine positive de l'équation tg «a — a == 0. 
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cés points se coupent deux arches séparées par quatre arches intermédiai- 
res), etc., alternativement. 

EXEMPLE 2. Soit ). — 8, comme sur la fig. 500. Comme cette valeur 
de À appartient à l'intervalle (2, 2), la cycloïde allongée considérée 
possède trois nœuds sur chacune des droites x — 2hkrr et deux sur cha- 
cune des droites x — (24 + 1) xr. 

Nous trouvons les nœuds 4,, 4,, A4, sur la droite x = 0 à partir 
de l'équation 

œ — 8 sin o = 0. (2b) 
Ses racines sont 
Pa = 15940";  p, = 360° + 69°30’; 9, = 360° + 95°54’. 


Nous trouvons les ordonnées des points 4,, 4,, 4,4 de la seconde 
équation (1): 
Y1 = 04, =rf1—58cos®,) = 8,S0r 
et d’une manière analogue 
Ya = OA: = 1,50; à — 04, & 1,93r. 
Nous trouvons les nœuds P,, P,sur la droite x = x de l'équation 


Oo —Nsnpæ=r. (32) 
Ses racines sont 


gi = 360° + 26°49°; {= 360° + 136°21”. 
Les ordonnées des points P,, P, sont 
Y = OP, = —6,l14r; Ys = OP; = G,79r. 


Chaque arche de notre cycloïde présente 10 nœuds (l’arche 4ADB 
les points Q,, L,, L:, Q2:, À, et leurs symétriques À,, N,, Ne, R;, Bi). 

La cycloide raccourcie et la cycloïde ordinaire ne possèdent pas de 
nœuds. 

6. POINTS DE REBROUSSEMENT. Au fur et à mesure que le point M 
extérieur au cercle générateur se rapproche de la circonférence, la cycloïde 
allongée décrite par M (fig. 498,b) tend à coïncider avec la cycloïde ordi- 
naire (fig. 498,c). La boucle comportant le nœud À, se réduit au point 
O qui devient un point de rebroussement de la cycloïde ordinaire: quand 
on passe de l'arche (—27x, 0) à l'arche (0, 2x), la direction du mouvement 
du point M est inversée. Les points de rebroussement sont tous les points 
o = 2hr de la cycloïde ordinaire et seulement eux. Les cycloïdes allon- 
gées et raccourcies ne possèdent pas de points de rebroussement. 

7. PoINTS D'INFLEXION. Chaque arche de la cycloïde raccourcie 
présente deux points d'inflexion (L, et Z, sur la fig. 498, a): les valeurs 
correspondantes du paramètre ® sont déterminées de l'équation 


d 
cosg=—. 
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Pour la cycloïde représentée sur la fig. 498,a, où d = 0,6r, nous 
avons cos ® = 0,6. Au point Z, correspond la valeur @' Æ 52°257, 
au point L, la valcur 9! Æ 127°35”. Les coordonnées x,, y, du point 
L, sont 

= ro —dsin o = #9 — 0,6 sin @) = 0,43r, 


= 7 —dcos g = r(1 — 0,6 cos 6) = 0,63r. 


Les coordonnées du point L, sont: 
x = 27 — x, = 5,857; Ya = 1 & 0,63r. 


8. PROPRIÉTÉS DE LA NORMALE ET DE LA TANGENTE. La normale MN 
(fig. 498,a-c) à n'importe quelle cycloïde passe par le point de contact 
E” du cercle générateur et de la droite fixe. La tangente A1T (fig. 498, c) 
à la cycloïde ordinaire passe par le point H diamétralement opposé au 
point de contact E. 

Il en découle le procédé de construction de la tangente. 

9, RAYON DE COURBURE. Pour n'importe quelle cycloïde on a 
{r3 + dt — 2dr cos @)°/ 

did—rcos®l | (4) 
En particulier, pour la cycloïde ordinaire 


sin z | = 2W2ry = 2ME' (4a) 


R= 


R=2rY2Yi—cosg = #r 


(fig. 498,c), autrement dit, le rayon de courbure de la cycloïde ordinaire 
est égal au double de la portion de normale comprise entre la cycloïde et la 
directrice. En d'autres termes, pour construire le centre de courbure il 
suffit de prolonger la corde ME” au-delà du point E” sur une distance 
égale à la longueur de cette corde. 

10, DÉVELOPPÉE ET DÉVELOPPANTE DE LA CYCLOÏDE ORDINAIRE. 
La développée de la cycloïde ordinaire (le lieu géométrique des centres 
de courbure) est une cycloïde égale à la première et placée comme l'indi- 
que la fig. 384. 

En d’autres termes la développante de la cycloïde C,BD (cf. fig. 384), 
dont le point de départ est le sommet B de cette cycloïde, est une cycloïde 
M,BN égale à la première mais située comme l'indique la fig. 384. 

11, CYCLOIDE ET sINUSOIDE. Le lieu géométrique des pieds des 
perpendiculaires abaissées du point Mf de la cycloïde sur le diamètre 
du cercle générateur passant par le point de contact de ce dernier et 
de Ja droite fixe est une sinusoïde de longueur d'onde 2x et d’ampli- 
tude d. L’axe de cette sinusoïde coïncide avec la ligne des centres de la 
cycloïde. 

12. CYCLOÏDE PROJECTION DE L'HÉLICE. NOTATIONS: h pas de l'hé- 
lice; a son rayon; « pente; 8 angle compris entre l'axe de l'hélice et le 
plan des projections; ©& pente des rayons effectuant la projection par 
rapport au plan des projections. 
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La projection oOBLIQUE de l'hélice sur f 
un plan perpendiculaire à l'axe est une 
cycloide. Si & > «, cette cycloïde est allon- 
gée; si o < «, elle est raccourcie; si o = «, 
c'est une cycloïde ordinaire. La projection 


AE 
rectangulaire de l'hélice sur ce même plan 
est évidemment une circonférence. | 
La projection rectangulaire de l'hélice 


sur un plan non perpendiculaire à l'axe cet | c) | 
non parallèle à ce dernier est une + cycloïde a) 


comprimée»+ (fig. 501, a-c), c'est-à-dire une 
courbe engendrée par la cycloïde qu'on com- 
prime uniformément ($ 40) vers une droite «77 es 
quelconque perpendiculaire à la ligne des 
centres de la cycloïde. D 
Le coefficient de compression k = sin f; | 


| 
les grandeurs r et d caractérisant la cycloïde | 
(avant sa compression) s'expriment ainsi: | 1 
6) 5125) 


h 
rem cote B(= atg a cote Ê); dx=a. 


ll en découle que pour f > & la pro- 
jection de l'hélice (fig. 501, a) s'apparente 
à une cycloïide allongée; pour fi < œ& (fig. 501, b) à une cycloïde 
raccourcie et pour B = « (fig. 501, c) à une cycloïde ordinaire. 

La projection rectangulaire de l'hélice sur un plan parallèle à l’axe 
(fig. 501, d) est une sinusoïde dont l'amplitude est le rayon a de l'hélice 
et la longueur d'onde la projection 4 cos 8 du pas 4. 

13. La LONGUEUR DE L'ARC s de la cycloïde compris entre les 
points ® = 0 et o = @, est: 

@: 
= \ VA + a — rdc o de. (6) 
0 


La longueur de cet arc est égale à celle de l'arc de l'ellipse 


x = 2d+rcse, = 2d—r) sin © (7) 
compris entre les points correspondant aux mêmes valeurs du para- 
mètre ®. 

L'intégrale (6) ne s'exprime pas dans le cas général à l'aide des 
fonctions élémentaires de la variable ©. Nous avons toutefois pour 
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la cycloïde ordinaire [l'ellipse (7) dégénère en un segment de lon- 
gueur 8r] 


Où 
® LT Pi 
s = 27 sin P 4g = 47 [1 — cos SE) = 87 sin SE (a: S 2n). (8) 
0 


En particulier la longueur de l'arche de la cycloïde ordinaire est quatre 
fois le diamètre du cercle générateur: 


s—4.2r. (8a) 


14. ÉQUATION INTRINSÈQUE de la cycloïide ordinaire (dans les 
limites d'une seule arche) 


R1 + (s— 47)" = (4r)® (0 < s < 2nr). (9) 


Elle s'obtient en éliminant ® entre (8) et (4a). Les arcs sont comptés 
à partir du point de départ de la cycloïde. Si l’on prend le sommet comme 
origine des arcs, l'équation intrinsèque est 


R3 + st mm (47) (—4r<5< 4r). (92) 


15, PROPRIÉTÉ CINÉMATIQUE de la cycloïde ordinaire. L'équation (9) 
exprime dans le langage cinématique la propriété suivante: si la cycloïde 
ordinaire roule (sans glisser) sur la droite AB, le centre de courbure du 
point de contact parcourt une circonférence. Le rayon de cette dernière 
est quatre fois le rayon du cercle générateur et son centre est situé au 
point de la droite AB par lequel passe le sommet de la cycloïde. 

16, AIRES ET VOLUMES. L'aire S, balayée par l'ordonnée quand 
@ varie de ® = 0 à o = ®, est: 

2S, = (21? + dt) @ — 4dr sin © + 

L'saire totales S (pour ®, = 2x7) est: 

S = 2nrt + ni. (11) 
Pour les cycloïdes ordinaire ct raccourcie c'est l'aire OA DBO, (fig. 498,a, 
c); pour la cycloïde allongée c'est l'aire que l'on obtient en enlevant 
le rectangle OA BO, à la figure 4AA,DB,B (fig. 498, b). 

Pour la cycloïde ordinaire (d = r) 

S — 3rr!, (12) 
autrement dit, l'aire limitée par une arche de la cycloïde et sa base est 
trois fois celle du cercle générateur [Roberval (1634), Torricelli (1643)]. 


L'aire F, engendrée par une cycloïde ordinaire tournant autour de 
sa base AB est: 


dt sin 29 
es, (10) 


F, = À a = Ts, (13) 


où S est l'aire de la boucle de la cycloïde. 
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Le volume de révolution V, correspondant est 
5 
Vi=snne (14) 


uù V est le volume du cylindre circonscrit. 
L'aire F, engendrée par une cycloïde ordinaire tournant autour 
de sa hauteur DF est: 


F,=ën(r—<)n. (15) 
Le volume de révolution P, cst: 
Vs =! (> ni — +)-+ nr — 27”, (16) 


où PV” cst le volume du cylindre eut V’’ le volume de la sphère 
inscrite. 

17. TAUTOCHRONISME. Un point matériel se déplaçant sous l'ac- 
tion de la force de pesanteur suivant un arc de la cycloïde ordinaire 
ADB (fig. 502) dont la concavité est tournée vers le haut attcint sa posi- 
tion inférieure D pendant l'intervalle de temps 


t = AE (17) 


(r est le rayon du cercle générateur, g l'accélération de la pesanteur). 
Cet intervalle ne dépend pas de la position initiale du point (Huyghens, 
1673). 

C'est pourquoi la période d'oscillation T du pendule cycloïdal 
(T = 4!) ne dépend pas de son amplitude (le pendule circulaire ne possède 
pratiquement cette propriété que pour les petites oscillations). Le fil 
du pendule cycloïdal construit par Huyghens est fixé au point de départ 
K d’une autre cycloïde 4KB qui est la développée de la cycloide 4ADB 
(cf. 10). 


OS Nu 
—— —_— 


/ 
FIG. 502 
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18. CYCLOÏDE EN TANT QUE BRACHISTOCHRONE ‘*. La brachisto- 
chrone d’un point se déplaçant sous l’action de la force de pesanteur 
(dans un milieu dont la résistance peut être négligée) d’un point donné 
A vers un point B situé plus bas (mais non sur la même verticale que 4) 
est une cycloïde ordinaire. Elle tourne sa concavité vers le haut; le 
point À est son point de départ. La grandeur du cercle générateur est 
déterminée de la condition que la cycloïde passe par le point B. 

Le temps le plus court possible pour passer d’un point à un autre 
est déterminé par la formule 


t -|/: CE (18) 


où , cst l'angle de rotation du cercle générateur correspondant au 
point B. 

EXEMPLE. Le point B est situé 0,83 m plus bas que le point À 
et en est distant de 1,54 m suivant l'horizontale. Trouver le temps le 
plus court pour aller de À à B. 

SoLuTion. Soit À l'origine des coordonnées. Orientons l’axe OX 
verticalement vers le bas et prenons pour plan XOY le plan vertical 
passant par À et B. Oricntons l'axe OY de sorte que le point B ait 
une abscisse positive. Adoptons en qualité d'unité 1 m. Les coordonnées 
de B sont alors 

x = 1,5t; 1 = 0,83. (19) 

La cycloïde permettant d'aller le plus vite de À à B est représentée 

par les équations 
x =r(@—sin@), y = r(1— cos &). (20) 
On peut trouver de la condition (19) le rayon r du cercle générateur et 


la valeur @ = ®4 correspondant au point B. 
Pour cela, éliminant r entre les équations, (20), résolvons l'équation 


1,54 (1 — cos ©) = 0,83 (9 — sin ®&) 
par la méthode des $$ 288-289. Nous obtenons 
9 = 195° (= 3,40 radians). 
Nous trouvons maintenant de la seconde équation (20) 
r = 0,42 (m). 
Enfin, en vertu de la formule (18) en posant g — 9,8 (m/s?), nous 


trouvons 


0,42 
= _— ® 140 = 0, e. 
t V 9.8 3, 70 (s) 


€°2 La brachistochronc (du gr. brakhus, le plus court. et Ahronos, temps) est la courbe 
suivant laquelle un point passe le plus rapidement d'une position à une autre. Le terme a été 
introduit par Jean Bernoulli qui a posé le problème de recherche de cette courbe. En 169%, 
Jean et Jacques Bernoulli publièrent la solution du problème. 
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La descente de À à B suivant un plan incliné aurait duré 0,87 s, 
soit près de 25% plus longtemps. 

19. HISTORIQUE. Dans l'histoire des mathématiques supérieures 
la cycloïde a joué un rôle particulièrement important. Plusieurs de ses 
propriétés trouvées géométriquement ont confirmé la justesse des 
nouvelles méthodes analytiques, certaines autres n'ont pu être décou- 
vertes qu'à l’aide de ces nouvelles méthodes. 

En 1590, Galilée étudiant la trajectoire du point d’un cercle rou- 
lant sans glisser construisit la cycloïde (on lui doit également ce terme 
même). Il essaya de déterminer l'aire limitée par l'arche de cyclide 
et sa base. Ne disposant pas de moyens nécessaires pour la résolution 
théorique de ce problème, il voulut trouver le rapport de l'aire de la 
cycloïde à celle du cercle générateur par la méthode des pesées. Il pen- 
sait d'abord que ce rapport était égal à 3, puis remarqua que l'expé- 
rience donnait toujours un nombre inférieur à 3. Comme la différence 
était insignifiante, il semblait impossible d'exprimer le rapport cherché 
à l’aide de petits entiers et Galilée parvint à la conclusion que ce nombre 
était irrationnel. 

Après la mort de Galilée, ses élèves Torricelli et Viviani entrepri- 
rent l'étude mathématique de la cycloïde. En appliquant des considé- 
rations cinématiques, Viviani découvrit la propriété de la tangente (5): 
Torricelli recourut aux artifices anticipant sur le calcul intégral pour 
déterminer l'aire de la cycloïde 14. Indépendamment de Torricelli 
et certainement avant lui, Roberval calcula lui aussi l’airc de la cycloïde. 
La méthode de Roberval est remarquable par sa finesse ct sa simplicité 
(elle était basée sur la propriété 11 ‘°?). 

Par la même méthode Roberval trouva les volumes engendrés 
par la cycloïide tournant autour de la base et de la hauteur. Le savant 
considéra non seulement une cycloïde ordinaire, mais aussi des cycloïdes 


C2 Ilest clair. à partir de considérations de symétrie, que la sinusoïde AQD (fig. 503) 
dont il s'agit dans la propriété 11 divise le rectangle AF DK construit sur la demi-base de 
la cycloïde et sur sa hauteur en deux parties égales.Il en découle, à partir de considérations 
élémentaires, que l'aire de la figure AF DO formée par la hauteur, la demi-base et la sinu- 
solde est égal: à celle du cercle générateur. Pour obtenir l'aire de la demi-cycloide il faut 
aiouter l'aire de la « pétale » AQD P comprise entre la demi-arche de cycloïlde et la sinu- 
soide. Roberval démontre que l'aire de cette pétaic est égale à la moitié de celle du cercle 
générateur. La démonstration consiste à appliquer le principe de Cavalieri (le demi-cercle 
est borné par un diamètre vertical, les sections sont réalisées parallèlement à la base) 


ù 


FIG 503 
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raccourcie et allongée et donna une méthode de construction des tan- 
gentes. 

Aussi remarquables qu'elles aient été, ces découvertes sc rappor- 
{aient aux problèmes qui étaicnt résolus depuis longtemps pour d’autres 
figures. D'autre part, toutes les tentatives de réaliser la rectification 
exacte des arcs curvilignes restèrent sans succès. La cycloïde fut la 
première courbe que l'on put rectifier. Cela fut réalisé par Wren dont 
lc travail fut publié en 1658. Ce problème fut bientôt résolu par d'autres 
savants, dont Fermat, qui rectifia de plus pour la première fois une 
courbe algébrique (la parabole semi-cubique). 

L'étude exhaustive des propriétés géométriques de la cycloïde 
fut réalisée par Pascal qui publia ses solutions en 1659. 

Dans les quarante années suivantes les savants de premier ordre 
tels que Huyghens, Newton, Leibniz et les frères Bernoulli étudièrent 
les applications mécaniques de la cycloïde (cf. 15 et 16). Le problème 
généralisé de la brachistochronc (18) constitua l’une des sources princi- 
pales du calcul des variations créé au XVIIIC siècle par les œuvres de 
Lagrange ct d'Euler. 


$ 515. Epicycloïdes et hypocycloïdes 


1. DériNiTioX. Un point M marqué sur un cercle mobile C de 
rayon # (cercle générateur) qui roule sans glisser sur un cercle fixe 
de rayon À (directrice) décrit une courbe L. L est appelée épicycloïide 
(fig. 504,a) quand le contact est extéricur et hypocycloïde (fig. 504,b) 
quand le contact est intérieur. 

L'épicycloïde et l'hypocycloïde de la fig. 504 sont décrites par le 
point M de la circonférence du cercle générateur. De telles épicycloïdes 
et hypocycloides sont dites ordinaires à la différence de leurs homologues 
raccourcies ou allongées. L'épicycloïde (fig. 505,a) et l'hypocycloïide 
(fig. 505,b) sont dites raccourcies, quand le point M est intérieur au 
cercle générateur, c'est-à-dire quand d < r (d — CM est la distance du 
point M au centre C du cercle générateur) et allongées (fig. 506, a et b) 
quand ÂÀf est cxtérieur au cercle générateur, c'est-à-dire quand d > r. 

On appelle point de départ de l'épicycloïde ou de l'hypocycloïde 
(4 sur les fig. 504-506) un point qui est situé sur la droite (C,E,;) reliant 
le centre (C;) du cercle générateur avec le point de contact (E,) et se 
trouve du même côté du centre C, que E,. Les points 4”, B, B” sur la 
fig. 505, a et b sont aussi des points de départ. 

Les points de départ des épicycloïdes et hypocycloïdes ordinaires 
(4, B, K sur les fig. 504, a et b}) sont situés sur la directrice et coïncident 
avec les points de contact correspondants. 
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On appelle sommet de l'épicycloïde ou de l'hypocycloide (D sur 
les fig. 505, a et b) un point qui est situé sur la droite C;E, reliant le 
centre C, du cercle générateur avec le point de contact E,, mais se trouve 
sur le prolongement du segment C.E, au-delà du point C.. 

Les points D’, L, L’ sur les fig. 505, a et b sont aussi des sommets. 

La circonférence décrite par le centre du cercle générateur cest appe- 
léc la ligne des centres de l'épicycloïde (de l'hypocycloïde). Le rayon OC 
de la ligne des centres est égal à 


OC=0E+EC=R +7 pour l'épicycloïide, 
OC=|0OE—EC|=|R—7#r] pour l'hypocycloide. 


2. GÉNÉRATION. Etant donnés R (rayon de la directrice), r (rayon 
du cercle générateur) et d (distance du point f décrivant l’épicycloïde 
ou l’hypocycloïde au centre C du cercle générateur), traçons deux circon- 
férences O(R) et C,(r) (en ponctué sur la fig. 506, a ct b) dont le point 
de contact V est extérieur pour l'épicycloïde (fig. 506 a) ct intérieur pour 
l'hypocycloïde (fig. 506,b). 

De C, comme centre menons une circonférence de rayon d et dési- 
gnons par Àf, celui de ses points d'intersection avec la droite OC, qui 
est situé sur le prolongement du segment C,V au-delà du point C,. Le 
point M, est l’un des sommets de la courbe cherchée. 

Divisons la circonférence C,(d) en un nombre pair 2n d'arcs égaux 
(nous avons pris 2n — 16) de sorte que le point Àf, soit l'un des points 
de division. Marquons les cotes 0, + 1, + 2, .…, + n (0 correspond 
au point Àf,, n ct — n à un même point). Convenons, pour fixer les idées, 
que le sens de croissance des cotes cst celui du parcours de la circonfé- 
rence C, dans le sens des aiguilles d’une montre. 

De O comme centre traçons ensuite une circonférence de rayon 
OC, la ligne des centres de l’épicycloïde (de l'hypocycloïde) cherchée, 
ct portons du point C, l'arc C,C,; dont la valeur en degrés est déterminée 
de la proportion 


CCn : 180° = r: R (1) 


ct qui est oricnté dans le sens des aiguilles d’une montre si l'on construit 
une épicycloïde et dans le sens opposé si l'on construit une hypocycloïde. 
À partir de ce même point C, portons l'arc C,C-n symétrique de C,C;‘*?. 
Sur les fig. 506, a et b, où r: R = 1: 4, les arcs CC; et C,C-s8 compor- 
tent 90° chacun et peuvent être exactement construits à l’aide de la 
règle et du compas. En d’autres cas une telle construction peut s'avérer 
difficile ou même impossible. On effectue alors une construction appro- 
chée avec le degré de précision désiré. 


(9) Sir > R. les arcs C,Cn et Ce C-n se recouvrent, et sir > 2R, chacun des arcs 
CoCn, CoC=n 3 recouvre de plus lui-même. 
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Divisons chacun des arcs C,Ch, CoC-n en n parties égales et dési- 
gnons les points de division par C+1, C+o, …, C+n à partir du point C,;. 
Traçons maintenant du point O comme centre plusieurs circonfé- 
rences concentriques passant successivement par le point A7, de cote 
0, par deux points de cote -: 1, par deux points de cote + 2, etc. La 
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première de ces circonférences présente tous les sommets et la dernière 
tous les points de départ. 

Des points C;,, C;, …, C\h comme centres menons des demi-circon- 
férences de rayon d telles que leurs extrémités soient situées sur la pre- 
mière et la dernière circonférence concentrique et que l'on puisse 
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les faire coïncider par une rotation autour du point O avec la demi-cir- 
conférence portant les cotes 1, 2, 3, .… On mènc ensuite de la même 
manière des centres C_,, C_,, C-3, … des demi-circonférences qui par 
une rotation autour du point O viennent coïncider avec la demi-circon- 
férence de cotes — 1, — 2, — 3, … 

Marquons les points, Af,, M_, où les demi-circonférences C;(d), 
C-;(d4) rencontrent celle des circonférences concentriques qui passe par 
les points + 1; marquons ensuite les points M,, Af_, où les demi-circon. 
férences C;, C_, rencontrent la circonférence passant par les points 
+ 2, etc. Tous les points A/41, M4, M4: … sont situés sur la courbe 
cherchée et les points 17,4, Af_4 coïncident avec les points de départ 4,B 
(on aurait pu obtenir préalablement ces derniers en menant les droites 
OUCnr OC-n). 

On construit ainsi par points une branche de l'épicycloide (de l'hypo- 
cycloïde). Pour construire les branches voisines il suffit de prolonger 
la suite de points C, comme l'indiquent les fig. 506, a et b. On doit alors 
renuméroter ces points. Par contre, il est inutile de tracer de nouveau 
Co car elle ne sert que pour construire les circonférences concentriques 
qui restent inchangées. 

3. EQUATIONS PARAMÉTRIQUES (l'origine des coordonnées O coïncide 
avec le centre de la directrice; l'axe OX cst oricnté vers l'un des points 
de départ, ® est l'angle de rotation du rayon OC à partir de sa position 
initiale (9), 

Pour l'épicycloïde 


R + 
x={(R + r) cos @ — a cos —— — p, 


” (2:) 
DR né ane 7 
Pour l'hypocycloide 
x =(R—7r) cos @ + Àcos Fm A? 
2b 
. (24) 
y =(R—r)sinç — dsin @. 


ee 


x 
«> Cet angle est égal à XOC pour toutes les épicycloïdes et pour les hypocycloïdes 
dont le rayon du cercle générateur est inféricur au rayon de la directrice (r< R). Si, par 
contre, r> R, alors ® — XOC + x. Remarquons qu'il ‘n'existe pas d'hypocycloïde pour 
laquelle » —R, car dans ce cas le cercle générateur ne peut rouler sans glisser intéricure- 
ment sur la directrice. 
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Les équations (2b) s’obticnnent de (2a) en remplaçant » par —# 
ct d par —d. 

4, PARTICULARITÉS DE LA FORME Toute épicycloïde est tracée 
dans la couronne circulaire déterminée par les circonférences de rayons 
R+r+dct|R+r—d]. Sur la première sont situés les sommets 
et sur la seconde les points de départ de l’épicycloïde. Ainsi, les sommets 
de l’épicycloïde sont toujours plus loin du centre que les points de dé- 
part, comme cela apparaît des fig. 504,a, 505,a ct 506,a. 

Toute hypocycloïde est tracée dans la couronne circulaire déter- 
minée par les circonférences de rayons | R—r—d] et\|R—r+d1|. 
Sur la première sont situés les sommets ct sur la seconde les points de 
départ de l'hypocycloïde. Ainsi, dans le cas où R > r, les sommets de 
l'hypocycloide sont plus proches du centre que les points de départ, 
comme cela apparaît sur les fig. 504,b, 505,b et 506,8. Le contraire 
a lieu quand R < r. Les hypocycloïdes de ce second type sont appelées 
péricycloides. Nous ne donnons pas les figures représentant ces courbes, 
car toute péricycloïde est identique à une certaine épicycloïde et n'en 
diffère que par la génération. Nous reviendrons la-dessus (cf. 7). 


: : 2 
Par une rotation d’un angle multiple de _ autour du centre 


0, l'épicycloide (l'hypocycloïde) coïncide avec elle-même. Ainsi, la courbe 
de la fig. 504,a, où R = 3r, vicnt coïncider avec elle-même par une 


rotation d'un angle + ne, + , + 2x, etc., autour de O. Il en 
3 


est de mème pour la fig. 504,6. Sur les fig. 505,a, b ct 506,a, b, où R = 
= 4r, les courbes vicnnent coïncider par une rotation d'un angle mul- 


T 
tiple de —. 
2 


Les points de départ de l'épicycloïde (de l'hypocycloïde) ordinaire 
sont des points de rebroussement (cf. fig. 504,a et b). 

Si le rapport R :r est un entier #1, alors l'épicycloïde (ordinaire, 
allongée ou raccourcie) est une courbe algébrique fermée d'ordre 2 (#1 + 
+ 1) et l'hypocycloïde une courbe algébrique fermée d'ordre 2 (#7 — 1). 
Ainsi, l'épicycloïde de la fig. 504,a (où R :r — 3 :1) cest une courbe 
du 8" ordre et l'hypocycloïde de la fig. 504,6 (ici R:r—=3:1) 


une courbe du 4% ordre. L'épicycloïde, ainsi que l'hypocycloïde, 
est formée de 7 branches égales. 


(2 Pour le choix adopté de la direction de l'axe OX et du paramètre Q l'équation 
{(2b) est valable également pour les hypocycloldes pour lesquelles r > R (de telles hypo- 
cycloïldes sont appelées péricycloides). Si, comme cela arrive souvent, on prend pour para- 
mètre © l'angle XOC, les équations paramétriques de la péricycloïde sont différentes des 
équations des autres hypocycloides. 
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Si le rapport R : r est une frac- 
tion qui sous sa forme irréductible 


est de la forme ?. (g = 1), alors l'é- 


picycloïide (l'hypocycloïde) est aussi 
une courbe algébrique [d'ordre 
21p+gl)] et se compose de hp 
branches égales. Ainsi, l'épicycloïde 
de la fig. 507 (R :r — 3:2) est une 
courbe du 10/°"° ordre et se compose 
de trois branches égales. 

Si le rapport R:r est un nombre 
irrationnel, alors l'épicycloïde (l'hy- 
pocycloïde) n’est pas une courbe fer- 
mée, elle possède un nombre infini 

FIG. 507 de branches qui se coupent. 
5. FORMES PARTICULIÈRES. 

1) Quand R:r—2:1, les hypocycloïides tant allongées que 
raccourcies représentent des ellipses de centre au point O. Les demi- 
axes des ellipses sont à = r + d; b = |r —d|; les extrémités du grand 
axe sont les points de départ, les extrémités du petit axe sont les som- 
mets de l’hypocycloïde. Cette génération de l'ellipse est à la base du 
mécanisme de l'instrument servant à dessiner les ellipses. 

la) Si pour des valeurs constantes de R et r liées par la relation 
R:r = 2:1, la différence r — d tend vers zéro, alors le petit axe de l'el- 
lipse diminue indéfiniment ct le grand axe tend à coïncider avec le 
diamètre de la circonférence immobile. L'hypocycloïide ordinaire que 
l'on obtient dans le cas limite (d — r) représente un segment de droite, 
précisément celui des diamètres de la circonférence immobile qui relie 
les points de départ. Lorsque le cercle générateur effectue le tour com- 
plet, ce diamètre est décrit dans un sens, et il est décrit dans le sens 
opposé lors du tour suivant. Ainsi, dans ce cas limite également les 
points de départ de l'hypocycloïde ordinaire sont des points de rebrous- 
sement. 

2) Quand R = r, chacune des épicycloïdes représente un limaçon 
de Pascal ($ 508); en particulier, l'épicycloïde ordinaire du type con- 
sidéré n'est autre qu'une cardioïde. 

3) Quand R :r = 4 :1, l'hypocycloïde ordinaire représente une 
astroïde (fig. 508), une courbe telle que la portion EF de tangente com- 
prise entre deux droites orthogonales (passant par deux couples de 
points de départ opposés) a une même longueur R. L'équation de l'as- 
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FIG. 508 FIG. 509 


troide dans le système de coordonnées rectangulaires représenté sur 
a fig. 508 est 

xt" + L'L = R1"3, 
ou, sous forme paramétrique, 


x = Roos'u, v = R sin y. 

6. CAS LIMITES. 

Cas 1. Pour un rayon infini de la circonférence immobile et un 
rayon donné du cercle générateur, l’épicycloïide (l'hypocycloïde) se 
transforme en cycloïde ($ 514, 1) dont le cercle générateur est de même 
rayon. 

Cas 2. Pour un rayon infini du cercle générateur ce dernier se 
transforme en droite (KL sur la fig. 509) qui roule sans glisser sur la 
circonférence immobile O; l'épicycloïde (l'hypocycloïde) devient alors 
la courbe décrite par le point Mf invariablement lié à la droite XL. 

Si le point M se trouve sur la droite XL elle-même (comme le point P 
sur la fig. 509), alors la courbe décrite (4 B sur la fig. 509) est la dévelop- 
pante de la circonférence immobile ($ 512, 1 et 2). 

Si le point lié à la droite XL est situé du même côté que la direc- 
trice (comme le point Àf sur la fig. 509), alors la projection P de ce 
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point décrit la développante AB ct le point A1 lui-même une dévelop. 
pante raccourcie de circonférence. Cette courbe est le licu géométrique 
de l'extrémité du segment PM de longueur donnée ! porté sur la tan. 
gente PT à la développante AB; le sens du segment PAf coïncide alors 
avec le sens des arcs À P décroissants. 

Si, par contre, le point lié à la droite XL est situé de l'autre côté 
de cette droite, il décrit une développante allongée. Cette courbe est 
construite de façon analogue avec cette seule différence que le seg- 
ment de longueur donné est porté sur la tangente PT dans le sens des 
arcs AP croissants. 

7. DOUBLE GÉNÉRATION DE L'HYPOCYCLOÏDE ET DE L'ÉPICYCLOÏDE. 
L'hypocycloïde ordinaire obtenue à l’aide du cercle générateur de rayon r 
qui roule sans glisser sur la circonférence de rayon R est identique à 
l'ehypocycloïde + obtenue à l'aide du cercle générateur de rayon 


n=R—7r, (3) 


qui roule sans glisser sur cette même circonférence de rayon À. 


Nous avons mis le mot s hypocycloïde » entre guillemets, car dans 
le cas où r > R on obticnt une épicycloïde dont le rayon du cercle géné- 
rateur est r — À. 

EXEMPLE 1. L'astroïde inscrite dans un cercle de rayon À, que l'on 


e æ e 1 e 
obtient (5) en faisant rouler un cercle de rayon — ÆR sur une circon- 
4 


férence de rayon R peut être obtenue de la mëme façon que 


l'hypocycloïde pour laquelle R, = R, r,=R —— R = à R. 

EXEMPLE 2. L'hypocycloïde ordinaire que l'on obtient en faisant 
rouler un cercle de rayon r — 4 m sur unc circonférence de rayon R — 
— 2 m est identique à l'ehypocycloïdes obtenue en faisant rouler un 
cercle de rayon r, = 2 m—4 m=——2 m sur une circonférence de 
rayon R, = 2 #», autrement dit à une épicycloïde pour laquelle R, = 2 m, 
r, = 2 m. Cette épicycloïde est une cardioïde (5). 


Il découle de ce que nous venons de dire que toute épicycloïde 
ordinaire (R, r) est identique à l’hypocycloïde (* (R, R +#r). Ainsi, 


l'épicycloïde ordinaire de la fig. 504, afr=-r) peut être obtenue 


comme une hypocycloïde correspondant aux valeurs R, = R, r, = . À. 


(°) Appartenant au type des péricycloïdes: cf. 4. 
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La double génération peut être également appliquée à l'hypocy- 
cloïde (l'épicycloïde) de la forme générale: l'hypocycloïde correspondant 
aux valeurs données de R, r,d4 peut être obtenue de même que l'shypccy- 
cloïde»s (R,, r,, d,), où R,, r,, d, s'expriment en fonction de de, r, d à 
l'aide des formules: 


d d 
R=—R, ner (R=r), d'=R—r. (4) 


Dans le cas où R < r ‘*? la courbe (R,, r,, d,) est une épicycloïde pour 
d 
Jaquelle R, = = R, nr, = . {— R}), dj =r—Rh. 


Par contre, toute épicycloïde (R, r, d) est identique à l'hypocy- 
cloïde 


R=<R, n=2(R+o, d=R+7r (4a) 


appartenant au type des péricycloïdes. 

REMARQUE. L'hypocycloïde (l'épicycloïdec) qui pour un mode de 
génération était allongée s'avère raccourcie pour l'autre (et inverse- 
ment). 


] 3 ; 
EXEMPLE 3. L'hypocycloïde allongée [re ” ke, TA) construite 


sur Ja fig. 506, peut étre obtenue comme une hypocycloïde (raccour- 
cic) (R,, "1, d,), où 


R, = 2 R, nn — ÿ 
(en vertu des formules (4)). 
EXEMPLE 4. L'épicycloïde allongée (re Le R, Êa R| construite 
4 8 


sur Ja fig. 506,a peut être obtenue comme une hypocycloïde (raccourcic) 
(/,, r,, d,), où (en vertu des formules (+a)) 
R=+R n= ER d=TR. 

8. PROPRIÉTÉ DE LA NORMALE ET DE LA TANGENTE. La normale 
menée par le point Af de n'importe quelle épicycloïde (hypocycloïde) 
passe par le point de contact correspondant ÆE du cercle générateur ct 
de la directrice. La tangente à l'épicycloïde (l'hypocycloïde) ordinaire 
passe par le point E”’ du cercle générateur diamétralement opposé au 
point E (cf. $ 514, 8). 

Le procédé de construction de la tangente en découle immédia- 
tement. 


€*2 Autrement dit, quand l'hypocycloïide initiale est une péricyclolde. 
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9. LE RAYON DE COURBURE R de toute épicycloïde est: 


L (rs + a —24r cos 2) 
Rm=(R+1) - (5) 


[re + dcr +7 —atr + 2r) cos | 


La formule correspondante pour l'hypocycloïde s'obtient de (5) 
en remplaçant r par — r et d par — d. 
Pour l'épicycloïde (l’'hypocycloïde) ordinaire nous obtenons 
— 4r|[R+rl. Ro 
R = TRE] sin, (Sa) 
où le signe plus correspond à l'épicycloïde et le signe moins à l’hypo- 
cycloide. 
La formule (5a) peut s'écrire ainsi: ” 
R+7r 
R+E2 | 


R-2| 


(Su) 


Ici / est la corde ME du cercle générateur reliant le point Àf de 
l'épicycloïide (de l'hypocycloïde) avec le point de contact correspon- 
dant Æ. La formule (5b) donne un procédé simple de construction du 
centre de courbure. 

Aux points de départ de l'épicycloïde (l'hypocvcloïde) ordi- 
naire R = 0. 

Aux sommets 


10. DÉvELoPPÉE. La développée de l'épicycloïde (de l'hypocy- 
cloïde) ordinaire (c'est-à-dire le lieu géométrique de ses centres "de 
courbure) est une courbe semblable à la courbe initiale. Le rapport 
de similitude pour l'épicycloïde est R : (R + 2r) et pour l'hypocycloïde 
R : (R—2r). La développée possède le mème centre que l'épicycloiïde 
(l'hypocycloïde) initiale. Les sommets de la développée coïncident 
avec les points de départ de la courbe initiale (cf. $ 514, 10), de sorte 
que l'on peut obtenir l’une de ces courbes à partir de l’autre par une 


rotation d'un angle de Le suivie d’une variation proportionnelle 
R 


des distances au centre. 

EXEMPLE. La développée de l’astroïde 4 BCD (fig. 508), c'est-à-dire 
de l'hypocycloïde pour laquelle À = 4r, est aussi une astroïde que l'on 
obtient de la première par une rotation d’un angle de 45° autour du 
centre et par une variation proportionnelle des distances au centre 
dans le rapport R® :(R—2r) —4:2—2:1. Les points de départ 4, 
B, C, D sont les sommets de la développée. 
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11. La LONGUEUR $ DE L’ARC de l'épicycloïde compris entre les 
points ® = 0, p = 9, cest: 


Et ———_———— 
R+r j Ro 
S=— : \ IE + d'— 2rd cos - d®. (6) 
0 
La longueur de cet arc est égale à celle de l'arc de l'ellipse 
R+r Ro R+r . Ro 
x= 2(d+7r) TT So y = 2{(d —7r) ; sin 


compris entre les points correspondant aux mêmes valeurs du para- 
mètre ®. 

L'intégrale (6) ne s'exprime pas dans le cas général à l'aide des 
fonctions élémentaires de la variable ®,. Or, pour une épicycloïde ordi- 
naire (l'ellipse dégénère en segment de longueur 8r) nous avons 

&r(R +r) . , Ro 
s=———sint nr : (8) 

En particulier, l'arc compris entre deux points de départ voisins 

est 


sr(1 + +) | (9) 


Tout ce que nous avons dit reste vrai pour l'hypocycloïde si l’on 
remplace d, r respectivement par — d, —#. 
| 12. ÉQUATION INTRINSÈQUE de l’épicycloïde (l'hypocycloïde) ordi- 
naire: 
RS (s— 6) 


rte 1  (0ÇSSs< 2b), (10) 
4I(R +r) 4r(R +7?) : 
OMR as à ee Re 6 A 


est le rayon de courbure, s la longueur de l'arc comptée à partir de l’un 
des points de départ. Dans les expressions pour 4, b les signes supé- 
rieurs se rapportent au cas de l’épicycloïde, les signes inférieurs au cas 
de l'hypocycloïde. L'équation (10) s'obtient en éliminant le paramè- 
tre ® entre (8) et (5a). 
Si l'on prend pour origine des arcs l’un des sommets, l'équation 
intrinsèque sera 
R1 st | 
CSL Tan (—b<s< b). (103) 
Cf. $ 514, 13. 
13. PROPRIÉTÉ CINÉMATIQUE. L'équation (10) ou (10a) exprime 
dans le langage de la cinématique la propriété suivante: si l'arc d’une 
épicycloïido (d'une hypocycloïde) ordinaire roule sans glisser sur 12 
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droite AB, alors le centre de courbure du point de contact décrit une 
ellipse ; le centre de cette dernière coïncide avec le point de la droite 4B 
par lequel passe le sommet de l'épicycloïde (de l'hypocycloïde); l’un des 
demi-axes coïncide avec la droite 4B et est égal en longueur à la demi- 


branche de l'épicycloïde (de l'hypocycloïde) TE , l'autre demi- 
R 

axe est le rayon de courbure au sommet et est égal à ED . 
+ <r 


Cf. $ 514, 14. 

14, L'AIRE SECTORIELLE S balayée par le rayon vecteur OM, 
dont l'extrémité coïncide dans sa position initiale avec le point de 
départ de l'épicycloïde s'exprime par la formule 


R + d(R +2r) . R 
S = 4 [(r+r+< —) + — ET sin |. (11) 
En particulier, pour l'épicycloïde ordinaire nous avons 
(R+r)(R +2r) d R 
S = Sr ms —— sin — (12) 


(NEWTON). 

Dans le cas de l’hypocycloïde on doit remplacer dans les formu- 
les (11) ct (12) r par —r. 

Dans les formules (11) ct (12) l'aire est considérée comme une 
grandeur orientée, c'est-à-dire que l'on convient que dans les inter- 
valles de variation du paramètre ® où le rayon vecteur tourne dans le 
sens négatif il balayc unc aire négative. 

L’aire S, du secteur balayé parle rayon vecteur Of de l'épicycloïde 
(l'hypocycloïde) ordinaire, quand M parcourt une branche, s'exprime 
par la formule 


DRE TLEUICEZ (13) 


où l'on prend les signes supérieurs pour l’épicycloïde ct les signes infé- 
rieurs pour l'hypocycloïde. 
L'aire S, du sccteur correspondant du cercle immobile est alors 


S: = rkRr. (14) 

C'est pourquoi l'aire S de la figure limitée par une branche de 

l'épicycloide (l'hypocycloïde) ordinaire et l'arc correspondant de la 
circonférence immobile s'exprime par la formule 


S=1S—S1= n"| 


(15) 
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EXEMPLE. Considérons l'hypocycloïde ordinaire pour laquelle 
# : R = 1 : 4, c'est-à-dire l’astroïde À BCD (fig. 508). Nous trouvons en 
vertu de la formule (15): 


S=nt|s-2. lier Dan (152) 


C'est l'aire limitée par une branche de l'astroïde, par exemple, la bran- 


che AB, ct l'arc correspondant ÀB de la circonférence immobile O(4B = 
— 90°). 

On peut aussi considérer la même astroïide comme une hypocy- 
cloide pour laquelle # : R = 3 :4 (7). Nous trouvons alors cn appli- 
quant la formule (15): 


_ 3 3 27 
S-ns5-2.5|- 2e Dont (15b) 


Ce résultat peut sembler aberrant. Toutefois, il faut tenir compte 
du fait que maintenant, pour la branche AB de l'astroïde, l'arc corres- 


lan PT 
pondant n'est pas 4B contenant 90°, mais l’autre arc (BCDA) con- 
tenant 270°, de sorte que la formule (15b) exprime l'aire qui avec l'aire 
(15a) remplit tout le cercle O. En effct, en ajoutant (15a) et (15b) 
nous obtenons 


15. HisioriQuEe. Pour expliquer les mouvements rétrogrades des 
planètes Iles astronomes de la Grèce antique suivaient Hipparque ct 
lcur conféraicnt un mouvement uniforme suivant une circonférence 
(épicycle) dont le centre se déplace uniformément sur une autre cir- 
conférence (déférent). Ta courbe décrite par le point dans ces conditions 
cst une épicycloïde. Nous ne savons toutefois pas quelles propriétés 
géométriques de cette courbe étaient connues des savants de l’Anti- 
quité. Au milieu du XIII siècle Nassir Eddin Tusi établit que le point 
d'une circonférence roulant intérieurement sur une circonférence im- 
mobile de rayon deux fois plus grand décrit le diamètre de la circon- 
férence immobile (5). Cette propriété fut découverte indépendamment 
de Nassir Eddin par Nicolas Copernic qui la consigna dans son célèbre 
ouvrage « Des révolutions des orbites célestess publié en 1543. Le 
théorème de Nassir Eddin-Copernic est largement utilisé en mécani- 
que appliquée. 

L'étude systématique de l'épicycloïde et de l’hypocycloïde débuta 
en 1525 avec les ouvrages théoriques d'Albrecht Dürer qui appliqua 
largement les méthodes géométriques dans la peinture. Toutefois, les 
recherches de Dürer restèrent inconnues des mathématiciens. 


Li] 
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Au milieu du XVIIC siècle, Desargues, chez lequel la profondeur 
des idées mathématiques s’accompagnait d’un réel talent de construc- 
teur étudia les propriétés de l'épicycloïde en relation avec le problème 
des engrenages à frottement minimal. Les résultats de ces recherches 
de Desargues ainsi que de nombreuses autres de ce savant ne furent 
connus que de ses amis. 

La Hire poursuivant les recherches de Desargues publia en 1675 
un traité des épicycloïdes. Il y établissait de nombreuses propriétés 
importantes de ces courbes, en particulier les propriétés 7, 8, 10, 14 
et 15. 

Dans secs « Principes mathématiques de la philosophie naturelle + 
(1687) Newton généralisa les recherches de Huyghens sur le pendule 
cycloïdal ($ 514, 17) et établit que dans un champ d'attraction sphé- 
rique la courbe d'oscillations isochrones du pendule est l'épicycloïde. 

Généralisation naturelle des cycloïdes, les épicycloïdes et les hypo- 
cycloïdes n'ont cessé par la suite d'éveiller l'attention des chercheurs 
dont Leibniz, Euler et Danicl Bernoulli. 


$ 516. Tractrice 


1. HisToRIQUE. En 1693 Claude Perrault proposa le problème suivant: 
l'extrémité d’un fil inextensible est fixée à un point matériel A7 situé 
dans le plan horizontal et l'autre extrémité se déplace suivant une 
droite X”’X située dans ce même plan. Quelle courbe décrit le point 
matériel entraîné par le fil tendu? 

Ce problème fut résolu par Leibniz qui établit l'équation dif- 
férentielle de la courbe cherchée en se basant sur le fait que la portion 
de sa tangente comprise entre le point de contact Àf et la droite fixe X°X 
doit avoir une longueur constante (égale à la longueur du fil). Indé- 
pendamment de Leibniz le problème fut résolu simultanément par 
Huyghens qui appela la courbe cherchée fracloria ®, On l'appelle 
aujourd'hui fractrice ou fracloire °°, 

2. DÉFINITION. On appelle fracirice (fig. 510) le lieu géométrique 
des points tels que la portion MP de tangente comprise entre le point 
de contact M et la droite donnée X’X (directrice) a une longueur don- 
née a. Le point À le plus éloigné de la directrice est appelé le sommet 
de la tractrice et la perpendiculaire AO abaissée du sommet sur la direc- 
trice sa hauteur. 


€) Dan lat. (rahere, tirer. 
(ee) Voir également la fin de ce paragraphe. 


ots ‘O14A 
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3. ÉQUATIONS PARAMÉTRIQUES (l'axe des abscisses est la directrice 
de la tractrice, l’axc des ordonnées est orienté suivant la hauteur dans 
le sens du sommet 4): 


2 


(1) 


r=acoso +altw?, | 


y=asine, 


où ® = À PAS cest l'angle formé par le rayon PAM et la direction posi- 
tive de l'axe des abscisses (0 < ® < x). 

4, PARTICULARITÉS DE LA FORME. La tractricc est symétrique 
par rapport à la hauteur 40 (cette dernière est égale à la longucur 
donnée 4). La droite AO est tangente à la tractrice au point À, qui 
est un point de rebroussement de la tractrice. La tractrice cest situce 
d'un seul côté de la directrice et s'éloigne à l'infini des deux côtés du 
sommet. La directrice est l’asymptote de la tractrice. 

5. GÉNÉRATION. Pour construire la tractrice d'après la hauteur a, 
menons la droite X’X (la directrice); d’un point arbitraire O de cette 
droite comme centre traçons une circonférence de rayon a. Son inter- 
section avec le rayon OY | X’X donne le point À, le sommet de la 
tractrice. Menons par le point À et aussi par l’un des points où la cir- 
conférence O coupe X’X, par exemple par B, les tangentes AD, BD 
à la circonférence; D est leur point de rencontre. Portons sur lc seg- 
ment BD = a une suite de points 1’, 2’, 3”, … de sorte que les segments 
BD, B1', B2', B3/, … forment une progression géométrique 


BD: Bl' = Bl': B2'= B2': BD} =... =. 


La raison g de la progression peut être choisie arbitrairement. 
Pour éviter l'accumulation des erreurs il est commode de procéder 
ainsi: divisons le segment BD cn deux parties égales par le point 4’, 
le segment B4’ par le point 8’, etc. ; affectant pour unifier le point D du 
numéro 0’ nous aurons la suite de segments B0’, B4’, B8’, B16’.., 


1 
formant une progression de raison —. Construisons maintenant entre 
2 


les points 0”, 4’ les points intermédiaires 1’, 2°, 3° (® dans l'ordre sui- 
vant: trouvons d'abord le point 2’ de sorte que le segment B2’ soit 
la moyenne proportionnelle de B0’ et B4’. Marquons par ailleurs le 
point 6’, le milieu du segment B2’, et le point 10”, le milieu du scg- 
ment B6’ *®%, Nous obtenons alors la suite de segments B0’, B2’, B4, 


(2 Ayant en vue de diviser le segment 0’#”’en quatre parties égales, nous avons 
affecté à l'avance son extréinité inférieure du chiffre 4’; pour plus de précision on peut 
diviser ce segment en 8, en 16, etc. parties, et modifier respectivement J1 nuinération. 

(ve) Les numéros 2, 6, 10 forment une progression arithmétique de inème raison + 
que celle de numéros 0, +4, 8, 12, 
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B6’, B8’, B10’, … qui constituent unc progression géométrique de 
raison 1 : 213 

Construisons ensuite le point 1’ de façon que le segment B1° soit 
la moyenne proportionnelle de B0° et B2’, puis marquons le point 5”, 
le milieu du segment B1’, le point 9’, le milieu du segment B5, etc. 
Nous construisons de même le point 3° (l'extrémité du segment B37, 
la moyenne proportionnelle de B2° et B4’), puis nous marquons le 
point 7” (le milieu de B3), le point 11’ (le milieu de B77, etc. ®. 

Nous obtenons ainsi une suite de segments B0”, B1”, B2’,..., B12”, … 
formant une progression de raison 1 : 21'4, 

Procédant de même nous pouvons construire une progression de 
segments de raison 1 : 21'8, 1 : 21118, etc. 

Portons maintenant sur la directrice X’X de part et d'autre du 
point O une suite de segments égaux 


OT=T IT=ILI IITI=III IV sm... = d. 
La valeur théoriquement exacte de d est déterminée de la proportion 
d:a=1in(a:B1'). (2) 


Toutefois, si le rapport a : B1’ est proche de 1, il suffit pratiquement 


de prendre 
d = 0'1° ce), (22) 


La construction sc poursuit de la façon suivante: nous joignons les 
points 1”, 2”, 3”, … avec le centre O et à l'intersection des rayons O1’, 
02”, 03”, … avec la circonférence marquons les points 1, 2, 3 … (sur la 
fig. 510 ces numéros sont à l'intérieur de la circonférence; pour unifier 
les notations le point d'intersection de la circonférence avec le rayon OD 
est affecté du numéro 0). 

Portons sur l'arc BA à partir du point B les arcs B1° = 2: Bi, 
B2° = 2- B2, etc. Par les extrémités 1°, 2°, 3°, … des arcs doubles (les 


Ce) Les points 7”,9’, 11” ne sont pas montrés sur la fig. 510 pour ne pas alourdir la 
construction. Par ailleurs, il n'est pas nécessaire de marquer les points qui tombent à l'inté- 
rieur des segments trop petits déjà construits. De toute façon ces points ne contribuent pas 
à la précision de la construction. 

€(°°2 Dans notre cas, quand a: B1’ = 21/4, ]a proportion (2) donne 


d = ain (24) sin? # 0,173a, 


alors qu'en posant d == 0’1’ nous obtenons 
1 


d= 01 = B0—Bi°=a (1-7) # 0,1600. 


L'erreur est ainsi de 7,5%. 
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numéros correspondants sont sur la fig. 510 à l'extérieur de la circon- 
férence) menons les droites parallèles à la directrice XX % ct des 
points +- 7, + II, + III comme centres des demi-circonférences de 
rayon 4, comme indiqué sur la fig. 510 (les demi-circonférences 1, II, 
III tournent leur concavité vers les numéros des centres croissants, 
ct les demi-circonférences — 7, — II, — III dans le sens opposé), 

Marquons enfin le couple de points où les demi-circonférences + 7 
coupent la droite menée par 1°, le couple de points où les demi-circon- 
férences 4: II coupent la droite menée par 2°, etc. Tous ces points 
deux à deux symétriques appartiennent à la courbe cherchée. 

6. TRACTRICE EN TANT QUE TRAJECTOIRE ORTHOGONALE; CONS- 
TRUCTION APPROCHÉE. La trajectoire orthogonalc d'une famille des 
circonférences de rayon a et de centres sur la droite donnée X°X (c'est- 
à-dire la courbe qui coupe toutes ces circonférences sous un angle droit) 
est la tractrice. La famille considérée de circonférences possède un ensem- 
ble infini de trajectoires orthogonales: par chaque point de l’une des 
circonférences passe une tractrice orthogonale à cette circonférence. 
L'une des trajectoires est représentée sur la fig. 510; l’autre lui est 
symétrique par rapport à X’X. Les autres s'obticnnent par une trans- 
lation de ce couple de tractrices suivant X”’X. 

Cette propriété permet de construire la tractrice avec une bonne 
précision de la manière suivante. Traçons des demi-circonférences de 
rayon a et de centres sur la droite X’X et choisissons sur l’une des cir- 


conférences un point arbitraire distant d'environ -L & de la droite AY 
3 


Menons au jugé par ce point la courbe qui coupe une suite de demi- 
circonférences voisines sous un angle droit, c’est-à-dire oricntéc cha- 
que fois le long du rayon correspondant. On peut procéder également 
de la manière suivante: marquons le point d'intersection du rayon 
de la circonférence choisie (ou du prolongement de ce rayon) avec la 
demi-circonférence voisine; relions le centre de cette dernière avec 
le point trouvé et marquons le point d'’intersection du nouveau rayon 
avec la demi-circonférence suivante, etc. Nous obtenons une ligne polygo- 
nale qui pour une densité suffisante de répartition des centres s'appa- 
rente pratiquement à la tractrice cherchée. La précision de la construc- 
tion diminue à mesure que l'on s'approche du sommet. 

7. CONSTRUCTION DE LA TANGENTE. Pour construire la tangente 
en un point M donné à la tractrice de sommet À et de directrice X°X 


€) Pour cela le mieux est de porter sur la circonférence O à partir du point À 
les arcs symétriques des arcs A1°, 42° et de relier chacun des points 1°, 2° avec le point 
symétrique. 
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il suffit d’intercepter sur X’X un point P par un arc mené du centre M 
ie rayon AO = a. La droite MP est la tangente cherchée. 
8. RAYON DE COURBURE 


R = a cotg +. (3) 


Géométriquement, cette formule signifie (cf. fig. 510) que le rayon 
de courbure de la tractrice au point M est la portion MC de normale com- 
prise entre le point M et la perpendiculaire PC, élevée sur X'X par P, 
son point d'intersection avec la tangente au point À. 

Le point C ainsi construit est le centre de courbure de la tractrice 
au point àf. 

Le rayon de courbure au sommet À est 

R4 = a. (3a) 

Le rayon de courbure A{C et la portion ME de normale (comprise 

entre le point Àf ct la directrice) sont liés par la relation 

MC-ME = at, (4) 
autrement dit, le rayon de courbure MC. et la portion ME de normale 
sont inversement proporlionnels. 

9, DÉVELOPPÉE. La développée LAN de la tractrice (fig. 510), 
c'est-à-dire le licu géométrique de ses centres de courbure C, est la 


chaînelte ($ 517). Dans le système de coordonnées OXY de Ja fig. 510 
l'équation de la développée est de la forme 


| s) 
y 1fa. «a 
ste +e (5) 
ou, ce qui revient au même, 
y x 
the (5a) 


d 
PT, 
10, LA LONGUEUR $s DE L’'ARC AAf s'exprime par la formule 


a 
sr pese enr à 


Pr, 
La différence s — | x | entre la longueur de l'arc AA et la longueur 
de sa projection sur Ja directrice, quand le point A1 s'éloigne indéfi- 
niment du sommet 4, tend vers la limite a(1 — in 2) 


lim (s—{[x])= a(i —In 2) + 0,307a. (6) 
E Led.) 
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11, EQUATION INTRINSÈQUE 


sai) À +1. (7) 


12. L'AIRE S de la bande infinie comprise entre la tractrice et 
son asymptote X’X est deux fois inférieure à l'aire du cercle dont le 
rayon est la hauteur 40 de la tractrice: 


S = _ rat, (8) 


13. La tractrice tournant autour de son asymptote X’X engendre 
un CORPS DE RÉVOLUTION (s’étirant à l'infini le long de X”’X) dont l'aire 
finie S, est égale à l'aire de la sphère de rayon R et le volume fini V 
à la moitié du volume de cette sphère: 


S, = 4ra2!, (9) 
= <a (10) 


14, TRACTRICE ET PSEUDOSPHÈRE. La surface (fig. 511) engendrée 
par la rotation de la tractrice autour de son asymptote cest appelée 
pseudosphère. En efiet, une analogie profonde existe entre cette sur- 
face et celle de la sphère. Ainsi, si trois points B, C, D de la surface 
de la sphère sont reliés deux à 
deux par les arcs les plus courts, 
la somme des angles intérieurs du 
triangle sphérique obtenu BCD 
sera toujours supérieure à x et 
la grandeur (B+C+D)—7 
cst égale au rapport de l'aire S 
du triangle sphérique au carré du 
rayon a de la sphère: 


S 
(B+C+D)—n=—. 


Si l'on prend trois points 
B, C, D (fig. 511) de la pseu- 
dosphère (d'un seul côté de la 
parallèle UV décrite par le som- 
met de la tractrice) et si on les 
relie de même par les arcs les plus 
courts, la somme des angles inté- 
rieurs du triangle pseudosphérique 
ainsi obtenu sera toujours infé- 
FIG. 511 rieure à x et la grandeur x — 
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a 


— (B+ C+ D) est égale au rapport de l'aire S du triangle pseu- 
dosphérique au carré du rayon a de la parallèle UP: 


n—(D+C+D=e +. (12) 


Chose remarquable, les triangles rectilignes en géométrie de Loba- 
tchevski jouissent de la propriété 12. Et d'ailleurs, toutes Îles proprié- 
tés qu'une portion de surface possède en géométrie de Lobatchevski 
sont généralement vérifiées pour n'importe quelle portion de pseudo- 
sphère ne contenant pas de points de la parallèle UV. Cette découverte 
de Beltrami (1863) mit fin au scepticisme quasi universel des mathé- 
maticiens, voire les plus grands, envers la géométrie de Lobatchevski. 


& 517. Chaînette 


1, DÉFINITION. On appelle chaîfnelle la courbe que prend un fil homo- 
gène inextensible attaché à ses deux extrémités et qui pend sous l’ac- 
tion de son poids. 

REMARQUE Î. Dans la position initiale du problème il s'agissait 
de la chaîne, et non du fil, d'où l'appellation « chainettes. Remplaçant 
la chaîne par un fil, nous faisons abstraction de certaines circonstances 
(dimension des maillons, leur frottement, etc.) qui compliquent l'étude. 
L'intensité du champ terrestre est supposée constante en grandeur et 
en direction. 

REMARQUE 2. Suivant la position des points P, Q où le fil est atta- 
ché et la longueur / du fil (> PQ) l'arc PQ prend des formes diffé- 
rentes. Toutefois, l'étude montre qu'on peut faire coïncider l'arc PQ 
représenté à l'échelle adéquate et un certain arc P,Q, (fig. 512) d'une 
courbe infinie bien déterminée LAN. C'est précisément à cette courbe 
infinie toute entière (et non à son arc) que se rapporte le terme s chaî- 
nette s. 

Le point À le plus bas de la chaînctte est appelé son sommet. 

2. EQuaTIox. Si l'on prend comme origine des coordonnées le 
sommet de la chaînette (ce qui semble assez naturel) et si l'on oriente 
l'axe des ordonnées verticalement vers le haut, la chainette est repré- 


sentée par l'équaiton 
| x x 
alfa, a 
y=\s +e | — 8, (1) 


où a (le paramètre de la chaînette) est la longueur d’un élément du 


fil dont le poids est égal à la composante horizontale de la tension (cette 
composante est constante pour tout l'arc). 
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FIG. 512 


Toutefois, on prend habituellement l'origine des coordonnées au 
point O situé plus bas que À à unc distance a. L'équation de la courbe 
prend alors la forme plus simple 


a a a 


ou, en utilisant les notations des fonctions hyperboliques ($ 403), 
_ = ch . . (2a) 


La chaînette est ainsi la courbe représentative de la fonction ch x 
(si a est l'unité d'échelle). 

L’axe des abscisses X’X, c'est-à-dire la droite parallèle à la tangente 
au sommet 4 et située plus bas que ce sommet à une distance a, est 
appelé directrice de la chaînette. 


Quelques courbes remarquables 825 


3. CHAÎNETIE ET TRACTRICE. La chaïinette (LAN sur la fig. 512) 
est la développée de la tractrice UA V dont la hauteur est égale au para- 
mètre a de la chaîinette. La tractrice UAV est la développante de la 
chainette, dont le point de départ est le sommet À de la chaïnette. En 
d’autres termes, la longueur de la portion AM” de la tangente MT 
comprise entre le point de contact M et le point Af” de la tractrice UAV 
est égale à celle de l'arc AfA de la chainette. 

4, GÉNÉRATION. Pour construire la chaînette de paramètre donné 4, 
trouvons au préalable une suite de points de la tractrice de hauteur a 
($ 516, 5). Relions chaque point M” (fig. 512) avec le centre P de la demi- 
circonférence correspondante. La droite M”P est la tangente à la trac- 
trice. Menons maintenant la normale Af” M à la tractrice (MAf’ | M’P) 
qui rencontre au point M la perpendiculaire PAf élevée sur X”’X par P. 
Le point M (le centre de courbure de la tractrice) appartient à la chat- 
nette cherchée LAN. 

REMARQUE. La normale N’M à la tractrice est la tangente à sa 
développée LAN ($ 346, 1). Cette propriété facilite le tracé d’une courbe 
régulière reliant les divers points construits f. Elle permet par ail- 
leurs de contrôler la précision de la construction. 


5. LONGUEUR DE L’ARC. La longueur s de l'arc AM de la chaînette 
comptée à partir du sommet À est égale à la projection AfM” de l'or- 
donnée PM sur la tangente AÎT et s'exprime par la formule 


x :] 
go : a a a 
s= AM = MM = Se —e (3) 


ou 


sash+. (3a) 


L'arc s est lié avec l'ordonnée PAf = y par la relation 
st +at = 51. (4) 


Cette dernière découle de (2) et (3) et peut être facilement établie en 
examinant le triangle PM°M, où PM = y, MM'=5s et PM'=a 
(en vertu de la propriété principale de la tractrice). 

6. PROJECTION DE L'ORDONNÉE SUR LA NORMALE, La projection MH 
de l'ordonnée ÀfP de la chaïinette sur la normale 1/D a une longueur 
constante a: 

HM=0A =. (5) 


Cette relation apparaît immédiatement de l'étude du rectangle AM'’PH, 
où MH = M’P = a (en vertu de la propriété principale de la tractrice). 
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7. RAYON DE couRBURE. Le rayon de courbure MIS = Iè de la 
chaînette est égal à la portion AD de normale entre le point Af et la 
directrice À°X et s'exprime par la formule 


Æ 2) 
ref) (6) 
ou 
R ac}. (Ga) 


8. CONSTRUCTION DU CENTRE DE COURBURE; DÉVELOPPÉE DE LA 
CHAÎNEITE. Pour construire le centre de courbure de la chaïinette en 
un point donné f, prolongeons la normale AD au-delà du point M et 
portons le segment MX — MD. Le point X cest le centre de courbure 
cherché. On construit ainsi par points la courbe X’BK décrite par le 
centre de courbure, c'est-à-dire la développée de la chaïinctte. Ses 
équations paramétriques sont: 


xx =4a [en £ sh Æ + (en E — sh À) | | 
sx = 2a ch+ . | à 


Le point B (le centre de courbure pour le sommet À) cest un point 
de rebroussement de la développée (7). 
9. ÉQUATION INTRINSÈQUE DE LA CHAÎNETTE: 


R=#+a. (8) 


Elle s'obtient en éliminant x entre (3a) et (6a). Dans le langage de la 
cinématique l'équation (8) a la signification suivante: si la chaînette 
roule sans glisser sur une droite, le centre de courbure au point de cén- 
tact décrit une parabole; l’axe de cette dernière est vertical; le som- 
met est au point B; le paramètre de la parabole est égal au demi-para- 


mètre _ de la chaînette. 


2 
10, L’AIRE S du trapèze mixtiligne OANP (OA = a est l'ordon- 
née du sommet, PM l'ordonnée de l'extrémité Àf de l'arc AM = s) 
cst égale à l'aire du rectangle de côtés a, s, de sorte que 


Smasmatshte, (9) 


11, HISTORIQUE. Quand les points d'attache d’une chaine sont 
à la même hauteur et si la chaîne n’est guère plus longue que la portée, 
l'arc de chaînette semble être identique à un arc de parabole. C'est ce 
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que l'on pensait longtemps. Les études de Galilée dans le domaine de 
la mécanique firent douter de la justesse de cette hypothèse, mais 
Galilée lui-même ne put la confirmer, ni la réfuter. En 1669, Jungius 
établit théoriquement et expérimentalement que la courbe de la chaine 
n’est pas une parabole. Or, la science mathématique de l'époque ne 
disposait pas de moyens nécessaires pour en trouver Ja forme véri- 
table. En élaborant les méthodes d'analyse des infiniment petits, New- 
ton et Leibniz lui fournirent ces moyens. Le problème fut formulé en 
1690 par Jacques Bernoulli et immédiatement résolu par son frère 
Jean Bernoulli, Huyghens et Leibniz. 

Jacques Bernoulli posa également un autre problème: négligeant 
le poids de la voile gonflée par le vent, trouver la courbe du profil de la 
voile. Le savant ne put qu'établir l'équation différentielle que Jean 
Bernoulli arriva à résoudre. Il s'avéra que le profil cherché est la chai- 
nette. 

En 1744 Euler posa et résolut le problème suivant: on donne dans 
le plan une droite AB et deux points C, D (non situés sur AB). Mener 
par À et B une courbe telle que la surface engendrée par sa rotation 
autour de l'axe AB ait une aire minimale. Il s'avéra que cette courbe 
est la chaïînette (la droite AB cest sa directrice). 

La surface cngendrée par la rotation de la chaînette autour 
de sa directrice (la caténoïde ‘‘?) possède une propriété plus générale: 
l'aire de sa portion quelconque est inférieure à celle de toute autre 
surface limitée par le même contour. Cette propriété de la caté- 
noïde fut découverte en 1776 par Meusnier. Elle est caractéristique de 
toute une classe de surfaces (les surfaces minimales °°), Mais parmi 
les surfaces de révolution, la caténoiïce est la seule surface de cette classe. 

L'importance de la chaînette pour la technique s’explique entre 
autres par le fait que le poids propre d'un arc ayant la forme d’une 
chainette n'influce pas sur la flèche. 


C*) Du lat. cafena, chaïne. 
(°° Meusnier indiqua une autre surface minimale, l'hélicoïde (cette dernière est 
formée par le mouvement hélicoïdal d'une droite horizontale coupant l'axe vertical), 


Tables 


I. Logarithmes népériens ‘” 


1,0 | 0,0000 | 0,0100 | 0,0198 | 0,029 | 0,0392 | 0,0485 | 0,0583 | 0,0677 | 0,0770| 0,0352 
1,11 0,0953 | 0,1044 | 0,1133 | 0,1222 | 0,1310 | 0,1398 | 0,1484 | 0,1570 | 0,1655! 0,1710 
1,21 0,1823 | 0,1906 | 0,1989 | 0,2070 | 0,2151 | 0,2231 | 0,2311 | 0,2390 | 0,2469] 0,2546 
1,3 | 0,2624 | 0,2700 | 0,2776 | 0,2852 | 0,2927 | 0,3001 | 0,3075 | 0,3148 | 0,3221| 0,3293 
1,41 0,3365 | 0,3436 | 0,3507 | 0,3577 | 0,3646 | 0,3716 | 0,3784 | 0,3853 | 0,3920| 0,3988 


1,51 0,4055 | 0,4121 | 0,4187 | 0,4253 | 0,4318 | 0,+383 | 0,4447 | 0,4511 | 0,4574| 0,463: 
1,6 | 0,4700 | 0,4762 | 0,4824 | 0,4886 | 0,4947 | 0,5008 | 0,5068 | 0,5128 | 0,5188]| 0,524: 
,7 1 0,5306 | 0,5365 | 0,5423 | 0,5481 | 0,5539 | 0,5596 | 0,5653 | 0,5710 | 0,5766| 0,5822 
1,8 | 0,5878 | 0,5933 | 0,5983 | 0,6043 | 0,6098 | 0,6152 | 0,6266 | 0,6259 | 0,6313| 0,6366 
1,9 | 0,6419 | 0,6471 | 0,6523 | 0,6575 | 0,6627 | 0,6678 | 0,6729 | 0,6780 | 0,6831| 0,6881 


2,0 | 0,6931 | 0,6981 | 0,7031 | 0,7080 | 0,7129 | 0,7178 | 0,7227 | 0,7275 | 0,7324| 0,7372 
2,1 | 0,7419 | 0,7467 | 0,7514 | 0,7561 | 0,7608 | 0,7655 | 0,7701 | 0,7747 | 0,7793| 0,7839 
2,2 | 0,7885 | 0,7930 | 0,7975 | 0,8020 | 0,8065 | 0,8109 | 0,8154 | u,8198 | 0,8242| 0,8286 
2,3 | 0,8329 | 0,8372 | 0,8416 | 0,8+59 | 0,8502 | u,8544 | 0.8537 | 0,8629 | 0,5671| 0,8713 
2,4 | 0,8755 | 0,8796 | 0,8838 | 0,5879 | 0,8920 | 0,8961 | 0,9092 | 0,942 | 0,9033] 0,9123 


2,5 | 0,9163 | 0,9203 | 0,9243 | 0,9282 | 0,9322 | 0,9361 | 0,9400 | 0,9439 | 0,9:7s] 0,9517 
2,6 | 0,9555 | 0,9594 | 0,9632 | 0,9670 | 0,9708 | 0,9746 | 0,9783 | 0,9321 | u,9358] 0,9595 
2,7 | 0,9933 | 0,9969 | 1,0006 | 1,0043 | 1,0080 | 1,0116 | 1,0152 | 1,0188 | 1,0225] 1,0260 
2,8 | 1,0296 | 1,0332 | 1,0367 | 1,0403 | 1,0438 | 1,0473 | 1,0508 | 1,0543 | 1,0578| 1,0613 
2,9 | 1,0647 | 1,0682 | 1,0716 | 1,0750 | 1,0784 | 1,0818 | 1,0852 | 1,0886 | 1,0919] 1,0953 


3,0 | 1,0986 | 1,1019 | 1,1053 | 1,1086 | 1,1119 | 1,1151 | 1,118+ | 1,1217 | 1,1249] 1,1282 
3,1 | 1,1314 | 1,1346 | 1,1378 | 1,1410 | 1,1442 | 1,1474 | 1,1506 | 1,1537 | 1,1569] 1,1600 
3,2 | 1,1632 | 1,1663 | 1,1694 | 1,1725 | 1,1756 | 1,1787 | 1,1817 | 1,1848 | 1,1878] 1,1909 
3,3 | 1,1939 | 1,1969 | 1,2000 | 1,2030 | 1,2060 | 1,2090 | 1,2119 | 1,2149 | 1,2179] 1,2208 
3,4 | 1,2238 | 1,2267 | 1,2296 | 1,2326 | 1,2355 | 1,2384 | 1,2413 | 1,2442 | 1,2470| 1,2499 


€) Le logarithme népérien d'un nombre ne figurant pas parmi les arguments de la 
table est trouvé de la manière suivante. Supposons que l'on cherche Ïn 753. Nous avons: 
In 753 == 10 (7,53 - 10*) = In 7,53 + 21n 10. Nous trouvons le premier terme dans la 
table des logarithmes népériens, le second dans la table III. Nous obtenons: In 753 = 
= 2,0189 + 4,6052 = 6,6241. 
Nous trouvons de même In 0,00753 = 10 (7,53 : 10-?) = 2,0189 — 6,9078 = 
= — 4,8889. 


4,7 


5,1 


5,7 


6,1 


6,3 


6,9 


1,2528 
1,2809 
1,3083 
1,3350 
1,3610 


1,3863 
1,4110 
1,4351 
1,4586 
1,4816 


1,5041 
1,5261 
1,5476 
1,5684 
1,5892 


1,6094 
1,6292 
1,6487 
1,6677 
1,6864 


1,7047 
1,7228 
1,7405 
1,7579 
1,7750 


1,7918 
1,8083 
1,8245 
1,8405 
1,8563 


1,8718 
1,8871 
1,9021 
1,9169 
1,9315 


1,2556 
1,2837 
1,3110 
1,3376 
1,3635 


1,3888 
1,4134 
1,4375 
1,4609 
1,4839 


1,5063 
1,5282 
1,5497 
1,5707 
1,5913 


1,6114 
1,6312 
1,6506 
1,6696 
1,6882 


1,7066 
1,7246 
1,7422 
1,7596 
1,7766 


1,7934 
1,8099 
1,8262 
1,8421 
1,8579 


1,8733 
1,8886 
1,9036 
1,9184 
1,9330 


1,2585 
1,2865 
1,3137 
1,3403 
1,3661 


1,3913 
1,4159 
1,4398 
1,4633 
1,4861 


1,5085 
1,5304 
1,5518 
1,5728 
1,5933 


1,6134 
1,6332 
1,6525 
1,6715 
1,6901 


1,7084 
1,7263 
1,7440 
1,7613 
1,7783 


1,7951 
1,8116 
1,8278 
1,8437 
1,8594 


1,8749 
1,8901 
1,9051 
1,9199 
1,9344 


1,2613 
1,2892 
1,3164 
1,3429 
1,3686 


1,3938 
1,4183 
1,4422 
1,4656 
1,4884 


1,5107 
1,5326 
1,5539 
1,5748 
1,5953 


1,6154 
1,6351 
1,6544 
1,6734 
1,6919 


1,7102 
1,7281 
1,7457 
1,7630 
1,7800 


1,7967 
1,8132 
1,8294 
1,8453 
1,8610 


1,8764 
1,8916 
1,9066 
1,9213 
1,9359 


1,2641 
1,2920 
1,3191 
1,3455 
1,3712 


1,3962 
1,4207 
1,4446 
1,4679 
1,4907 


1,5129 
1,5347 
1,5560 
1,5769 
1,5974 


1,6174 
1,6371 
1,6563 
1,6752 
1,6938 


1,7120 
1,7299 
1,7475 
1,7647 
1,7817 


1,7984 
1,8148 
1,8310 
1,8469 
1,8625 


1,8779 
1,8931 
1,9081 
1,9228 
1,9373 


1,2669 
1,2947 
1,3215 
1,34S1 
1,3737 


1,3957 
1,4231 
1,4469 
1,4702 
1,4929 


1,5151 
1,5369 
1,5581 
1,5790 
1,599 


1,6194 
1,6390 
1,6582 
1,6771 
1,6956 


1,7138 
1,7317 
1,7492 
1,7664 
1,7834 


1,8001 
1,8165 
1,8326 
1,8485 
1,8641 


1,8795 
1,8946 
1,9095 
1,9242 
1,9387 


1,2698 
1,2975 
1,3244 
1,3507 
1,3762 


1,4012 
1,4255 
1,4493 
1,4725 
1,4951 


1,5173 
1,5390 
1,5602 
1,5810 
1,6014 


1,6214 
1,6409 
1,6601 
1,6799 
1,6974 


1,7156 
1,7334 
1,7509 
1,7681 
1,7851 


1,8017 
1,8181 
1,8342 
1,8500 
1,8656 


1,8810 
1,8961 
1,9110 
1,9257 
1,9402 


1,2726 
1,3002 
1,3271 
1,3533 
1,3788 


1,4036 
1,4279 
1,4516 
1,4748 
1,4974 


1,5195 
1,5412 
1,5623 
1,5831 
1,6034 


1,6233 
1,6429 
1,6620 
1,6808 
1,6993 


1,7174 
1,7352 
1,7527 
1,7699 
1,7867 


1,8034 
1,8197 
1,8358 
1,8516 
1,8672 


1,8825 
1,8976 
1,9125 
1,9272 
1,9416 


1,2754 
1,3029 
1,3297 
1,3558 
1,3813 


1,4061 
1,4303 
1,4540 
1,4770 
1,4996 


1,5217 
1,5433 
1,5644 
1,5851 
1,6054 


1,6253 
1,6448 
1,6639 
1,6827 
1,7011 


1,7192 
1,7370 
1,7544 
1,7716 
1,7884 


1,8050 
1,8213 
1,8374 
1,8532 
1,8687 


1,8840 
1,8991 
1,9140 
1,9286 
1,9430 


829 


Suile 


1,2782 
1,3056 
1,3324 
1,3584 
1,3838 


1,4085 
1,4327 
1,4563 
1,4793 
1,5019 


1,5239 
1,5454 
1,5665 
1,5872 
1,6074 


1,6273 
1,6467 
1,6658 
1,6845 
1,7029 


1,7210 
1,7387 
1,7561 
1,7733 
1,7901 


1,8066 
1,8229 
1,8390 
1,8547 
1,8703 


1,8856 
1,9006 
1,9155 
1,9301 
1,9445 


830 


7,3 


8,3 


9,3 


1,9459 
1,9601 
1,9741 
1,9379 
2,0015 


2,0149 
2,0281 
2,0412 
2,0541 
2,0669 


2,0794 
2,0919 
2,1041 
2,1163 
2,1282 


2,1401 
2,1518 
2,1633 
2,1748 
2,1861 


2,1972 
2,2083 
2,2192 
2,2300 
2,2407 


2,2513 
2,2618 
2,2721 
2,2824 
2,2925 


1,9473 
1,9615 
1,9755 
1,9892 
2,0028 


2,0162 
2,0295 
2,0425 
2,0554 
2,0681 


2,0807 
2,0931 
2,1054 
2,1175 
2,1294 


2,1412 
2,1529 
2,1645 
2,1759 
2,1872 


2,1983 
2,209 
2,2203 
2,2311 
2,2418 


2,2523 
2,2628 
2,2732 
2,2834 
2,2935 


1,9488 
1.9629 
1,9769 
1,9906 
2,0042 


2,0176 
2,0308 
2,0438 
2,0567 
2,0694 


2,0819 
2,0943 
2,1066 
2,1187 
2,1306 


2,1424 
21541 
2,1656 
2,1770 
2,1883 


2,1994 
2,2105 
2,2214 
2,2322 
2,2428 


2,2534 
2,2638 
2,2742 
2,2844 
2,2946 


1,9502 
1,9643 
1,9782 
1,9920 
2,0055 


2,0189 
2,0321 
2,0451 
2,0580 
2,0707 


2,0832 
2.0956 
2,1078 
2,1199 
2,1318 


2,1436 
2,1552 
2,1668 
2,1782 
2,1894 


2,20C6 
2,2116 
2,2225 
2,2332 
2,2439 


2,2544 
2,2649 
2,2752 
2,2854 
2,2956 


1,9516 
1,9657 
1,9796 
1,9933 
2,0069 


2,0202 
2,0334 
2,0464 
2,0592 
2,0719 


2,0844 
2,0968 
2,1090 
2,1211 
2,1330 


2,1448 
2,1564 
2,1679 
2,1793 
2,1905 


2,2017 
2,2127 


2,2235 


2,2343 
2,2450 


2,2555 
2,2659 
2,2762 
2,2865 
2,2966 


1,9530 
1,9671 
1,9810 
1,9947 
2,0082 


2,0215 
2,0347 
2,0477 
2,0605 
2,0732 


2,0857 
2,0980 
2,1102 
2,1223 
2,1342 


2,1459 
2,1576 
2,1691 
2,1804 
2,1917 


2,2028 
2,2138 
2,2246 
2,235+ 
2,2460 


2,2565 
2,2670 
2,2773 
2,2875 
2,2976 


1,544 
1,9585 
1,9324 
1,9961 
2,0096 


2,0229 
2,0360 
2,090 
2,0618 
2,0744 


2,0869 
2,0992 
2,1114 
2,1235 
2,1353 


2,1471 
2,1587 
2,1702 
2,1815 
2,1928 


2,2039 
2,2148 
2,2257 
2,2364 
2,2471 


2,2576 
2,2680 
2,2783 
2,2885 
2,2986 


1,9559 
1,9699 
1,9538 
1,997+4 
2,0109 


2,0242 
2,0373 
2,0503 
2,0631 
2,0757 


2,0882 
2,1005 
2,1126 
2,1247 
2,1365 


2,1483 
2,1599 
2,1713 
2,1827 
2,1939 


2,2050 
2,2159 
2,2268 
2,2375 
2,2481 


2,2586 
2,2690 
2,2793 
2,2895 
2,2996 


Tables 


1,9573 
1,9713 
1,9851 
1,9988 
2,0122 


2,0255 
2,0386 
2,0516 
2,0643 
2,0769 


2,0594 
2,1017 
2,1138 
2,1258 
2,1377 


2,1494 
2,1610 
2,1725 
2,1838 
2,1950 


2,2061 
2,2170 
2,2279 
2,2386 
2,2492 


2,2597 
2,2701 
2,2803 
2,2905 
2,3006 


Suite 


1,958; 
1,9727 
1,9865 
2,0001 
2,0136 


2,026S 
2,0399 
2,0525 
2,0656 
2,0782 


2,0905 
2,1029 
2,1150 
2,1270 
2,1389 


2,1506 
2,1622 
2,1736 
2,1849 
2,1961 


2,2072 
2,2181 
2,2289 
2,239 
2,2502 


2,2607 
2,2711 
2,2814 
2,2915 
2,3016 
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IV. Fonction exponentielle e” (antilogarithmes népériens) 


0,0 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
1,0 
1,1 
1,2 
1,3 
1,4 
1,5 
1,6 
1,7 
1,8 
1,9 
2,0 
2,1 
2,2 
2,3 
2,4 
2,5 
2,6 
2,7 
2,8 
2,9 
3,0 
3,1 
3,2 
3,3 
3,4 
3,5 
3,6 


1,0000 | 1,0101 | 1,0202 | 1,0305 | 1,0408 | 1,0513 | 1,0618 | 1,0725 | 1,n833| 1,0942 
1,1052 | 1,1163 | 1,1275 | 1,1388 | 1,1503 | 1,1618 | 1,1735 | 1,1853 | 1,1972| 1,2092 
1,2214 | 1,2337 | 1,2461 | 1,2586 | 1,2712 | 1,2840 | 1,2969 | 1,3100 | 1,3231| 1,3364 
1,3499 | 1,3634 | 1,377 | 1,3910 | 1,4049 | 1,4191 | 1,4333 | 1,4477 | 1,4623| 1,4770 
1,4918 | 1,5068 | 1,5220 | 1,5373 | 1,5527 | 1,5683 | 1,5841 | 1,6000 | 1,6161| 1,6323 
1,6487 | 1,6653 | 1,6520 | 1,6989 | 1,7160 | 1,7333 | 1,7507 | 1,7683 | 1,7860| 1,8010 
1,8221 | 1,8404 | 1,8589 | 1,8776 | 1,8965 | 1,9155 | 1,9348 | 1,9542 | 1,9739) 1,9937 
2,0138 | 2,0340 | 2,0544 | 2,0751 | 2,0959 | 2,1170 | 2,1383 | 2,1598 | 2,1815| 2,2034 
2,2255 | 2,2479 | 2,2705 | 2,2933 | 2,3164 | 2,3396 | 2,3632 | 2,3569 | 2,4109| 2,4351 
2,4596 | 2,4843 | 2,5093 | 2,5345 | 2,5600 | 2,557 | 2,6117 | 2,6379 | 2,6645] 2,6912 
2,7183 | 2,7456 | 2,7732 | 2,s011 | 2,8292 | 2,8577 | 2,8864 | 2,9154 | 2,9447| 2,9743 
3,0042 | 3,0344 | 3,0649 | 3,0957 | 3,1268 | 3,1582 | 3,1899 | 3,2220 | 3,2544| 3,2871 
3,3201 | 3,3535 | 3,3872 | 3,4212 | 3,4556 | 3,4903 | 3,5254 | 3,5609 | 3,5966| 3,6328 
3,6693 | 3,7062 | 3,7434 | 3,7810 | 3,8190 | 3,8574 | 3,8962 | 3,9354 | 3,9749| 4,0149 
4,0552 | 4,0960 | 4,1371 | 4,1787 | 4,2207 | 4,2631 | 4,3060 | 4,3492 | 4,3929| 4,4371 
4,4817 | 4,5267 | 4,5722 | 4,6182 | 4,6646 | 4,7115 | 4,7558 | 4,5066 | 4,8550! 4,9037 
4,9530 | 5,0028 | 5,0531 | 5,1039 | 5,1552 | 5,2070 | 5,2593 | 5,3122 | 5,3656] 5,4195 
5,4739 | 5,5290 | 5,5845 | 5,6407 | 5,6973 | 5,7546 | 5,8124 | 5,8709 | 5,9299| 5,9895 
6,0496 | 6,1104 | 6,1719 | 6,2339 | 6,2965 | 6,3598 | 6,:237 | 6,4883 | 6,5535] 6,6194 
6,6859 | 6,7531 | 6,8210 | 6,8895 | 6,9588 | 7,0287 | 7,0993 | 7,1707 | 7,2427| 7,3155 
7,3891 | 7,4633 | 7,5383 | 7,6141 | 7,6906 | 7,7679 | 7,8460 | 7,9248 | 8,0045| 8,0849 
8,1662 | 8,2482 | 8,3311 | 5,4149 | 8,4994 | 8,5849 | 8,6711 | 8,7583 | 8,8463| 8,9352 
9,0250 | 9,1157 | 9,2073 | 9,2999 | 9,3933 | 9,4877 | 9,5831 | 9,6794 | 9,7767| 9,8749 
9,9742 | 10,074 | 10,176 | 10,278 | 10,381 | 10,486 | 10,591 | 10,697 | 10,805] 10,913 
11,023 | 11,134 | 11,246 | 11,359 | 11,473 | 11,588 | 11,705 | 11,822 | 11,941] 12,061 
12,182 | 12,305 | 12,429 | 12,554 | 12,650 | 12,807 | 12,936 | 13,066 | 13,197] 13,330 
13,464 | 13,599 | 13,736 | 13,874 | 14,013 | 14,154 | 14,296 | 14,440 | 14,585] 14,732 
14,880 | 15,029 | 15,180 | 15,333 | 15,487 | 15,643 | 15,800 | 15,959 | 16,119] 16,281 
16,445 | 16,610 | 16,777 | 16,945 | 17,116 | 17,288 | 17,462 | 17,637 | 17.814 17,993 
18,174 | 18,357 | 18,541 | 18,728 | 18,916 | 19,106 | 19,298 | 19,492 | 19,688| 19,886 
20,086 | 20,287 | 20,491 | 20,697 | 20,905 | 21,115 | 21,328 | 21,542 | 21,758] 21,977 
22,198 | 22,421 | 22,646 | 22,874 | 23,104 | 23,336 | 23,571 | 23,807 | 24,047| 24,288 
24,533 | 24,779 | 25,028 | 25,280 | 25,534 | 25,790 | 26,050 | 26,311 | 26,576! 26,843 
27,113 | 27,385 | 27,660 | 27,938 | 28,219 | 28,503 | 28,789 | 29,079 | 29,371| 29,666 
29,964 | 30,265 | 30,569 | 30,877 | 31,187 | 31,500 | 31,817 | 32,137 | 32,460] 32,786 
33,115 | 33,448 | 33,784 | 34,124 | 34,467 | 34,813 | 35,163 | 35,517 | 35,874] 36,234 
36,598 | 36,966 | 37,338 | 37,713 | 38,092 | 38,475 | 38,861 | 39,252 | 39,646! 40,045 
3,7 | 40,447 | 40,854 | 41,264 | 41,679 | 42,098 | 42,521 | 42,948 | 43,390 | 43,816] 44,256 
3,8 | 44,701 | 45,150 | 45,604 | 46,063 | 46,525 | 46,993 | 47,465 | 47,942 | 48,424] 48,911 
3,9 | 49,402 | 49,899 | 50,400 | 50,907 | 51,419 | 51,935 | 52,457 | 52,985 | 53,517] 54.055 
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V. Table des intégrales indéfinies 
1. Fonctions contenant a + bx à une puissance entière 


dx 1 
1) = Sin (a + 09 + C. 
(a + bx)" +1 


Hralr POP TS 


2) \ (a + bx)" dx = 


x dx 1 
3) = pete + be — ain (a + ba) + C. 


4) (= = _ EC + bx)' — 2a(a + bx) + ain (a + ox)] hC: 


| a + bx 
S) sm + c. 


6) as 2 tar 2 4 c. 

1) \ ST = finie +09 + 2] + C. 
or - gs +bs— 2 In (a + bn) — = l+c 
9) re cr +" 22" + C. 
opel se tal 


2. Fonctions contenant a? + x, a? 3, a + bx 
dx 
11) (= ais + c. 


12) (rue +c. 
pi a a 


at + Li 
dx 1 a+x 
1) (+ D te LA 
ou : 
x 1 z+a 
1) (= 5-7, 10 = ré 


metgr W?+coùs>0 et b> 0. 
a 


dx 1 
1 (x - Vs 
Si a et b sont négatifs, le signe ( — ) peut être sorti de sous le signe \ etsiaetb 
sont de signes différents, on utilise le n° 16. 


Tables 


a fs+shr, 
Fa nr 25" Vale 


17) = in RE 


a + bs! 2b 
in fé sf 
ensuite n9 15 ou n° 16. 
ie rue an M avan + € 
29) Een x'(a _ COS F _ 2 a Er ’ 


ensuite n0 15 ou n0 16. 


21 dx 7 x 1 dx 
\ (a +bzxt}?  Za(a + b:!) +7 a+bxt? 


ensuite n° 15 ou n° 16. 


3. Fonctions contenant Va + bx 


22) NET PEETITENTL + C. 


a _— 8 
23) (eV rar > — A2 VO HE Le 
15b° 
= tt bz}® 
20 CoVrr ar A8 —12abr : LEUR 2) 
2) M} ac 
Ya +bx 30? 
L] 8 71 a 
26) ( x' dx _, 2(8a Les M PET PE 6) 
Ya + bx 15b° 
27) = in LORLTES CPV 
sYa +6x Ya Va +bx +Ÿa 
28) | = — - Bart 4 con a < 0. 
xVa +6x — 4 — 4 
dx — Ya + bx ( dx 
29) À ——— = © — — | ———— |, 
x! Ya + ds ax 2a x Va + dbz 
ensuite nO 27 ou n90 28. 
a + 6x = d 
30) Ç tr oprssse( 
za +br 


ensuite n0 27 ou n0 28. 


27° 


+ C. 
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4. Fonctions contenant Vx3 + a 
su) À Va ai dr = Var ef + Din fe + Var + a) + C. 
32) (VC a ax = à 2 + Sat) Vs + a + In (x +fu+ai)+c. 
33) \reee LIBERTE" 


34) (= Var + ads = (231 + a!) Vas + as — in (x + Yx'+a! + C. 


35) ( IE net Va pai+c. 
Vs a! 
dx x 

Rp 7 - C. 

\ Vos ap  atYsr + at 

37) \ FU SVnre tic 
Ya + a! 

38) ns = LV a — Lin te + Va + C 
Vs ta 2 

D -- +In(s + Var + ai) + C. 
Ye + at) FF +a! 

| x 


40 ——— mn ———@ +c. 
Er: a : a + ÿxt tai 


1Lat . 
41) (—s—- ts sc 


F Vs + ai ax 
o : 4 Vas 3 
42) | —— - - LÉ 07e a+ Vs+ai LC. 
x! Y:: + a! 2a1x1 2at x 


43) \ LÉ = Ynpai-aim4+t pare ce 


41) (re VE 4 nt+ re + at) + C. 


S. Fonctions contenant |/a? — x 


45) \ = = arcsin # + C. 
dx x 

46) = arc sin — + C. 
Var — x a 


dx zx 
UE Se —2};0 
\ Y(a: — x) a! Ya: = 4 


Tables 


x dx ——— 
Des pee 
x dx 1 
49 EE  ——————_—_——_—— + C: 
pen er 


ER : 
50) er — LE Ya x +  arcsin Z + C. 


Vas — x! 2 2 a 


51) (Vars dre > Var a + are sin À + C. 


52) \ (a: — #1) dx = . (5a? — 22!) Va: -st+ = arc sin . + C. 


53) (+ Var — sidx = — peer HR + C. 


LE POL 


54) \ x Via — x1}5 dx = + C. 


D 4 
55) À Var aa = rt Var — x: + Farc sin + + C. 


x dx x … Æ 
56) a Éérenn a r d 


1 x 
= a a + Var — 31 


58) | —— PACE 
x! Ya - x ax 
59) | —# LÉ x 
a Var 1 2axt 2at a + Var— 21 


61) NE 
zx x a 


6. Fonctions contenant }/x 


d ns 


837 
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64) ( RC. 


65) \ Vs aidr = Va a Lin (x + Fat) + C. 


66) \ YG’ — at} dr = _ (2x! — Sa!) Vs a + # ln (x + Vs) + C. 


67) Er dx — AU + cC. 
68) (+ Y(s' — a!) dx = LIDReTe + C. 


69) \ x sta dx = . (2x! — a!) Va Tin (x + Ys— at) + C. 


70) PR RNS Para + in (x + Pat at) + C. 
Vrai. 2 2 


‘4 ——_— 
— — 7 +ints + aa) + C 


Via — ap _ Vs — a! 


d 
72) \ = arc sec x + C. 


xs: 


d | 
73) ee LC: 
zx 01 


a a 
dx Ya — ai 
74) \ —__— = —— +0cC 
a fit 01 ax 
. d Si at 
75) \ Rp Vs at nee EC 
x? ÿ z'— a! 2a!zx! 2a? a 


76) 


\ Va at dr 


= Ys—ai— aarc cos + + C. 


77) (res = — pret + In (x + Yst— ai) + C. 


7. Fonctions contenant YV2ax — x, |'2ax + x! 


La fonction contenant Y2ax — 3° peut être intégrée par la substitution { = x — a. 


Dans ce cas V2ar— x s'écrit Vas — 41, et l'intégrale est trouvée dans la partie 5 de cette 
table. Si elle ne figure pas dans la table. on s'efforce de la rainener à une intégrale se trou- 
vant dans la table. 

Il en est de même pour la fonction contenant l'expression Y2ax + xt. Dans ce casla 


substitution { — x + a ramène le radical à la forme Yan as (partie 6 de cette table). 
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8. Fonctions contenant a + bx + cxt (c > 0) 
2 . 2cx + b 
dx Viac — 6 Viac — bt 
D  — 1 2ex + b— VE as 
Vor—tae 2x +o+ Vide 


+ C, si db < 4ac. 


+C, sb > 4ac 


79) | — hi = —_inzez+o+2NiVartérten+c. 
Va + 6x + cxt Ye 
80) x 7: Va + 0x +cxi — 
3 — a 
ne  in(Zzs +0 +2Yc Va +bs text) + C. 
Tr 
s1) ( x dx __Vatbs tes _ 
Vatisten € 
= D. In (2cx + 6 + 2ŸcVa + bx + exi) + C. 
2Yc 


9. Fonctions contenant a + bx — cx? (c > 0) 


dx 1 Ver + 4ac + 25 — b 
82) El — ———— . 
a + bzx — cz Ho Vos + 4ac — 2x + b 
83) \ a =: arcsin Re GC: 
Ya + bx — cxt Ve V3 + 40c 
84) (Var oremdre My à 
4c 
s — 
NRA Ne ar 0. + C. 
8ÿes Ver + 4ac 
a + br — cz! = 
a (rue , b ste sin LG 
Va +bx — 6x + bx — cxt c 2Vc: Yés + 4ac 


10. Autres fonctions algébriques 


so USE 


dre Via +) +2) +(s—0n(Va+s+ Vo +) + 


87) (Ve ve BF 55 + (a + aresin) ET + c. 


SES as b— = 
88) NETE —Ya +) = — (0 + 0 area + c. 
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89) NÉCES EE arc sin x + C. 


90) \ EE = zaresin]/ 2 %:C: 
Vix —a)to — 2) b—4a 


11. Fonctions exponentielles et trigonométriques 
aï 
91) («x ar - —— + C. 
in a 


92) Ÿ «ax = +cC. 
93) 


94) 


96) \tg x dx = — In cos x + C. 


95) (cos x dx = sin x + C. 
97) Ÿ cotg x dx = In sin x + C. 

98) Jscrdr=meeer+ten+c=imte(T +2) +c. 
99) ( coscc x dx = In (cosee x — cotg x) + Cm inter + C: 
100) (sec sdr mix x + c 

101) Ÿ coscct x dx = —cotg x + G. 

102) Justes dr = see x + C. 

103) Ÿ cosec x cotg x dr = — cosec + + C. 


104) ( sint x ar = sin 2x + C. 


105) ( cost x ax - L + sin 2x + C. 
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n—1 


ie 
106) (sin ras = — EE FE \ sin" sds. 


On applique cette formule plusieurs fois jusqu'à ce qu'elle nous ramène à l'inté- 


grale \ sin x dx ou \ sin® # dx (suivant que nest pair ou impair). et pour ces intégrales 


cf. n°95 94 et 104. 


{1 e 
cos" xsin s n— | 
me rar mimi + 


107) \ cos" x dx = - 


\ cos" " x dx 


(cf. la remarque pour l'intégrale précédente et n°%% 95 et 105). 


d _— 
108) | x 1 cos x FL = À dx 


: ee : 1 . ni 
sin" x n—1 sin" x n—1 J sin x . 


On l’applique plusieurs fois jusqu'à ce qu’on la ramène à l'intégrale \ dx si n'est 


d 
pair ou à l'intégrale \ _—— si # est impair (cette dernière intégrale est donnée au 


n° 99). 
109) ( dx 1 sin x + dx 
cos" r n—1 cos" 'x n—1 d cos" 'r 
(cf. la remarque pour l'intégrale précédente et n0 98), 
n+1 
à ces + 
110) À sin x cos x dx Hoi + C. 
Ati 
: sin x 
111) ( sin x cos x dx EEE + C. 
m—] ._m+]1 = 
112) \ cosm x sin" x dx — PIN EE + mt \ cos "72 s sin" x dr. 
m+n m+n 


On l'applique plusieurs fois jusqu'à ce que le degré du cosinus devienne nul (si " est 
pair) ou égal à l'unité (si " est impair). Dans le premier cas cf. n° 106, dans le second 
cf. n0 111. Cette formule peut être utilisée si m< n. Sim >n,ilest préférable d'utiliser 
la formule suivante: 
sin} x cos” n —1 

m+n m+n 


+l, 


113) \ cos" gs sin" s dx = — \ cos s sin" s dx 


(cf. la remarque pour l'intégrale précédente et n°$ 107 st 110). 


114) ( sin mx sin nx dx = — CET Tres + C. 
in (ms + in (m — 
115) (cos mx cos ns dr = RE + Ge. (m£n) 


cos (m + n)x cos (m—n) x 
116) Ÿ sin mx cos nx dx = — TAm+n) ETF ET" LE 
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dx 2 a—b, x 
117) sr - ve u(f Tu £) + si a > b. 


— z EE 
118) (— - ——__—_— nn +0, si a <b. 
a +bcos x Ver — at ETES (ET 


at + b 


Ya y 


+C, si a > b. 


dx 2 
119) \ D These Va arctg 


ds 1 atg— + b— Var — at 

120) Ve ous pen 0 si a <b. 
— 4 Me nt 
atg 3 +6 +}ÿ5—a 


dx 1 btgx 
12 a : 
D re prete | a ]+c 


eX(sin x — cos x) 


2 + C. 


122) \ esinxdrx = 


«*(asinnx — n cos nx) 


az . 
123) \ € sinnx dx = PRE 


+ C. 
eï(sin x + cos x) 


3 + C. 


124) ( «x cos x dx = 


Pa Sin nx + a cos nx) 


az 
125) (« cos nx dx = PORT + C. 
Pis 
126) \ xe** dx = PT (ax — 1) + C. 
# az 
127) \ Pt = _ _ \ 2% dr. 


On applique la formule plusieurs fois jusqu'à ce que le degré de x devienne égal 
à l'unité; on trouve alors cette intégrale au n0 126. 


“zx vmz 
mz Æa a 
128) \ xa"" dx = nie alrer + C 
mr n 
129) \ Ra den \ a"; dr. 
nina m ln a 


On applique la formule jusqu'à ce que le degré de x devienne égal à l'unité; on trouve 
alors cette intégrale au n9 128. 
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«= cos" 7" x(a cos x + nsin x) 


at + nt 


+ en \ e* cos" s dx. 


130) \ 6% cos" x dx = 


a+n! 


On applique la formule jusqu'à ce que le cosinus disparaisse (dans le cas de n pair) 
ou que son degré devienne égal à l'unité (dans le cas de n impair). Dans ce dernier cas 
cf. n0 122. 


131) Ÿ sh rar ch +cC. 

132) Jehxas = sh + c 

133) (inrar men x + c. 

134) (coth x dx = In ab x + G. 

135) ( sech rar = 2are tg ex + C. 

136) ( coseeh x dx = in th À + C. 

137) ( secht x dx = th x + C. 

138) ( cosceh x dx = — coih x + G. 

139) Ÿ sech x th x dx = sech x + G. 

140) \ cosech x coth x dx = — cosech x 1- C. 
x 1 

141) (aber ++ sh 2x + C. 

x | 
142) Jehtzdr = ++ ant 2r + C. 


12. Fonctions logarithmiques 


On donne des fonctions ne contenant que des logarithmes népériens. Si l'on doit 
trouver l'intégrale d’une fonction contenant le kgarithme ä une autre base, on le ramène 


au préalable au logarithme népérien d'après la formule log, x = TE , puis on utilise 
la table. 


143) (inrdr=sinr—x+ 0. 


144) (— =In(lins)+C. 
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In x Î 


n n+1 _ 
145) (+ Inxdx = 31 = m+iÿ 


| + C. 
146) \ In xdr= xin" rs —n \ In"! xdr. 
On applique la formule jusqu'à ce que l'on obtienne l'intégrale \ In x dx que l'on 


trouve d’après la formule du n9 143. 
m+l 


In° x — de 
+ 1 m +1 


On applique la formule jusqu'à ce que l'on ramène l'intégrale à l'intégrale du n° 145. 


147) Ca In xdr = = \ x" In*7" xx. 
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d'une somme 295 
totale 635, 637, 639 
— , critère 695, 696 
— d'une fonction implicite 647-649 
— , interprétation géométrique 636 
— , notation conventionnelle 654 
— d'ordre supérieur 651, 652 
d'une variable indépendante 294 
Directrices 
d'une chaîfnette 824 
d'une ellipse 75 
d'une hyperbole 75 
d'une parabole 70, 72 
d'une surface conique 216 
— cylindrique 204 


eus 
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Discontinuité 
artificielle d'une fonction 281 
d'une fonction 280 
Distance 
de deux points 25, 139 
focale 62, 65 
d'un point à une droite 45, 46, 195 
— à un plan 170 
polaire d'une droite 47 
— d'un plan 171 


Division 
d'un segment en deux parties égales 
27, 141 


— dans un rapport donné 26, 141, 142 
des séries 558 

Domaine 
de convergence d'une série entière 

575, 577 

fonctionnelle 560 

de définition de la fonction de deux 
variables 623, 625 
— d'une fonction 256 
— de point 670 

d'intégration 662 

Double produit vectoriel 161 

Droite dans l'espace: équations canoniques 
188, 187; équations paramétriques 
188; équations symétriques 1886; 
réduction de l'équation à la forme ca- 
nonique 187; équation d'une droite 
passant par deux points donnés 
190; équation d'une droite passant 
par un point donné et perpendiculaire 
à un plan donné 190: intersection 
d'une droite et d'un plan 178; projec- 
tions sur les plans de coordonnées 184 

Droite numérique 251 

Droite dans lc plan: équation avec Île 
coefficient angulaire 28, 30; équation 
générale 31; équation normale 48, 
49; polaire 119; réduction de l'équa- 
tion à la forme normale 49; équation 
d'une droite passant par deux points 
40, 41; équation d'une droite passant 
par un point donné et parallèle ou 
perpendiculaire à une droite donnée 
43, 44; équation d'une droite parallèle 
à l'axe des abscisses ou à l'axe des 
ordonnées 30; équation résolue par 
rapport à l'abscisse ou l'ordonnée 28, 
30; construction d’une droite d'après 
son équation 32 


Egalité des vecteurs 123 
Elément(s) 489 
d'aire 489, 662 
— en coordonnées rectangulaires 662 
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—  — polaires 671 
d'arc 495 
d'un déterminant 227 
simples 428 
de volume en coordonnées cylindriques 
681 
—  — rectangulaires 677 
—  — sphériques 682 
Ellipse 59, 62, 76, 77, 78, 487 
aire 487 
constructions d'une ellipse donnée 
par ses axes 64 
contraction, coefficient de contraction 


définition générale 76, 77 
diamètres 80, 81 
directrices 75 
équation canonique 61, 63 
— de la normale 325 
— de la tangente 324 
équations paramétriques 321 
excentricité 63, 76 
rayon de courbure 506 
sommets, axes, centre 60 
Ellipsoide 209, 210, 492, 493 
normale 643 
plan tangent 642 
de révolution aplati, allongé 211 
à trois axes inégaux 210 
— — — , ellipses principales 
sommets, axes 210, 211 
volume 493 
Enveloppe 717, 718 
Epicycle 815 
Epicycloïde 800 
aire sectorielle 814, 815 
allongée, raccourcie 800 
cas limites 809, 810 
développée 812 
double génération 810, 811 
équation intrinsèque 813 
formes particulières 809 
génération 803 
historique 815 
ligne des centres 803 
longueur de l'arc 813 
ordinaire 800 
particularités de la forme 807 
point de départ 800 
propriété cinématique 813 
rayon de courbure 812 
représentation paramétrique 806 
sommet 803 
tangente et normale 811 
Equation 
de l'agnésienne 757 
de l'astroide 809 
caractéristique 733, 744 


Index des matières 


de la chaînette 823 

de la cissoïde 824 

de Dioclès 752 

de Clairaut 715 

commune de l'ellipse, de l'hyperbole 
et de la parabole 77 

de la conchoïde de Nicomède 759, 760 

d'une courbe 24 

— du second degré 85, 86, 95 

de la cyclolde 790 

d'une droite dans le plan (voir Droite 
dans le plan) 

de l'épicycloïde 808 

d'un faisceau de droites 42 

— de plans 183 

d'une famille de courbes 717, 718 

du folium de Descartes 753, 754 

de l'hypocycloïlde 808 

de la lemniscate de Bernoulli 772 

du limaçon de Pascal 763, 764 

de la normale à une courbe plane 325 

— à une surface 643 

des ovales de Cassini 770 

du plan (voir Plan) 

— normal à une courbe 516 

—  osculateur à une courbe 523 

—  tangent à une surface 641, 642 

de la spirale d'Archimède 119 

de la spirale logarithmique 783 

de la strophoide 749, 750 

d'une surface 203 

— de révolution 226 

de la tangente à une courbe plane 288, 
288, 323 

de la tractrice 818 


Equations 


d'une courbe 205 

d'une droite dans l'espace (voir Droite 
dans l'espace) 

— intersection de plans 117 

d'une perpendiculaire commune à 
deux droites 197 

de la projection d’une droite sur un 
plan 184 


Equation(s) canonique(s) 


d'une droite 186, 187 

de l'ellipse 61 

l'hyperbole 68 

de la normale à une surface 643 

de la parabole 71 

de la perpendiculaire abaissée d'un 
point donné sur une droite donnée 
193 


Equation(s) différentielle(s) 699 


formation 723 
intégrale 699 
— singulière 709 
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intégrales générale et 
705, 709 

linéaire 713, 730, 743 

— , équation caractéristique 733, 
744 

—  $ans second membre 713 

— , variation des constantes 714 
745 

ordinaire 699 

ordre 699 

du premier ordre: de Clairaut 715; 
aux différentielles totales 709-710; 
homogène 711, 713; intégration 
approchée par la méthode d'Euler 
719, 720; intégration du moyen 
des séries entières 721, 722; inter- 


particulière 


prétation géométrique 701-702; 
linéaire 713; séparation des varia- 
bles 707 


du second ordre et d'ordres supé- 


rieurs 726, 728: cas d'abaisse- 
ment de l'ordre 729; linéaires à 
coefficients constants 733-737, 


744; linéaires avec second membre 
731, 732, 737, 743; sans second 
membre (homogènes) 731, 732- 
736, : 
solutions générale et particulière 
701, 705, 709, 727, 728 
Equation générale 
d'une courbe du second degré 86, 95 
d'une droite 31 
— , réduction à la forme normale 49 
Equation intrinsèque 
d'une courbe 781 
de la développante de cercle 781 
Equation normale 
d'une droite 48, 49 
d'un plan 173 
Equation(s) paramétrique(s) 
d'unc circonférence 319 
d'une courbe gauche 510, 511 
— plane 318 
de la cycloïde 322 
de la développée 507 
d'une droite dans l'espace 188 
d'une ellipse 321 
de l'hélice circulaire 512 
d'une parabole 319 
Equation polaire 
d'une ccnique 120 
d'une droite 119 
Equations symétriques d'une droite 186 
Equivalence de la differentielle et de l'ac- 
croissement d’une fonction 290, 291 
Evaluation 
d’une intégrale définie 454, 455 
— double 663 
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Excentricité 
de l'ellipse 63, 76 
de l'hyperbole 68, 76 
de la parabole 76 
Expression sous le signe somme 404 
Extrémité d'un intervalle 259 
Extrémum 364 
d'une fonction: condition nécessaire 
365; condition suffisante 3688, 370; 
règle de recherche 368-370 
d'une fonction de deux ou plusieurs 
variables 657: conditions suffi- 
santes 659, règle de recherche 658 


Facteur intégrant 710 
Factoricile »n 258 
Faisceau 
de droites 41 
— parallèles 43 
de plans 182 
— parallèles 183 
Famille de courbes (à un paramètre) 717 
Folium de Descartes 753 
aire 755 
diamètre maximal de la boucle 755 
équations en coordonnées cartesienncs 
et polaires 753, 754 
— par rapport à l'axe de symétrie 
754 


génération 755 

historique 753 

particularités de la forme 754 

rayon de courbure 754 

représentation paramétrique 754 

sommet 754 

Fonction(s) 252 

analytique 586 

circulaires 261 

complexe d'une variable réelle 600 

composée 297, 643 

continue sur un intervalle 281, 282 

continue en un point 278, 279, 280 
293, 294 

croissante dans un intervalle 361, 363 

croissante en un point 380, 362 

de deux ou plusieurs variables 623- 
626, 628, 630; continue et dis- 
continue 630 ; définition 5623: défini- 
tion par la méthode des cotes 626; 
définition à l’aide d'une formule 625: 
définition à l'aide d'une table 
626; implicite 646; représentation 
par un modèle spatial 626 

décroissante dans un intervalle 361, 


décroissante en un point 360, 362 
de fonction 297 
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définies paramétriquement 319—321 
+ dérivée 284, 290 
_ expression en fonction des 
différentielles 296 
différentiable 292, 639 
discontinue en un point 278, 280, 292 
ez 307 
élémentaires 260 
entière 257 
explicite 255 
exponentielle 261, 307, 354, 833 
— , développement en série 587 
hyperboliques 593, 594, 598 
— , développement en série 588 
— , formules de dérivation et d'in- 
tégration 596 
— inverses 596, 597 
—  — , développement en série 590 
— , formules de dérivation et 
| d'intégration S97, 598 
implicite 255, 316, 317, 332 
— de plusieurs variables 646-649 
à intégrer 404, 662 
inverse 301, 302 
logarithmique 2681, 304, 358, 359 
— , développement en série 589 
modes de définition 254 
monotone 302, 
—, plus grande valeur et plus petite 
valeur 364, 372 
non différentiable, cxemples 292, 293 
notation 261, 624 
paire et impaire 615 
plus grande et plus petite valeur 365 
372 
de point 623, 670 
primitive 403, 698, 697 
puissance 260, 289, 295 
rationnelle 425, 431 
— de deux variables 440 
scalaire 517 
trigonométriques 261, 308 
—, développement en série 588 
— finverses 261, 309, 310 
— —, développement en série 590 
uniforme, multiforme 253 
vectorielle 517, 518 
Formes simplifiées de l'équation du 
second degré 88, 89, 90, 96, 108 


Formule(s) 

des accroissements finis 337 

approchées (calcul des fonctions) 313 

de la courbure et du rayon de courbure 
d'une courbe gauche 529, 530: 
d'une courbe plane 503, 504, 530 

de dérivation 294, 300, 301, 304, 
307, 308, 309, 596, 597 
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des dérivées d'une fonction composte 
645 

d'Euler 605 

d'Euler-Fourier 609, 611 

de Green 692 

d'interpolation de Newton 481 

de Leibniz 333 

de Mac-Laurin 351 

de Moivre 599 

de Newton-Leibniz 461, 474 

des rectangles 481 

de récurrence de l'intégrale 


\ 
(st + An 
de rotation des axes 54, 202 


de Simpson 484, 485 

de Taylor 351 

— , application au calcul des valeurs 
d'une fonction 353, 354 

— , dénonstration de Mac-Laurin 
349 | 

— pour la fonction exponentielle 
354 

— pour la fonction logarithmique 358 

— pour une fonction de plusieurs 
variables 655-658 

de la torsion 533 

de transformation des 
53, 202 

de translation de l'origine 53, 202 

des trapèzes 483, 484, 485 

Foyer(s) 

de l'ellipse 62 

de l'hyperbole 65 

de la parabole 70 

Fraction rationnelle 425 

décomposition en éléments 
428, 432 

irrégulière 425 

procédés d'intégration 426 

régulière 425 


coordonnées 


simples 


Génératrice 
d'une surface conique 216 
— cylindrique 203, 204 
_ réglée 224 
Génératrices rectilignes des quadriques 224 


Géométrie analytique 19, 24 


Grandeurs 
additives 489, 684 
bornées 269 
constantes 252, 269 
non additives 489 
variables 252 


Groupement des termes d'une série 553 
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Hélice circulaire 511-513, 524 
courbure, rayon et centre de cour- 
bure 531 
équations paramétriques 512 
longueur d'une spire 513 
pas 512 
plan normal 516 
plan osculateur 524 
rayon 511 
tangente 515 
torsion 533 
trièdre mobile 525 


Hélicoïde 827 
Hodographe d'une fonction vectorielle 517 


Hyperbole 65, 76, 77, 78, 488 
asymptotes 69 
construction d'une hyperbole donnée 
par ses axes 68 
définition générale 76, 77 
directrices 75 
<quation canonique 66 
de la tangente 324 
équilatère 55, 67, 110, 111 
excentricité 68, 76 
sommets, axes, centre 67 
Hyperboles conjuguées 70 
Hyperboloïlde à deux nappes 214-216 
sommets, sections principales, axes 215 
à trois axes inégaux 215 
Hyperboloïde à une nappe 212, 213, 
214, 225 
sommets, sections principales, axes 213 
à trois axes inégaux 214 
Hyperboloïde de révolution 
à deux nappes 215 
à une nappe 213, 225 


Hyÿpocycloïide 800 
aire sectorielle 814, 815 
allongée, raccourcie 800 
cas limites 809, 810 
développée 812 
double génération 810, 811 
équation intrinsèque 813 
formes particulières 808 
génération 803 
historique 815 
ligne des centres 803 
longueur de l'arc 813 
ordinaire 800 
particularités de la forme 807 
point de départ 800 
propriété cinématique 813 
rayon de courbure 812 
représentation paramétrique 806 
sommet 803 


tangente et normale 811 
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Indéterminations 341, 344, 345, 346 
Inégalité de Bouniakovski 455 
Infiniment grands 268, 269, 271 
Infiniment petits 267 
équivalents 275, 277, 278 
ordre 276, 277 
propriétés principales 271 
Intégrabilité des équations différentielles 
719 
Intégrale(s) 402 
curviligne 688, 689, 690 
— , calcul 690, 696 
— , condition d'indépendance du 
chemin d'intégration 693, 694, 696 
— , signification mécanique 690 
définie 404, 446, 447-450, 451, 463 
470 
— , calcul à l'aide de l'intégrale 
indéfinie 463, 464 
— , — approché 478, 481, 483, 484 
— , définition 447 
— , évaluation 454, 455 
— fonction de sa limite supérieure 
457, 458 
— , interprétation géométrique 451 
mécanique 453, 454 
— , intégration par changement de 
variable 466, 467 
—  , — par parties 465, 474 
— , notation 447 
— , propriétés 450 
— , schéma d'application 488-490 
d'une différentielle 461 
double 660, 663 
— , calcul en coordonnées polaires 
674 


— rectangulaires 664, 
| 685, 687, 674 
— , évaluation 663 
—  , expression en 
polaires 671-672 
; — rectangulaires 673 
; interprétation géométrique 662 
, notations 665, 667 
, propriétés 663 
—  , schéma d'application 683 
équation différentielle 699 
d’une fonction discontinue 475-476 
générale d'une équation différentielle 
705 
impropre 470, 475 
—  convergente 471, 475 
—  divergente 471, 475 
— , méthodes de calcul 474, 476, 477 
indéfinie 404, 405, 411-412 
— , intégration par changement 
de variable 412, 415 
— , — par parties 418, 419, 420 


coordonnées 
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— , propriétés 409, 410 
à limites infinies 470 
notation 402 


particulière d'une équation  diffé- 
rentielle 705 

propres et impropres 470 

répétée 664, 677 

singulière 709 

— de l'équation de Clairaut 715, 716 

— d'une équation differentielle 709 

triple 676 

— , calcul 677, 678 


, expression en coordonnées 
| cylindriques 680 
—  , — —  sphériques 682 
— , schéma d'application 683 


Intégration 704 


approchée 478-481, 482, 483, 484, 591 
— d'une équation différentielle 719, 
721 


par changement de variable 413-417» 
466, 46 


par un changement de variable trigo- 
nométrique 424 


des différentielles binômes 441-443 
des éléments simples 428, 429 


d'une équation différentielle 699 
— — au moyen des séries 721, 722 


des expressions trigonométriques 420, 
445 


des fonctions 431 

— élémentaires 439 
—  hyperboliques 596 
—  —  inverses 597 


des fractions rationnelles 426, 431 
interprétation géométrique 406, 408 
des parties 418-420, 465 

des radicaux 440, 443 

relation avec la dérivation 402 

des séries 569, 576 

d'une série entière 581 


Interpolation 479 


Intersection 


de deux courbes 25 
— droites 35 
— dans l'espace 196 
d'une droite et d'un plan 178, 189 


[Intervalle 258, 259 


de convergence d'une série entière 
575, 578 


d'intégration 447 


Invariance de l'expression d'une  dif- 


frentielle 295, 521, 637 
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Invariants d'une équation du second 
degré 100, 103 
Isoclines 704 


Lemniscate de Bernoulli 772 
aires 774 
axe, foyers 772 
définition 772 
diamètre maximal 774 
équation en coordonnées polaires et 
cartésiennes 772 
génération 773 
historique 772 
particularités de Ja forme 773 
propriété de la normale 773 
rapports avec l’hyperbole 774 
rayon de courbure 774 
représentation paramétrique 773 
tangente 773 
Limaçon de Pascal 763 
aires 767 
définition 763 
équation en coordonnées cartésiennes 
et polaires 763 
équations paramétriques 764 
génération 763 
longueur de l'arc 767 
normale 766 
particularités de la forme 765 
rayon de courbure 768 
sommets, axe 765 
tangente 766 
Limite(s) 
d'une fonction 264, 266, 270 
— complexe 601 
— , à droite 280 
— , à gauche 280 
— de plusieurs variables 627 
— vectorielle 518 
d'une grandeur constante 267 
infinie d'une fonction 270, 271 
d'intégration 447 
d’un produit 272 
d'un quotient 272, 273 
du quotient de deux infiniment pe- 
tits 275 
d'une somme 272 
d'une suite 262, 283 


de ME 975 


x 
Ligne de niveau 626 
Logarithmes népériens 303, 828 
Longueur 
d’un arc de courbe gauche 513 
— — plane 494, 498 
d'un vecteur 139 
Loxodromie 787 


index des matières 


Masse d'un corps 687 
Maximum 364, 657 
condition nécessaire 365 
première condition suffisante 365, 368 
règle de recherche 368, 367 
Seconde condition suffisante 370, 371 
Méthode 
des coefficients indéterminés 432 
combinée (méthode des cordes et 
méthode de Newton) 398 
des coordonnées 19 
des cotes 626 
d'Euler pour l'intégration approchée 
des équations 719, 721 
graphique de la résolution des équa- 
tions 393 
de Lobatchevski pour résoudre Îles 
équations 394 
de Newton 396 
d'Ostrogradski d'intégration des frac- 
tions rationnelles 438 
des parties proportionnelles 394, 396 
des quadratures mécaniques 479 
de la recherche des asyÿmptotes 384, 386 
des séries entières 478 


| de variation des constantes 714, 745 
Mineur 227 


Minimum 364, 657 
condition nécessaire 365, 366 
première condition suffisante 366 
règle de recherche 366, 367 
Seconde condition suffisante 370, 371 
Module 
d'un nombre complexe 601 
relatif au passage (logarithmes) 303, 
831, 832 
d'un vecteur 122 
Moment d'inertie 
d'un corps 683, 684, 685, 687 
d'une figure plane 686 
Multiplication 
des séries 555 
d'un vecteur par un nombre 128, 133 


Nœud d'une courbe 750 
Nombre e 274, 303 
Nombres 
complexes 251, 599 
imaginaires 251 
irrationnels 250 
naturels 250 
rationnels 250 
réels 251 
Normale 
à une courbe gauche 516 
— plane 325 
principale 516, 525, 527 
à une surface 641, 643 
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Onglet cylindrique 669, 670 
Opération(s) 
sur les séries 541—542, 555, 558 
entières 579, 580 
— Îcs vecteurs 138 
ordonnée 21, 23, 24, 135 
à l'origine 29, 47 
Ordre 
d'une équation différenticlle 699 
d'un infiniment petit 276 
Ordre de petitesse 
d'une fonction de plusieurs variables 
628 
d'un vecteur 518 
Orientation d'un système de vecteurs 149 
Origine des coordonnées 20, 134 
Ovale 768 
Ovales de Cassini 768, 772 
axe, foyers, centre 768 
définition 768 
diamètre maximal 770 
équation en coordonnées cartésiennes 
et polaires 770 
génération 768 
historique 768 
particularités de la forme 770 
points d'inflexion 771 
rayon de courbure 771 
sommets 769 
tangente 771 


Parabole 70, 72, 78, 106, 504, 508 
construction d'après le paramètre 
donné 71 
définition générale 76, 77 
développée 506 
diamètre 83 
équation canonique 71 
_— de la tangente 324 
équations paramétriques 319 
excentricité 76 
rayon de courbure 504 
semi-cubique 507 
sommet, axe 71 
x=aÿ" +by +c 74 
y = ax! 72 
y=maxi+bx te 72 
Parabololde elliptique 218, 219 
sections principales, sommet, axe, 
paramètres 218 
Paraboloïlde hyperbolique 219, 220, 221, 
224 
sommet, sections principales, axe, pa- 
ramètres 220 
volume d'un segment 493 
Paraboloïide de révolution 218 
Paradoxe de Descartes 376 


858 


Paramètre 318, 319 
d’une ellipse, d'une hyperbole, d'une 
parabole 77 
d'un faisceau de droites 41 
d'une parabole 70 
Paramètres 
d'une droîte 47 
polaires d'une droite 47 
— d'un plan 171 
Partie entière d'une faction rationnelle 428 
Pas 
d'une hélice circulaire 512 
d'une spirale 491 
Pendule cycloïldal 797 
Péricycloïde 807 
Plan: équation en fonction de ses coordon- 
nées à l'origine 167; équation normale 
173; réduction de l'équation à la forme 
normale 174; équation sous forme vec- 
torielle 101; passant par deux points 
et perpendiculaire à un plan donné 167; 
passant par une droite donnée et paral- 
lèle à une autre droite donnée 192; pas- 
sant par une droite donnée et perpendi- 
culaire à un plan donné 193; passant 
par un point donné et parallèle à deux 
droites données 192; passant par un point 
donné et une droite donnée 191; passant 
par un point donné et parallèle à un 
plan donné 165; passant par un point 
et perpendiculaire à deux plans donné; 
168; passant par un point donné et per- 
pendiculaire à une droite donnée 1%; 
passant par trois points 168 
Plan 
de coordonnées 134 
normal 5168, 525 
numérique 623 
osculateur 523, 524, 525 
rectifiant 525 
tangent 640 
Plus courte distance de deux droites 199, 
200, 201 
Poids d'un terme d'une série 555 
Point(s) 
coniques 640 
critiques 658 
d'inflexion 379, 380 
isolé 760 
de rebroussement 760 


Pôle 113 


Polynôme 
d'interpolation 479 
de Taylor 351 

Position relative 


d'une courbe et d'un plan 526 
— et d'un point 24 
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de deux courbes 25 
d'une droite et de deux points 45 
d'un plan et de deux points 170 
Principales fonctions élémentaires 260 
Problème fondamental du calcul intégral 403 
Produit 
mixte 155 
— , expression en fonction des coor- 
données des facteurs 159 
— , interprétation géométrique 155 
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L’aide-mémoire de G.Pissarenko, de l’Académie des 
Sciences de l'Ukraine, A.Yakovlev, candidat és sciences 
techniques et V.Matvéev, docteur ès sciences physiques 
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questions fondamentales de la théorie de résistance des 
matériaux ainsi que des données de référence indispensa- 
bles pour les calculs de résistance dans la pratique de 
l'ingénieur. 

Les auteurs se sont assigne pour tâche de mettre sur pied 
un aide-mémoire qui, étant suffisamment complet et univer- 
sel, puisse refléter l’état actuel de la résistance en tant 
que science, tout en se basant pour cela sur une approche 
unique dans la présentation du sujet. Chaque chapitre du 
guide s'ouvre par un exposé condensé de la théorie du 
probleme en question, suivi d’une présentation, sous forme 
de tableaux correspondants, des formules toutes prêtes, 
des chiffres et des graphiques se rapportant au chapitre 
donné. Pour faciliter l’usage des données de référence, 
l'ouvrage contient une liste de tous les tableaux contenus 
dans le livre. 


L’aide-mémoire se destine aux élèves des écoles techni- 
ques supérieures, aux ingenieurs des bureaux d’études, 
ayant affaire à des calculs pratiques à la résistance; il 
sera également utile aux boursiers de thèse, aux profes- 
seurs ainsi qu’aux chercheurs qui s'occupent des problè- 
mes de la résistance. 


